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Аналитически рассмотрены осесимметричные волны Похгаммера–Кри, распространяющиеся
вдоль упругого стержня круглого сечения. Рассмотрено напряженно-деформированное состояние
стержня. Вычислены максимумы растягивающих и эквивалентных напряжений на оси и на поверх-
ности стержня, получены их соотношения. Особое внимание уделено диапазону волн средней дли-
ны (одного порядка с радиусом стержня), проведено сравнение с коротковолновым и длинновол-
новым приближениями. Продемонстрировано, что некоторые волны Похгаммера–Кри обладают
рядом уникальных свойств: их относительная длина волны не зависит от упругих модулей, отноше-
ние максимального осевого растяжения к максимальному поверхностному растяжению имеет наи-
большее значение и также не зависит от упругих модулей, материал стержня находится в состоянии
чистого сдвига. Показано, что описанные волны соответствуют классу волн Ламе.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ
r, θ, z – координаты цилиндрической системы

координат;
a – радиус стержня;
ρ – плотность;
E – модуль Юнга;
ν – коэффициент Пуассона;
λ, μ – параметры Ламе;
ω – круговая частота;
γ – круговое волновое число;
l – длина волны;
Ω = γz – ωt – фаза волны в точке z в момент t;
c  – фазовая скорость;

c0  – скорость бесконечно длинных
волн в бесконечном стержне;

 – скорость волн расширения в
бесконечной среде;

 – скорость волн сдвига в бесконеч-
ной среде;

cR – скорость волн Рэлея (поверхностных волн
в полупространстве);

Jn, In – функции Бесселя действительного и
мнимого аргументов;

ui – компоненты вектора смещений;
εij – компоненты тензора деформаций;
Δ – первый инвариант тензора деформаций;
σij – компоненты тензора напряжений;
U – обобщенная амплитуда волны Погхамме-

ра–Кри.
В формулах используются следующие сокра-

щения:

а также следующие соотношения:
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ВВЕДЕНИЕ

Гармонические волны, распространяющиеся
в стержнях (сплошных и полых) круглого сечения
описываются уравнениями Погхаммера–Кри,
которые впервые были получены в работах [1–3].
Решения уравнений были получены в последую-
щих работах [4–16] и др., где были рассмотрены
продольные осесимметричные, изгибные и кру-
тильные моды.

Дальнейшее развитие задачи имеет несколько
направлений: изменение геометрии (замена ци-
линдра на цилиндрическую полость, трубу или
другую осесимметричную конструкцию), изме-
нение свойств материала (замена упругого мате-
риала на упруго-вязкий, термоупругий), измене-
ние распределения свойств конструкции (замена
однородности на неоднородность, изотропности
на анизотропность). В качестве примеров можно
представить следующие недавние работы [17–24].

В исследовании напряженно-деформирован-
ных состояний (НДС) мод осесимметричных
волн Погхаммера–Кри (ПК-волн) в работах [25,
26] показано, что максимумы растягивающих и
эквивалентных [27] напряжений могут локализо-
ваться не только на поверхности стержня, но и на
его оси. Таким образом, может оказаться, что на
оси стержня НДС уже удовлетворяет критериям
разрушения (текучести и др., в зависимости от
материала), и в то же время напряжения, опреде-
ляемые по деформациям на поверхности, будут
далеки от критических.

В представленной работе рассматриваются от-
ношения максимальных напряжений (растягива-
ющих и эквивалентных) на оси сплошного стерж-
ня и на его поверхности для ряда положительных
значений коэффициента Пуассона. Также опре-
деляется длина волны, при которой отношения
максимумов имеют наибольшее значение.

НАПРЯЖЕНИЯ СТЕРЖНЯ
В ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ВОЛНАХ 

ПОГХАММЕРА–КРИ

В предыдущих работах [25, 26] получены выра-
жения для НДС в осесимметричных волнах По-
гхаммера–Кри в следующем виде.
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(4)

Получено также дисперсионное соотноше-
ние для осесимметричных ПК-волн в следую-
щем виде:

(5)

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СЛУЧАИ

Известны формы волн для длинноволнового
(l  a) и коротковолнового (l  a) приближений.

В случае длинноволнового приближения ПК-
волна стремится к плоской волне с фазовой ско-
ростью  [7]. Здесь напряжения однород-
ны по поперечному сечению стержня. Действи-
тельно, если , то . Так как

 и , то дисперсион-
ное соотношение имеет следующий вид:
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Решение c = 0 соответствует отсутствию вол-
ны. Второе решение ненулевое, и после замены c1
и c2 через c0 и ν, получаем:
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Итак, доказано, что в длинноволновом при-
ближении фазовая скорость равна c0.

Смещения и напряжения находим аналогич-
ным образом.
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Как видно из полученных формул, в процессе

распространения такой волны все поперечные
сечения стержня остаются плоскими, однородно
расширяясь и сжимаясь. Единственная ненуле-
вая компонента напряжений – продольная (σzz),
ее распределение по любому поперечному сече-
нию однородно.

В случае коротковолнового приближения
главная мода имеет характер волны Рэлея: наи-
большие смещения и напряжения локализуются
на поверхности стержня, экспоненциально зату-
хая к оси. Действительно, рассмотрим дисперси-
онное соотношение для фазовой скорости

 (фундаментальная мода). В этом случае
h и κ становятся мнимыми, и бесселевы функции
J заменяются функциями мнимого аргумента I:
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Тогда (14) преобразуется к виду

(16)

После раскрытия модулей и сокращения общих
множителей, получаем

(17)

Последнее слагаемое стремится к нулю при
. В итоге приходим к уравнению

(18)

Оно хорошо известно как дисперсионное соотно-
шение для волны Рэлея. Его решение дает значе-
ние c = cR – фазовую скорость волны Рэлея.

Аналогичным образом получим смещения
(предполагается, что γr  1):
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Введем замену, означающую относительное рас-
стояние до поверхности:
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Таким образом, при коротковолновом при-
ближении в окрестности поверхности стержня
структура ПК-волны аналогична структуре вол-
ны Рэлея, отличаясь общим коэффициентом.

ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ
В СРЕДНЕВОЛНОВОМ ДИАПАЗОНЕ

Для контроля напряженно-деформированно-
го состояния конструкции используются тензо-
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датчики, закрепленные на поверхности кон-
струкции. Как показано выше, в случае длинно-
волнового приближения внутренние напряжения
в стержне равны поверхностным, в случае корот-
коволнового – внутренние напряжения ниже по-
верхностных, как и при волне Рэлея. Иначе гово-
ря, в описанных случаях внутренние напряжения
не превышают поверхностные, и применение по-
верхностных тензодатчиков достаточно, чтобы
контролировать НДС стержневой структуры.

Можно было бы предположить, что последнее
утверждение также справедливо и для средних
волн. Однако в работе [26] продемонстрировано,
что при распространении волны Погхаммера–
Кри (фундаментальная мода) максимум напря-
жений (растягивающих или эквивалентных) мо-
жет возникать и на оси стержня (отметим, что при
расчетах распределения НДС в сечении стержня в
рассмотренных случаях максимумы локализова-
лись только на поверхности или оси, но это не
означает, что в других случаях не могут быть об-
наружены другие области локализации). В [26]
для стального стержня было продемонстрирова-
но, что на низких частотах максимальное растя-
гивающее напряжение (≲1.3 МГц) и максималь-
ное эквивалентное напряжение (≲1.7 МГц) лока-
лизуются на оси стержня. Было показано, что
максимальное растягивающее напряжение на
оси может быть в 3.164 раза больше, чем на по-
верхности, а максимальное эквивалентное на-
пряжение – в 4.056 раза.

В данной работе рассмотрены отношения мак-
симальных значений на оси и на поверхности
стержня для растягивающих напряжений (RT) и
для эквивалентных напряжение (Req) при ряде
значений коэффициента Пуассона ν = 0.001, 0.1,
0.2, 0.3, 0.4, 0.499 (особые значения 0 и 0.5 исклю-
чены из диапазона и будут рассматриваться от-
дельно в следующем исследовании). Расчеты по-
казали, что для каждого рассмотренного ν суще-
ствует длина волны (отдельно для растягивающего
напряжения (рис. 1) и эквивалентного напряже-
ния (рис. 2)), при которой максимумы на оси и на
поверхности равны. Для более коротких волн
максимум напряжений локализуется на поверх-
ности стержня, для более длинных – на оси. Вы-
численные распределения на краях диапазона со-
ответствуют вышеописанным коротковолновому
и длинноволновому приближениям.

Полученные распределения показывают, что
существует особая волна с длиной волны l* ≈ 3.41a,
для которой RT ≈ 3.16 и Req ≈ 2.74 имеют постоян-
ные значения независимо от значения ν (при
этом для RT это наибольшее значение). Распреде-
ления максимальных значений растягивающего
напряжения σI и эквивалентного напряжения σeq
для l = l* представлены на рис. 3 и 4. Штриховка
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показывает область, где главным напряжением
является σθ.

Рассмотрим это явление подробнее. Сначала
найдем напряжения на поверхности стержня (r = a):

(22)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

κσ = μ γ Κ − + κ

+ κ −

κ − Κ + Ωκ 

22 1
0

1
0

1 1

2 1

4

2 1 sin ,

rr a

J a
U J ha

a
J ha

H J a
ha

J a J ha
H

a ha

(23)

(24)

(25)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
θθ

κ σ = μ γ Κ − Κ − − ×κ
× + Κ + Ω

2 1

1
0

2 1 1 2

2 1 sin ,

a

J a
U H

a
J ha

J ha H
ha

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

κσ = μ γ Κ − Κ + − × κ
× − κ Ω

2 1

1
0 0

2 1 1 2

4 sin ,

zz a

J a
U H

a
J ha

J ha H J a
ha

σ = 0.rz

Рис. 1. Отношение максимальных растягивающих
напряжений (фундаментальная мода).
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пряжений (фундаментальная мода).
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Рис. 3. Нормализованное первое главное напряжение σI для l = l* (фундаментальная мода).
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Согласно граничным условиям (поверхность сво-
бодна от нагрузок), σrr и σrz равны нулю (выраже-
ние в квадратных скобках в формуле σrr представ-
ляет собой левую часть дисперсионного соотно-
шения, т.е. равно нулю).

Перепишем σzz и σθθ с учетом дисперсионного
соотношения:

(26)

(27)

Поскольку задача осесимметрична, то на поверх-
ности σI равно либо σzz, либо σθθ. Выпишем фор-
мулы для максимумов соответствующих компо-
нент:

(28)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
θθ

κ σ = μ γ Κ − Κ − − ×κ
× + Κ + Ω
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1
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(29)

Расчеты показывают, что фазовая скорость c*
особой волны находится в интервале c2 < c* < c0

для всех рассматриваемых ν. При ν > 0 справедли-
во выражение с1 > c0, следовательно, c* < c1 и

. Отсюда . Та-
ким образом, как и в формуле (13), получаем, что

 и .

С другой стороны,

(30)

Следовательно, на интересующем интервале
.

Таким образом, max σzz имеет следующий вид
(все члены действительные):

(31)
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Рис. 4. Нормализованное эквивалентное напряжение σeq для l = l* (фундаментальная мода).
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(32)

Перелом графиков на рис. 1 в точке наибольшего
значения RT означает, что здесь  и 
равны.

Сделаем предположение, что J1(κa)/κa = 0. Но
тогда из дисперсионного соотношения получа-
ем, что J0(κa) также должно быть равно нулю.
Однако доказано (см., напр., [29]), что функции
J0 и J1 общих корней не имеют. Следовательно,
|J1(κa)/κa| > 0. Тогда достаточно сравнить послед-
ние множители:

(33)

Если |x| = |y|, то либо x = y, либо x = –y. Рассмот-
рим оба варианта.

Вариант I:

(34)

Если предположить, что , то получаем:

(35)
т.е. в данном случае волны просто нет.

Если же приравнять другой множитель нулю,
то получим уравнение относительно фазовой
скорости. Его решение можно получить числен-
но, и оно не соответствует особой волне.

Вариант II:

(36)
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Множитель  положителен и не может быть
корнем. Рассмотрим второй множитель:

(37)

Как видим, при ν > 0 есть только один корень
с = 0, т.е. волны также нет.
Наконец, рассмотрим первый множитель:

(38)
В данном случае

(39)
Дисперсионное соотношение приобретает следу-
ющий вид:

(40)

и имеет единственный ненулевой множитель

(41)
Отметим, что в полученном выражении отсут-
ствуют модуль Юнга и коэффициент Пуассона.
Преобразуем это выражение:

(42)

Таким образом, корни этого уравнения соот-
ветствуют экстремумам . Первый экстре-
мум γ*a ≈ 1.841184 (см. рис. 5) соответствует вы-
шеуказанной особой волне с длиной

.
Выражения для фазовой скорости и частоты

имеют следующий вид:

(43)
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Рис. 5. Расчет значения γ*a для фундаментальной моды.
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Отметим, что фазовая скорость, равная , име-
ет название скорости Ламе, и волны Похгамме-
ра–Кри и Лэмба, имеющие такую фазовую ско-
рость, называют волнами Ламе (см. напр. [30]).

В отличие от длины волны, фазовая скорость и
частота зависят от упругих модулей. Например, для
стального стержня (a = 1 см, ρ = 7800 кг/м3, E =
= 200 ГПа, ν = 0.3) получим 

 .
Вычислим отношения RT и Req для найденного

γ*a для фундаментальной моды. Напряжения на
оси стержня (r = 0):

(44)

При  получаем

(45)

Максимум растягивающих напряжений равен:

(46)

Используя (31), (32), получаем RT:

(47)

Как мы видим, RT для найденного γ*a не зави-
сит от упругих модулей.

Рассмотрим Req. Эквивалентное напряжение
имеет вид [27]:

(48)

На поверхности стержня (r = a):

(49)

Для найденного γ*a напряжения имеют следую-
щие выражения:

(50)

(51)

Отсюда получаем

(52)

На оси стержня (r = 0):

(53)
Для найденного γ*a для напряжений получаем:

(54)

Тогда

(55)

В итоге Req:

(56)

Как и RT, Req для найденного γ*a не зависит от ν.
В дополнение к вышесказанному, отметим,

что для γ = γ*:

(57)

Это означает, что в условиях особой волны ма-
териал стержня во всех точках находится в состо-
янии чистого сдвига (что также является харак-
терным свойством волн Ламе).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Расчеты отношений RT и Req для осесиммет-

ричных волн Похгаммера–Кри при положитель-
ном коэффициенте Пуассона показывают, что в
средневолновом диапазоне (0.1 < l*/a < 10) осевые
напряжения могут превышать поверхностные в
несколько раз. Необходимо учитывать этот эф-
фект при контроле напряжений стержневых кон-
струкций посредством поверхностных тензодат-
чиков.
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Аналитически доказано, что волны, фазовые
скорости которых соответствуют скорости Ламе
( ), имеют ряд особенностей:

1. Длина волны относительно радиуса стержня
не зависит от упругих модулей (для фундамен-
тальной моды );

2. Отношение максимального осевого растя-
жения к максимальному поверхностному растя-
жению здесь достигает наибольшего значения,
независящего от упругих модулей; для фундамен-
тальной моды ;

3. Отношение максимального осевого экви-
валентного напряжения к максимальному по-
верхностному эквивалентному напряжению
также не зависит от упругих модулей (хотя его
значение не наибольшее); для фундаментальной
моды ;

4. Материал в данном случае находится в со-
стоянии чистого сдвига.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 19-01-00100.
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