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Рассматриваются изгибные кромочные волны в тонких пластинах из изотропных (трансверсально-
изотропных) слоев с возможной несимметричной укладкой или из функционально-градиентного
материала, чьи характеристики непрерывно изменяются по толщине. Лицевые поверхности пла-
стины предполагаются свободными от напряжений. Таким образом, получается связанная задача ди-
намического изгиба и квазистатического плоского напряженного состояния пластины. В отличие от
рассмотренных ранее общих ситуаций с анизотропными материалами, за счет выбора системы коор-
динат здесь можно реализовать разделение уравнений изгиба и плоской задачи и минимизировать
связность краевых условий. Кроме того, часть характеристических корней операторов будут кратны-
ми. Дисперсионное уравнение получается в явном виде и, кроме известной составляющей, получен-
ной Коненковым, оно содержит поправочную часть, зависящую от безразмерных мембранно-из-
гибных жесткостей. Получено его решение, проанализировано влияние параметров. Приводятся
примеры расчета дисперсионных кривых.
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ВВЕДЕНИЕ
Начало исследований изгибных волн кромоч-

ного типа в тонких телах (в частности, в тонких
пластинах) традиционно отсчитывают с работы
[1] с последующим обращением к той же теме в
статьях [2–4]. На этом этапе использовались
длинноволновые низкочастотные теории пла-
стин типа Кирхгофа–Лява. Далее было показано,
что подобные кромочные волны могут быть так-
же топографического характера [5] или распро-
страняться вдоль контактной кромки [6–8].

Усложнение свойств в виде анизотропии упругих
материалов и/или использование пакета слоев не
обладает “запирающим” эффектом, но приводит
к существенному усложнению дисперсионных
свойств кромочной волны [9–17].

Продвижение в область более высоких частот
потребовало для анализа дисперсионных свойств
привлечения теорий типа Тимошенко–Рейссне-
ра [18, 19], итерационно-асимптотических подхо-
дов [20], прямых численных методов [20–24] или
проекционных методов решения трехмерных
краевых задач [25]. Полученные результаты ока-

зались хорошо согласованными как между собой,
так и с первыми экспериментальными исследова-
ниями изгибных кромочных волн [26].

Именно численными методами были впервые
выявлены кромочные волны высших порядков –
не “фундаментальные”, т.е. такие, что существуют
не при любых частотах, начиная с нулевой, а
только выше некоторой конечной критической
частоты [24]. Более регулярное исследование
кромочных волн высших порядков представлено
в [27].

Среди работ последних лет можно отметить
анализ кромочных волн в изотропной пластине
на упругом (винклеровском) основании [28–30],
а также локализованных волн в пластине с кром-
кой, усиленной другой пластиной в виде широ-
кой полосы из иного упругого материала [31, 32].

В данной работе приводятся результаты иссле-
дования фундаментальных изгибных кромочных
волн в пластине из упругих или трансверсально-
упругих слоев с несимметричной укладкой по
толщине. С одной стороны, это менее общая си-
туация, чем в случае анизотропии материалов бо-
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лее общего вида [13, 14], но с другой – она позво-
ляет получить основные результаты в замкнутом
виде и выделить наиболее существенные пара-
метры. Кроме того, аналогичный метод удается
применить и к пластине из функционально-гра-
диентного материала с непрерывной изменяемо-
стью свойств по толщине пластины. В этом и со-
стоит новизна исследования. Распространение
волн в телах из функционально-градиентных ма-
териалов с плоской или цилиндрической геомет-
рией исследовалось в работах [33–36]. Работы по
краевым волнам в таких структурах в литературе,
по-видимому, пока отсутствуют.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И КРАЕВЫЕ 
УСЛОВИЯ ДЛЯ ИЗОТРОПНО-СЛОИСТЫХ 

ПЛАСТИН
Рассмотрим тонкий пакет несимметричного

строения, составленный из слоев с упругими по-
стоянными общего вида. Межслойный контакт
предполагается идеальным. Обозначим полную
толщину пакета ; введем продольные де-
картовы координаты ,   и попе-
речную координату . В постоянных матрицах
жесткостей слоев  ( ; j –
номер слоя) с ненулевыми элементами соответ-
ствие индексов отвечает следующим подста-
новкам . Далее
примем, что внутреннее напряженно-деформи-
рованное состояние слоистого пакета является
длинноволновым. Асимптотически точные мате-
матические модели движения таких пакетов были
получены в [37–39] и обладают преемственно-
стью по отношению к классическим соотноше-
ниям теории пластин Кирхгофа–Лява. Нормаль-
ный прогиб  и вектор продольных перемещений

 при этом имеют вид

(1)

Продольные напряжения в -м слое 
выражаются формулой 

(2)

где   – матрица эффектив-
ных жесткостей в слое . Ее элементы равны от-
ношению определителей миноров исходной мат-
рицы : , , минор

 получается окаймлением -й строкой и -м

= 2H h
αx α = 1,2 ( )α α= xx i
=3x z
=j mn jgG =, 1,2,3,4,5,6m n

↔1,2,3,4,5,6 11,22,33,23,13,12

w
u

( ) ( )
( )α α

= = − ∇
∇ ≡ ∂ α =

0, , ,   ,
; 1,2 .

w w t t z wx u u x
i

j +≤ ≤ 1j jz z z
( )α β =, 1,2

( ) ( )

( )

χ
χ
χ
χ

αβ αβσ = − ∇
γ γ γ ∂     

     ≡ γ γ γ × ∂ ∂     
γ γ γ ∂          

0

11 11 16 12 1

12 16 66 26 2 1

22 12 26 22 2

               ,
0

,
0

j
j

j

j

z wΓ u

Γ

≡ γj pq j
Γ ( )=, 1,6,2p q

j

G γ ≡ 0det detp
pq qG G ( )≡ 345

0 345G G
p
qG p q

столбцом минора  снизу и справа, соответ-
ственно.

Продольные усилия  и изгибающие момен-
ты  получаются интегрированием по толщине
напряжений (2) с соответствующим весом

(3)

а поперечные усилия выражаются привычным
образом . Мембранные жесткости 
отвечают задаче о плоском напряженном состоя-
нии, изгибные жесткости  – задаче изгиба пла-
стины, а ненулевые мембранно-изгибные жестко-
сти  приводят к связанности обоих процессов.
В отсутствие нагрузок на лицевых поверхностях
пакета уравнения движения принимают вид [10]
( ):

(4)

где  обозначает эффективную плотность пакета
по толщине:

(5)

При симметричном расположении слоев относи-
тельно нейтральной плоскости , и квази-
статическая задача о плоском напряженном со-
стоянии полностью отделяется, а последнее из
уравнений (4) совпадает с классическим уравне-
нием изгиба [34, 35]. Краевые условия на торце
пластины формулируются в перемещениях, углах
поворота сечений , продольных усилиях
и/или изгибающих моментах (3) и перерезываю-
щих усилиях Кирхгофа  (сум-
мирование по повторяющимся индексам в по-
следней формуле не проводится).

Пусть теперь пластина совершает гармониче-
ские колебания с циклической частотой , зани-
мает в плане область ,  и ее
кромка  свободна от напряжений. Изгиб-
ные волны Коненкова распространяются вдоль
края и экспоненциально затухают с удалением от
него вглубь пластины (см. рис. 1), т.е. образуются
парциальными волнами вида

(6)

Амплитуды парциальных волн ,  сначала бу-
дем предполагать постоянными. Искомое реше-
ние (6) должно удовлетворять системе уравнений
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(7)

В такой постановке для анизотропии материалов
слоев общего вида кромочные волны были изуче-
ны в работах [3, 14]. Заметим, что получаемые для
общего случая результаты опираются на предва-
рительный анализ характеристических корней
операторов [13] или матричный анализ по методу
Стро [14], что затрудняет получение дисперсион-
ных уравнений в замкнутом виде.

Ниже рассмотрим более простую ситуацию
для изотропных слоев, несимметрично располо-
женных по толщине пластины. Отметим, что для
этого случая среди характеристических корней
операторов, вообще говоря, есть кратные корни.

Выражения для осредненных жесткостей в
слое упрощаются следующим образом (в очевид-
ных случаях номер слоя опускаем):

(8)

где  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассо-
на материала. Это также означает, что если систе-
ма координат по вертикали расположена так, что
выполнено условие

(9)

то ,  и уравнения
движения (4) полностью разделяются на изгиб-
ное уравнение и систему уравнений для обобщен-
ного плоского напряженного состояния. Условие
(9) всегда выполнимо, т.к. при заданных толщи-
нах слоев  сводится, например, к
уравнению для координаты нижней лицевой по-
верхности (всегда отрицательной)

(10)

Тогда система из трех уравнений (4) упрощается.
Первое уравнение – уравнение динамического
изгиба принимает вид 

(11)

с параметрами

= = = =12 22 22 20, 0, 0.zQ Q M N

( )

γ = γ = γ + γ =
− ν

νγ = γ =
+ ν− ν

γ = γ =

11 22 12 66 2

12 662

16 26

2 ,
1

, ,
2 11

0,

E

E E

E ν

( )+
  − = 
 − ν 2 2

12
1 0,
2 1

j j
jj

E z z

( )χβ αβ∂ ∇ ≡2 0D ( )χαβ αβ∂ ≡2
2 0D

+= −1j j jh z z

−

   + ×   
   − ν − ν
 × + + + = 
 

 



1 2 2

1 1

1 1

0.
2

j j
j jj j

j
j

E Ez h h

h
h h

( )Δ ≡ ∂ + ∂2 2
1 2

Δ + ρ∂ =2 2
3 0,td w w

(12)

и дополняется вторым и третьим из уравнений (4) –
квазистатическими уравнениями плоской задачи

(13)

с параметрами

Получающийся общий множитель  в уравнени-
ях (13) может быть сокращен.
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Рис. 1. Изгибная кромочная волна.

x2

x1 z



364

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 67  № 4  2021

ЗАХАРОВ

В силу условия (9)  и далее полагаем

(15)

Краевые условия на торце  для разделив-
шихся уравнений остаются связанными:

(16)

где , .

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
И ЕГО АНАЛИЗ

Подстановка соотношений (6) в уравнение из-
гиба (11) приводит к тем же соотношениям, что и
в работе [1]

(17)

Параметр  есть безразмерная фазовая скорость
искомой кромочной волны, нормированная на
скорость изгибной волны Кирхгофа–Лява

(18)

Соответственно, для параметра затухания и пар-
циальных волн получаем выражения:

(19)
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Далее начинаются различия. За счет полного
разделения уравнений изгиба и плоской задачи и
за счет квазистатической природы плоского на-
пряженного состояния в таком масштабе време-
ни, подстановка продольных перемещений (6) в
уравнения (13) дает равенство

(21)

и кромочной волне соответствует корень 
кратности 2. Тогда соответствующие перемеще-
ния приводятся к виду

(22)

Краевые условия (16) для поля перемещений
(20), (22) дают следующее матричное уравнение

( ) ( )+ =2 2
12 662 0d d

( ) ( )= = −2 2
2 12 66 2

1, .
2

d d d d

=2 0x

( )
( )

( )
( ){ }

( ){ }

≡ − ν ε − θ =
≡ ν ε + ε + θ =
≡ ε + ν θ + θ =

≡ ∂ ε + ν θ + θ +
+ ∂ − ε + − ν θ =

12 1 1 12 2 12

22 1 1 11 22 2 11

22 2 11 3 3 11 22

2 2 2 11 3 3 11 22

1 2 12 3 3 12

1 0,
0,
0,

2 1 0,
z

Q d d
Q d d
M d d

N d d
d d

( )αβ α β β αε = ∂ + ∂1
2

u u αβ αβθ = −∂2 w

( )  ρ ρω ω≡ − ξ = =  ω  

4224 2
4 2

3 11 3

1 .s
d kk d

s

 ωω= = =  ρ 

1 42
3

1

, , .B
B

dVs V V
V k

( )ξ = ±
1 22

1,2 1 ,s

( ) ( )ω −− ξ − ξ= + 1 11 1 2 1 2 2
1 2 .i t k xk x k xw A e A e e

( )− ξ =
221 0,

ξ = 1

( ) ( )

( )

ω − −

ω − −

= +
 − ν= − − − + ν 

1 1 1 2

1 1 1 2

1 1 2

1
2 1 2

1

,
3 .
1

i t k x k x

i t k x k x

u k x B D e

u i k x B B D e

(23)

(24)

(25)

Приравнивание к нулю определителя матрицы
(25) дает дисперсионное уравнение

(26)

Первая компонента в уравнении (26) совпадает с
известным выражением для изгиба [1], завися-
щим от приведенного коэффициента Пуассона 

(27)

с соответствующим корнем : ,

(28)

Вторая компонента появляется за счет связности
краевых условий (16). Эта компонента зависит от
двух приведенных коэффициентов Пуассона  и

 для изгибной и плоской задачи, соответствен-
но, и, что более существенно, от отношения мем-
бранно-изгибной жесткости  к изгибной и мем-
бранной жесткостям

(29)

(30)

При   получим уравнение для класси-

ческой волны Коненкова .
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Непосредственной подстановкой можно по-
казать, что функция  обладает следующими
свойствами

(31)

т.е. ее значение в окрестности точки  проти-
воположно по знаку значению при . Отсюда,

в силу непрерывности функции, уравнение (26)
всегда имеет корень .

В случае малых значений параметра  для
этого корня можно получить приближенное вы-
ражение

(32)

(33)

ОБОБЩЕНИЕ МОДЕЛИ
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНЫХ 

МАТЕРИАЛОВ

Предположим теперь, что в пластине плот-
ность  и параметры упругости ,  не-
прерывно зависят от поперечной координаты :

, . Рассматривая эту ситуа-
цию как предельный переход от пластины с рас-
тущим числом слоев исчезающе малой толщины
и полагая , получаем для плотности
и жесткостей

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

Уравнение (9) для выбора координаты нижней
лицевой поверхности , соответственно, примет
вид

(39)

Вывод и анализ дисперсионного уравнения
краевой изгибной волны далее может быть прове-
ден так же, как и в предыдущем параграфе, изме-
няется лишь способ нахождения коэффициентов.
Такими же прозрачными предельными перехода-
ми можно получить (при необходимости) форму-
лы напряжений более высокого асимптотического

порядка малости  и  из полученных в [37–
39] для слоистой пластины. Здесь они примут сле-
дующий вид
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(40)

при дополнительном требовании отсутствия нор-
мальных напряжений  и касательных на-
пряжений  на лицевых поверхно-
стях пластины при . Заметим, что в напря-
жении  при этом останется только
инерционная составляющая.

ОБОБЩЕНИЯ МОДЕЛИ ДЛЯ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ СЛОЕВ

Пусть теперь материал каждого слоя трансвер-
сально изотропен с направлением анизотропии
поперек пластины. Предположим, что в плоско-
сти изотропии ,  материал слоя имеет модуль
Юнга  и коэффициент Пуассона , а в любой
поперечной плоскости (содержащей ось ) эти
параметры равны ,  и дополнены независимым
модулем сдвига . Как следствие, получаем, что

эффективные жесткости 
 в слое выражаются в тех же

обозначениях и теми же формулами (8) и не зави-
сят от , , . Соответственно, результаты как
для слоистой пластины, так и для пластины из
функционально-градиентного материала с зави-
симостью упругих и инерционных параметров от
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координаты  будут полностью аналогичными
предыдущим.

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА
ДИСПЕРСИОННЫХ КРИВЫХ

Рассмотрим двухслойную пластину из матери-
ала 1 с плотностью  кг/м3, постоянными
Ламе  ГПа,  ГПа и материала 2
с параметрами  кг/м3 ,  ГПа,

 ГПа. Как легко видеть, материал 2
“низкоскоростной” со скоростями продольных и
поперечных волн почти втрое ниже, чем у мате-
риала 1.

Толщину слоя 1 примем равной  см, а
толщину слоя 2 будем варьировать следующим
образом  см для вариантов 1, 2, 3 соот-
ветственно.

Искомый корень  уравнения (26) во всех слу-
чаях оказывается близок к 1. Пример поведения
функции  для варианта 3 показан на рис. 2.
Полученные в результате решения уравнения (26)
нормированные значения скорости изгибной
кромочной волны приведены на рис. 3а. Здесь ве-
личины ,  обозначают скорости сдвиговых
волн в слоях 1 и 2. По горизонтали отложено без-

размерное значение частоты .

Пусть теперь толщина всей пластины равна
 см и ее упругие и инерционные параметры

изменяются в пределах от значений для материала 1
до значений для материала 2. Вариант 1 предполага-
ет линейный закон изменения по толщине для всех
параметров :

(41)
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Для варианта 2 закон изменения по толщине
для всех параметров примем квадратичным

(42)

и для варианта 3 закон изменения для всех пара-
метров примем экспоненциальным

(43)
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Пересчет осредненных параметров для урав-
нений пластины по формулам (34)–(38) и реше-
ние дисперсионного уравнения дают дисперси-
онные кривые, показанные на рис. 3б. Предвари-
тельно находится оптимальное расположение
системы координат из решения уравнения (39).

Отметим, что наиболее существенное влияние
на результат оказывает величина параметра  (30)
и распределение параметров материала по тол-
щине пластины. Например, для слоистой пласти-
ны в варианте 3 решение уравнения (26) практи-
чески не отличается от решения Коненкова (28)

a

Рис. 3. Примеры дисперсионных кривых для вариантов 1, 2, 3 в случае (а) слоистой пластины и (б) пластины из функ-
ционально-градиентного материала.
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Рис. 4. Изгибная кромочная волна. (а) – Слоистая пластина в варианте 3:  (штриховая кривая),  (сплошная
кривая). (б) – Слоистая пластина в варианте 2:  (штриховая кривая),  (сплошная кривая).
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при . Соответствующая дисперсионная кри-
вая показана пунктиром и помечена номером со
штрихом на рис. 4а, а сплошной кривой показано
решение полного уравнения (26) при . Здесь
они практически неразличимы.

Для пластины из функционально-градиентного
материала (вариант 2) отличие решения Конен-
кова, не учитывающего связность изгиба и плос-
кого напряженного состояния, от решения для
полного уравнения более существенно. Соответ-
ствующие дисперсионные кривые показаны на
рис. 4б с аналогичными обозначениями.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренный подход позволяет получить
основные соотношения для кромочной волны в
замкнутом виде для случая пластины:

1) из изотропных и трансверсально-изотроп-
ных слоев с произвольной несимметричной
укладкой;

2) из функционально-градиентных материа-
лов такого же типа, со свойствами, непрерывно
зависящими от поперечной координаты.

Полученные в явном виде результаты доста-
точно просты для параметрического анализа и
для расчета дисперсионных кривых. В частности,
сразу обнаруживается вид поправки к известному
уравнению Коненкова, зависящей от приведен-
ных коэффициентов Пуассона изгибной и плос-
кой задачи и от отношения коэффициентов жест-
кости для этих задач к мембранно-изгибной
жесткости. Влияние этой поправки на дисперси-

= 0a

≠ 0a

онные кривые может быть существенным. Сами
уравнения движения для каждой из задач разде-
ляются за счет оптимизации расположения си-
стемы отсчета по толщине, хотя связанность кра-
евых условий в этих задачах остается.

Заметим, что полученные результаты справед-
ливы для низких частот и длинных волн, т.е. для
“фундаментальных” дисперсионных кривых из-
гибных кромочных волн с относительной по-
грешностью  для главных членов разложе-
ния нормального прогиба и вектора продольных
перемещений в асимптотический ряд (  – длина
волны)

(44)

Для более коротких волн требуется учет более
сложных компонент следующих асимптотиче-
ских порядков. Согласно [40], для однослойной
изотропной пластины соответствующее измене-
ние основного оператора (уравнений движения) с
погрешностью  имеет вид

(45)

Как было показано в [20], для кромочной изгиб-
ной волны именно операторная поправка оказы-
вается главным фактором, а коррекция краевых
условий – второстепенным. Тогда дисперсион-
ную кривую можно уточнять итерационным спо-
собом, начиная с результата с погрешностью

 в виде

(46)
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Итерационная формула (46) хорошо согласу-
ется с другими известными результатами, напри-
мер, с конечно-элементным расчетом [24] (пока-
зан на рис. 5 кружками, квадратами и ромбами),
сопоставлением с экспериментальными измере-
ниями (см. [20, 26]) или с численным расчетом
проекционным методом (погрешность порядка
1% на высоких частотах, см. [20, 25]).

По-видимому, подобный итерационно-
асимптотический подход может быть применен и
к приведенной выше постановке для продвиже-
ния в область более высоких частот в качестве
приближенной альтернативы более общих мето-
дик расчета, основанных на применении матри-
цантов и/или формализме Коши [41–43] с после-
дующим использованием в динамических расче-
тах элементов тонкостенных конструкций [44].
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