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Рассмотрены уравнения, описывающие движение жидкости в пористой среде под воздействием
электрического поля в условиях сформировавшегося турбулентного режима движения. Приведены
уравнения, описывающие возникающие в жидкости акустические колебания, источником которых
может быть не только переменное электрическое поле, но и постоянное электрическое поле. Воз-
никающие под воздействием постоянного электрического поля пульсационные широкополосные
акустические колебания могут являться паразитными при работе электроакустических преобразо-
вателей, что необходимо учитывать при их проектировании. Полученные результаты натурных экспе-
риментов на модели электроакустического преобразователя подтверждают теоретические результаты,
приведенные в работе. Изложенные теоретические и экспериментальные результаты позволяют ре-
шить приоритетную научно-техническую проблему проектирования и создания акустических излу-
чателей нового типа.
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа является продолжением ра-

бот [1, 2] по теоретическому обоснованию, а также
по модельному и экспериментальному тестирова-
нию предложенного в [3] нового метода электроаку-
стического преобразования. В работе [1] проблема
рассматривалась в линейном приближении решения
системы Навье–Стокса для ламинарного движения
жидкости в пористой среде под воздействием сум-
марного постоянного и переменного электрического
поля. В работе [2] эта проблема уже рассматривалась
в нелинейном приближении решения системы На-
вье-Стокса для ламинарного движения жидкости. В
настоящей работе задача рассматривается в нели-
нейной постановке для турбулентного режима дви-
жения жидкости в пористой среде.

ОБОСНОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ
МОДЕЛИ ЗАДАЧИ

Известно (см., например [4, с. 178–183]), что в
отличие от ламинарного режима движения жид-

кости, в турбулентном режиме в полях давления и
скорости, а в случае рассмотрения сжимаемой
жидкости и в поле плотности, даже в режиме ста-
ционарной установившейся турбулентности, кроме
стационарных (осредненных полей) возникают и
т.н. пульсационные составляющие полей, присут-
ствующие имманентно в турбулентном режиме, и
представляющие собой сложные, неупорядоченные
во времени и пространстве процессы даже при ста-
ционарных внешних источниках движения. С точки
зрения рассматриваемого электроакустического
преобразования эти пульсационные составляю-
щие могут являться паразитными по отношению
к оригинальному акустическому сигналу.

Целью настоящей работы является создание
физической и математической моделей, описы-
вающих поведение указанного электроакустиче-
ского преобразователя в режиме турбулентного
движения жидкости. Это позволит решить прио-
ритетную научно-техническую проблему проек-
тирования и создания электроакустических излу-
чателей нового типа.

УДК 544. 638+534.1

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ
ТЕХНИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ
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Поскольку одним из рассматриваемых в задаче
процессов является акустический процесс, то
вновь, как и в [1], систему уравнений Навье–
Стокса принимаем в упрощенном виде для случая
однородной сжимаемой вязкой баротропной
жидкости:

закон сохранения импульса в виде уравнения
Навье–Стокса [5, с. 73]

(1)

уравнение непрерывности для сжимаемой жид-
кости [4, с. 15]

(2)

уравнение состояния баротропной жидкости

(3)

Здесь, также как в [1, 2], , ,
 и  – соответственно поля

давлений, плотностей и векторов скоростей, а
также векторов напряженности внешних стацио-
нарного  и переменного  электриче-
ских полей. Индекс , как и в [1, 2], характеризует
суммарные параметры потока. Однако, в отличие
от [1, 2], индекс 0 здесь означает осреднение по
Рейнольдсу соответствующих суммарных пара-
метров течения (эта процедура является обычной
при описании турбулентных течений, см., напри-
мер, [6]). Поля без индекса – возмущенные (пуль-
сационные) величины потока, вызванные как пе-
ременным полем , так и самой природой турбу-
лентного потока. Кроме того, в (1)–(3) приняты
обозначения:  – скорость звука;  и  – динами-
ческая и объемная вязкости.

Осреднение по Рейнольдсу можно проводить
по времени, по пространству и по ансамблю. Не-
зависимо от типа осреднения оператор осредне-
ния по Рейнольдсу символизирует прямая черта
сверху над осредняемой величиной , ,

. Кроме того, это осреднение удовле-
творяет условиям Рейнольдса [6, §2.1; 7, §2.1]:

; , ; ;

; ; ; ; ;

; . Таким образом, величи-
на  представляет собой осредненное значение
исходной величины , а величина  называется
пульсационной составляющей величины  и,
как видно из приведенных тождеств, . От-
сюда имеем: ; ; ; .
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Далее будем рассматривать осреднение по вре-
мени. В этом случае осредненные величины по-
лучают следующим образом [6, с. 13]:

где  – пространственные координаты;  – время;
 – интервал осреднения, выбираемый из усло-

вия , где  – характерный масштаб
колебаний пульсационной составляющей,  –
характерный масштаб медленных изменений ве-
личины  во времени (см. рис. 2.1 работы [6,
с. 13])1.

После осреднения по Рейнольдсу уравнения
(1) получаем уравнение Рейнольдса [6, с. 16] для
осредненного течения

(4)

Здесь  – тензор-

ное (внешнее) произведение векторов, равное
произведению двух матриц  и ,
где  в индексе означает транспонирование мат-
рицы; тензор ,  на-
зывается тензором турбулентных напряжений
Рейнольдса или просто тензором Рейнольдса [6,
с. 16].

Уравнение (4) является незамкнутым. Во-пер-
вых, к нему необходимо добавить краевые усло-
вия и уравнение непрерывности применительно
к случаю стационарного электроосмотического
течения, которые подробно описаны в [8, § 2.2].
Во-вторых, как видно из (4), в уравнении присут-
ствует неизвестная величина . Для устра-
нения этой неопределенности воспользуемся
простейшей, т.н. алгебраической моделью турбу-
лентности, дополнив уравнение (4) гипотезой Бус-
синеска [7, с. 29; 9, с. 102], смысл которой состоит в
попытке выражения тензора напряжений Рей-
нольдса  через характеристики поля осреднен-
ной скорости  и т.н. турбулентную вязкость2 

(5)

1 В стационарном случае  очевидно, что
.

2 Выражение для тензора напряжений Рейнольдса для сжи-
маемой жидкости можно найти, например, в [6, с. 18] и [10,
с. 17].
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Здесь  – кинетическая энергия турбулент-

ных пульсаций на единицу массы жидкости.
С учетом выражения (5) для тензора напряжений
Рейнольдса запишем (4) в следующем виде

(6)

Отметим, что турбулентная вязкость  не яв-
ляется свойством самой жидкости, как это имеет
место для обычной вязкости, а зависит от самого
течения, и для заданного течения может меняться
от точки к точке [9, с. 102]. Самый простой подход
к рассмотрению турбулентных течений состоит в
предположении о том, что турбулентная вязкость

 и кинетическая энергия турбулентных пульса-
ций  для данного течения являются постоянны-
ми величинами во всей области турбулентного те-

чения. В этом случае  и добавка  к дав-

лению  в (6) пропадает. Кроме того, из (6)
видно, что осредненная скорость  в этом случае
является стационарной и не зависит от времени

. Уравнение (6) принимает при
этом простой вид

(7)

Вычитая почленно уравнение (7) из уравнения
(1) и линеаризуя разность, получаем уравнение
движения для пульсационных параметров движе-
ния в терминах линейной акустики

(8)

Учтем также линеаризованное уравнение непре-
рывности

= v v
2
i ik
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Сравнение уравнения движения (8) с анало-
гичным уравнением работы [2, уравнение (20)]
для случая ламинарного нелинейного движения
жидкости показывает, что в случае турбулентно-
ного движения появляется дополнительный ис-
точник возмущения , связанный с турбу-
лентной вязкостью .

Из сравнения систем (1), (2) и (8), (9) также
видно, что при отсутствии переменного поля
электрической напряженности , система (8), (9)
описывает движение пульсационных полей  и 
в их акустической интерпретации, присутствую-
щих имманентно в течении турбулентной жидко-
сти вследствие приложения одного только стаци-
онарного поля .

Если в члене  справа в уравне-
нии движения (8) выполняется неравенство

 (случай слабой турбулентности), то
источником колебаний  с турбулентной вяз-
костью можно пренебречь, и для стационарного
акустического поля на частоте  в этом случае
справедливы все результаты работы [2] для лами-
нарного движения жидкости в нелинейном при-
ближении. Если же неравенство  не
выполняется (случай развитой турбулентности),
то в (8) кроме  и  появляется третий источник
возмущения , связанный с турбулентно-
стью. Тогда совершенно аналогично тому, как в
работе [2] из уравнения (20) было получено выра-
жение (22), можно из уравнения (8) настоящей
работы получить следующее линейное выраже-
ние относительно  и 

(10)
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∂ 0+ 0.

t
v

η Δv0t

ηt

E
v p

E0

( )ρ − η ΔE vel 0t

ρ η ΔE vel 0t@

η Δv0t

ω

ρ η ΔE vel 0t@

E0 E
η Δv0t

Φ p

( )( )
( )
∂Φρ + ∇Φ =
∂

= − + ζ + η ΔΦ − ρ ψ − η ΔΦ

v0 0

el 0

2

4 ,
3 t

t

p

Таблица 1. Зависимость критической напряженности электрического поля от плотности бумаги

Тип бумаги
Плотность бумаги

, г/см3

Появление турбулентного
шума

разность потенциалов между 
электродами , В

напряженность электрического 
поля , В/см, соответствующая 

значению 

1 0.412698 1300 8667
2 0.684596 1850 12333
3 0.721308 1950 13000
4 0.970461 1800 15000

ρбум

критU 0E

критU
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Здесь  – потенциал поля : ;  – по-
тенциал поля : ;  – потенциал поля

: . Выражение (10) с точностью до до-
полнительного слагаемого , описывающего
объемную плотность источника пульсационных
акустических волн, совпадает с выражением (22)
работы [2], в котором присутствует только один
объемный источник . Отсюда ясно, что аку-
стическое поле ( , ), описываемое линейным
уравнением (10), будет состоять из двух слагае-
мых, одно из которых вызвано полем , а второе –
объемным источником пульсационных колеба-
ний . При равенстве плотностей источни-
ков  и поочередном наличии в (10)
только одного из них качество акустического
процесса для каждого из них будет неразличимо.
При этом для обоих слагаемых уравнения (10) бу-
дет работать механизм накачки, описанный в [2]
и означающий перекачку энергии из стационар-
ного поля ( , ), возбужденного полем , в аку-
стическое поле ( , ), образованное как полем ,
так и объемным источником пульсационных ко-
лебаний . В случае гармонического поля 
частотой  акустическое поле ( , ) будет содер-
жать усиленные процессом накачки дискретную
составляющую с частотой , совпадающей с ча-
стотой колебаний поля , и широкополосную
шумовую составляющую, вызванную пульсаци-
онными колебаниями в турбулентном потоке, об-
разованном стационарным полем . Тем самым,
пульсационный поток в этом случае будет вызы-
вать паразитные колебания акустического поля,
усиленные процессом накачки.

Таким образом, в теоретической части работы
решена анонсированная выше цель работы: пред-
ложены физическая и математическая модели,
отражающие закономерности поведения элек-
троакустического преобразователя в режиме тур-
булентного движения жидкости.

Если же рассматривать результаты работ [1, 2]
и настоящей работы в совокупности, то следует
отметить, что приведенные в них выкладки пока-
зывают, что по мере увеличения напряжения на-
качки  при фиксированной величине акустиче-
ской составляющей электрического поля  можно
говорить о трех режимах работы рассматриваемо-
го преобразователя:

1. При малых величинах  накачки не возни-
кает, получающаяся система уравнений для элек-
троосмотического и акустического процессов
остается линейной, а задачи расчета стационар-
ного поля движения жидкости и акустического
поля являются несвязанными; этот режим был
описан в работе [1];

2. При достаточно больших значениях поля ,
когда задача расчета стационарного поля пере-

Φ v = ∇Φv ψ
E −∇ψE = Φ0

v0 = ∇Φ0 0v
−η ΔΦ0t

ρ ψel
v p

E

η ΔΦ0t

ρ ψ = η ΔΦel 0t

v0 p E0
v p E

η ΔΦ0t E
ω v p

ω
E

E0

E0
E

E0

E0

стает быть линейной, но описывает ламинарный
режим движения жидкости, задачи расчета ста-
ционарного и акустического полей движения
жидкости становятся связанными и происходит
перекачка энергии стационарного поля движе-
ния жидкости в энергию акустического поля;
этот режим описан в работе [2];

3. Случай, когда амплитуда стационарного по-
ля  начинает превышать амплитуду его крити-
ческого значения  и зарождается турбулент-
ный режим движения жидкости в капиллярно-
пористой структуре преобразователя, можно раз-
делить на два подслучая.

3а. Ситуацию с неразвитой турбулентностью
можно отнести к случаю 2, когда паразитными
пульсационными колебаниями можно прене-
бречь.

3б. Ситуацию с развитой турбулентностью уже
нельзя отнести к случаю 2. Паразитными пульса-
ционными колебаниями уже пренебречь нельзя,
поскольку они усиливаются процессом накачки
так же, как и полезный сигнал, и становятся соиз-
меримыми с уровнем полезного сигнала. Случай 3б
описан в настоящей работе.

НАТУРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Полученные выше теоретические результаты

по особенностям функционирования преобразо-
вателя в турбулентном режиме движения жидко-
сти показали их идентичность с процессами в ла-
минарном режиме с точки зрения влияния режи-
ма накачки. Поэтому экспериментальная часть
работы была посвящена подтверждению этого
факта, а также изучению влияния пористости те-
ла преобразователя на процесс электроакустиче-
ского преобразования.

В качестве преобразователя использовалась
находящаяся в воздушной среде матрица, состоя-
щая из двух алюминиевых перфорированных
электродов, между которыми попеременно поме-
щались пачки бумаги формата А4 различной
плотности, состоящие из 15 листов каждая. Бума-
га была изготовлена из однотипного материала,
но разной пористости3, из чего следовала ее раз-
ная плотность4. К электродам подавалось только
постоянное напряжение , которое варьирова-
лось от значения  до значения ,

, где  – напряжение, при котором с по-

3 Пористость – одна из характеристик пористого тела. По-
ристость – доля объема пор в общем объеме тела [11, с. 69].

4 Размерность плотности бумаги далее  в г/см3, а не в
г/см2, как это принято для бумаги, по той причине, что в
данном случае описывается трехмерная пористая среда.
Плотность бумаги вычислялась прямыми вычислениями,
как частное от деления веса пачки бумаги к объему пачки.

E0

E0крит

бумρ

0U
=0 0U ≥0 крит

iU U

= 1,4i крит
iU
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мощью установленного у матрицы микрофона и
спектроанализатора регистрировалось скачкооб-
разное появление пульсационных шумов, вы-
званных возникновением турбулентного движе-
ния воздуха в поровом пространстве находящей-
ся в матрице бумаги -го сорта. Характеристики
бумаги и результаты эксперимента отражены в
таблице. Для наглядности данные таблицы сведе-
ны в следующую диаграмму, представленную на
рис. 1

Из таблицы и рис. 1 следует, что критическое
значение напряженности электрического поля

, при котором возникает турбулент-
ный характер движения жидкости, находится в
прямой пропорциональной зависимости от плот-
ности бумаги . Это полностью согласуется с
физикой задачи. Действительно, если процессы в
пачках бумаги с различной пористостью считать
подобными, то турбулентный режим возникает в
них примерно при одном и том же критическом
числе Рейнольдса , где  для электро-
осмотического процесса уместно принять в виде

, где  –

электроосмотическая скорость жидкости [8, с. 34];
,  – соответственно относительная диэлектри-

ческая проницаемость жидкости (воздуха) и
электрическая постоянная соответственно;  –
дзета или электрокинетический потенциал;  –
средняя величина пор в бумаге; ;  –
кинематическая вязкость внутрипоровой среды.
Из постоянства критического числа Рейнольдса

 следует, что с умень-

шением средней величины пор  (или, что экви-
валентно, с ростом плотности бумаги ) увели-
чивается критическая величина напряженности

i
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электрического поля . Приведенные рассужде-
ния полностью подтверждаются экспериментом.

В процессе проведения описываемого экспе-
римента также подтвердился предсказанный тео-
ретически процесс накачки, когда с ростом вели-
чины  росла амплитуда пульсационных шумов,
регистрируемых микрофоном и отображаемых на
анализаторе спектра.

ВЫВОДЫ

В работе рассмотрены уравнения, описываю-
щие движение жидкости в пористой среде под
воздействием электрического поля в условиях
сформировавшегося турбулентного режима дви-
жения. Приводятся уравнения, описывающие
возникающие в жидкости акустические колеба-
ния, источником которых может быть не только
переменное электрическое поле, но и постоянное
электрическое поле. Возникающие под воздей-
ствием постоянного электрического поля пульса-
ционные широкополосные акустические колеба-
ния могут являться паразитными при работе
электроакустических преобразователей, что не-
обходимо учитывать при их проектировании. По-
лученные результаты натурных экспериментов на
модели электроакустического преобразователя
подтверждают теоретические результаты, приве-
денные в работе. Теоретические и эксперимен-
тальные результаты могут использоваться при
проектировании и эксплуатации рассматривае-
мых электроакустических преобразователей.

Авторы благодарны С.П. Дмитриеву и С.Г. Те-
лятнику за содействие в проведении эксперимен-
тов.
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