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Вибрационная черная дыра (ВЧД) – замедляющая структура, обеспечивающая замедление скоро-
сти распространения волны на отрезке конечной длины до нуля. При этом время распространения
волны на этом отрезке равно бесконечности. Рассмотрена новая структура, реализующая прибли-
женно эффект ВЧД для изгибных волн. Это стержень/пластина с канавками, глубина которых по-
степенно увеличивается. Изгибная жесткость такой конструкции постепенно уменьшается, при
этом погонная масса остается постоянной. Найдены зависимости изменения параметров, при ко-
торых структура ведет себя аналогично вибрационной черной дыре, а соответствующее уравнение
имеет точное аналитическое решение.
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ВВЕДЕНИЕ

В работах [1, 2] рассмотрено распространение
волн по волноводу при скорости распростране-
ния  уменьшающейся до нуля на конечном
интервале (рис. 1). При определенных законах за-
медления время распространения волны на этом
интервале оказывается равным бесконечности.
Волна не доходит до конца волновода и, следова-
тельно, не отражается от него. В [1, 2] конкретно
рассматривается распространение изгибных волн
по стержню, сечение которого уменьшается
вдоль его оси и стремится к нулю при конечной
длине стержня. При этом скорость распростране-
ния изгибных волн также стремится к нулю. По-
казано, что время распространения волны от на-
чального сечения до конечного может быть равно
бесконечности. Скорость уменьшения сечения
должна быть достаточно плавной, чтобы избе-
жать отражений от промежуточных сечений. От-
сутствие отражения от заостренного конца
стержня вызвано не физическим поглощением в
материале стержня, а именно невозможностью
достичь конца стержня за конечное время. По
аналогии с космологическими объектами – чер-
ными дырами, в которых скорость распростране-
ния света в сильном гравитационном поле замед-
ляется, в [1] введен термин “вибрационная чер-
ная дыра” (ВЧД). В западной литературе
подобные конструкции называются Acoustic
Black Hole (ABH) [2]. В обширной литературе по
ABH (см. напр. обзоры [2, 3]) исследуются раз-

личные конструкции, ориентированные на по-
глощение изгибных волн. Основой таких кон-
струкций служит стержень (пластина) с толщиной,
меняющейся по степенному закону  [1].
При показателе степени n ≥ 2 скорость распро-
странения изгибных волн для достаточно высо-
ких частот стремится к нулю при приближении к
кромке заострения. На практике идеальное заост-
рение вплоть до толщины, равной нулю, нереали-
зуемо. Поэтому для эффективного поглощения
на оконечную часть заострения необходимо до-
бавлять небольшое количество поглощающего
материала (см., например, [4]). В литературе рас-
сматривались и другие возможности эффектив-
ной работы неидеальной ВЧД – рассеяние на не-
ровностях заостренной кромки [5, 6], нелиней-
ные эффекты [7, 8].

В настоящей работе предложена конструкция
ВЧД для изгибных волн в стержне. Эта конструк-
ция не требует заострения оконечной части ВЧД
до очень малых толщин при практической реали-
зации. Далее будем называть ее модифицирован-
ной ВЧД.

Эскиз модифицированной ВЧД приведен на
рис. 2. В исходно однородном стержне толщиной

 на длине  прорезываются канавки перпенди-
кулярно оси стержня. Глубина канавок  по-
степенно увеличивается по мере приближения к
концу стержня. Из-за разрезов внешние слои
стержня, между разрезами, не деформируются
(точнее, деформируются меньше) и, следователь-

( ),c x '( ) ~ nh x x

H L
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но, не создают напряжений, препятствующих из-
гибанию стержня. Локальная жесткость стержня
на изгиб уменьшается. При этом локальная по-
гонная масса остается постоянной.

В общей постановке поля смещений и харак-
теристики распространения в МВЧД конструк-
ции могут быть найдены только численно. В ка-
честве разумного аналитического приближения
можно предложить следующий подход. Он позво-
ляет гомогенизировать дискретную структуру
конструкции с канавками. Предлагается пользо-
ваться обычным уравнением изгибных колеба-
ний неоднородного вдоль оси стержня для попе-
речного смещения 

(1)

где ρ,  – плотность и модуль Юнга материала
стержня,  – площадь поперечного сечения,

 – момент инерции поперечного сечения.
Первое слагаемое в (1) описывает силу инерции,
второе слагаемое – изгибающий момент, связан-
ный с растяжением/сжатием слоев стержня. Для
стержня с прямоугольным сечением шириной  и
толщиной 

(2)

В используемом ниже методе расчета считает-
ся, что наличие прорезей в стержне обеспечивает
отсутствие растягивающих/сжимающих напряже-
ний в областях, заключенных между соседними
прорезями. Это означает, что в величину  в ка-
честве  следует подставлять ширину зазора между
противоположными прорезями 
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(рис. 2). Если глубину канавок увеличивать при
продвижении по , то эффективная цилиндриче-
ская жесткость такого разрезанного стержня бу-
дет уменьшаться. Вопрос о том, как часто нужно
делать прорези и насколько точно выполняется
равенство (2), остается пока открытым. Интуи-
тивно ясно, что расстояние между соседними
прорезями должно быть не больше глубины про-
резей. Толщина прорезей теоретически может
быть бесконечно малой. При этом погонная мас-
са стержня будет постоянной вдоль стержня.
Уравнение (1) запишется, с учетом (2), в виде

(3)

Уравнение (3) можно исследовать, используя
метод ВКБ, как это первоначально было сделано
в [1] для заостренного по степенному закону
стержня. Однако в [9] было показано, что для па-
раболического заострения стержня полный на-
бор фундаментальных решений дается степенны-
ми функциями  Показатели степени 
удовлетворяют алгебраическому уравнению чет-
вертой степени. Решения алгебраического урав-
нения находятся путем замены переменной и све-
дения исходного уравнения к биквадратному.

Следуя [7], рассматриваем далее в (3) степен-
ную зависимость 

(4)

где  – толщина стержня,  – длина отрезка
стержня, в котором сделаны прорези. Показатель
степени  считаем положительным.

Решения уравнения (3)  с зависимостью
(4) ищем в виде степенной зависимости

(5)

Подставляя (4), (5) в (3), получим:

(6)

где

(7)

Проведя дифференцирования в (6), получим

(8)

Приравнивая в (8) показатели степени,

получим выражение для α:

(9)
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Рис. 2. Эскиз модифицированной вибрационной чер-
ной дыры в виде стержня с прорезями.
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Рис. 1. Замедление скорости распространения волны
на конечном интервале [L–0] до нулевого значения.
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Подставляя (9) в (8), получаем уравнение для по-
казателя степени γ:

(10)
Подставляя (9) в (7), получим выражение для 

(11)

Алгебраическое уравнение четвертой степени
(10) решается заменой переменной

(12)

которая, при подстановке в (11), дает биквадрат-
ное уравнение для μ:

(13)
Решая это уравнение и подставляя решения в
(12), получим выражения для показателей степе-
ни в решениях (5):

(14)

Полученные формулы (4), (9), (11), (14) аналогич-
ны формулам работы [7], описывающим точные
решения для стандартной ВЧД – параболически
заостренного стержня. Нетрудно проверить, что
при  (низкие частоты) все корни (14) веще-
ственны. Все точки стержня колеблются в фазе,
волновое движение отсутствует. В другом пре-
дельном случае  (высокие частоты) уравне-
ние (14) дает два вещественных корня и два ком-
плексно сопряженных корня. Комплексные кор-
ни соответствуют распространяющимся волнам,
а вещественные корни – затухающим волнам.
Критическая величина b, которая соответствует
появлению мнимой компоненты, равна

(15)

Соответствующая критическая частота равна

(16)

Здесь  – скорость распространения про-

дольной юнговской волны в стержне.
Следует отметить, что для стандартной ВЧД в

форме параболически заостренного стержня кри-
тическая частота  существенно выше (уравне-
ние (17) в [9]):
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Частота, начиная с которой и выше модифициро-
ванная ВЧД проявляет эффект ЧД, в пять раз ни-
же, чем у стандартной ВЧД.

В работе [9] приведено выражение критиче-
ской частоты через полную массу  традицион-
ной ВЧД:

(19)

Здесь подразумевается, что ширина стержня
равна 1.

Выразим длину модифицированной ВЧД че-
рез ее массу M: L = M/(Hρ). Подставив в (16), по-
лучим выражение критической частоты через
массу модифицированной ВЧД:

(20)

При одинаковых критических частотах
 масса модифицированной ВЧД при оди-

наковых толщинах  оказывается больше массы
стандартной ВЧД в

Из формул (4), (9) следует, что степенная зави-
симость профиля непрорезанной части стержня

 оказывается более медленной по срав-
нению с утоньшением стандартной ВЧД [9]

 На рис. 3 сравниваются профили стан-
дартного параболического заострения (кривая 1)
и огибающей прорезей (кривая 2) предлагаемой
модифицированной ВЧД (кривая 3). Очевидно,
профиль огибающей прорезей в оконечной части
модифицированной ВЧД не требует такой точно-
сти исполнения, как параболический профиль
стандартной ВЧД.

В заключение отметим два преимущества
предложенной конструкции. Первое – сильное
снижение пороговой частоты эффекта ЧД при
фиксированной длине L. При одинаковых габа-

0M
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0 0
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ω = ρ3 21* 3 ( ) .
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* *ω = ω
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Рис. 3. Сравнение профилей параболического заост-
рения в стандартной ВЧД и огибающей прорезей моди-
фицированной ВЧД. 1 – параболическая граница стан-
дартной ВЧД, 2 – огибающая прорезей модифициро-
ванной ВЧД, 3 – прорези в модифицированной ВЧД.
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ритах – длине и толщине – модифицированная
ВЧД имеет критическую частоту в 5 раз более
низкую, чем традиционная ЧД. Масса конструк-
ции при этом увеличивается. Второе – ослабле-
ние требований к точности ее исполнения. Учи-
тывая приближенный характер аналитической
модели, использованной в расчетах, требуются
дополнительные экспериментальные и числен-
ные исследования.
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