
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2019, там 65, №  4, с. 435-439

УДК 534.26

К Л А С С И Ч Е С К И Е  П Р О Б Л Е М Ы  Л И Н Е Й Н О Й  
А К У С Т И К И  И  Т Е О Р И И  В О Л Н

ДИФРАКЦИЯ ГАУССОВА ПУЧКА НА СИЛЬНО ВЫТЯНУТОМ СФЕРОИДЕ
©  2019 г. И . В. Андронов*

Санкт- Петербургский государственный университет, НИИФ 
ул. Ульяновская, дом 1/1, Петродворец,

198504 Россия
* e-mail: iva--@Iisr.ru 

Поступила в редакцию 09.01.2019 г.
После доработки 13.02.2019 г.

Принята к публикации 20.03.2019 г.

Рассмотрена задача высокочастотной дифракции гауссова пучка, падающего параллельно оси силь­
но вытянутого сфероида. Методом параболического уравнения в сфероидальных координатах по­
строен старший член асимптотики поля в пограничном слое у поверхности в виде интеграла, содер­
жащего функции Уиттекера. Рассчитаны значения поля на поверхности идеально жесткого сферо­
ида. Проведено обсуждение эффектов высокочастотной дифракции.

Ключевые оюва: дифракция, сильно вытянутый сфероид, высокочастотная асимптотика, метод па­
раболического уравнения
DOI: 10.1134/S0320791919040014

ВВЕДЕНИЕ
Напомним, что сильно вытянутым телом в за­

дачах высокочастотной дифракции [1) мы назы­
ваем такое выпуклое тело, радиусы кривизны по­
верхности которого удовлетворяют соотношению

к Р ~  (*р,)3 о )
или эквивалентно

Здесь к  — волновое число, р — радиус кривизны 
поверхности в плоскости падения, р, — радиус 
кривизны поверхности в поперечной плоскости.

Отметим, что в соотношения (1), (2) входит ча­
стота. Таким образом, при достаточном увеличении 
частоты тело, характеризуемое любым сколь угодно 
большим отношением р /р , , перестает быть сильно 
вытянутым в указанном выше смысле, и для описа­
ния процессов дифракции на нем могут быть приме­
нены классические высокочастотные асимптотики.

Обычно, в задачах дифракции выделяются две 
частотные области. На низких и умеренных ча­
стотах возможен прямой численный счет мето­
дом конечных или граничных элементов, на вы­
соких частотах хорошо работают асимптотиче­
ские приближения. Однако, в задачах дифракции 
на вытянутых телах на шкале частот может на­
блюдаться область, в которой прямой численный 
счет уже невозможен, а асимптотические подхо­
ды еще недостаточно точны. Для того чтобы по­

высить диапазон частот, доступных для числен­
ного счета, и сделать счет устойчивым к степени 
вытянутости тела, плодотворными являются под­
ходы, связанные с  диаграммными уравнениями [2 ] 
и методом дискретных источников [3|. В случае 
же умеренно высоких частот, для которых вели­
чины к р и к р, асимптотически велики, но связа­
ны соотношением ( 1), необходимы специальные 
асимптотические подходы, разработанные в [1, 2 , 
6 ) и др. работах.

Процессы высокочастотной дифракции на 
сильно вытянутых телах имеют определенную 
специфику. Трактовать эти явления с  точки зре­
ния классической теории высокочастотной ди­
фракции не всегда возможно, поскольку прин­
цип локальности, установленный Ф оком |7 | и ле­
жащий в основе классического асимптотического 
подхода, в случае сильно вытянутых тел оказыва­
ется недостаточно локальным. Другими словами, 
дифракционное поле на сильно вытянутом теле 
зависит от геометрии поверхности и поля лучей 
не только в малой окрестности рассматриваемой 
точки, но определяется геометрией всей задачи. 
Происходит это от того, что масштабы погранич­
ного слоя, определяемого как и в классическом 
случае радиусом кривизны геодезической на по­
верхности тела, оказываются сравнимыми с раз­
мером всего тела. В связи с  этим привычная логи­
ка анализа и интерпретации процессов дифрак­
ции в случае сильно вытянутых тел не работает. 
Так, на сильно вытянутом теле нет области глубо­
кой тени , все тело располагается в полутени. Со­
ответственно, говорить о волнах соскальзывания
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можно лишь с  определенными оговорками, по­
скольку отделить их одну от другой по разности фаз 
не удается. Нет также и некоторых других объектов, 
привычных для высокочастотной дифракции.

Для того чтобы хоть в какой-то мере восполь­
зоваться идеей локальности, необходимо произ­
вести локализацию дифракционного процесса 
некоторым дополнительным способом. В этой 
статье мы рассматриваем дифракцию  гауссовых 
пучков на сильно вытянутом сфероиде.

Здесь С — амплитуда, s — координата, измеряемая 
вдоль оси пучка, Дг  — поперечная координата, рас­
стояние от точки наблюдения до оси пучка, S* и d  — 
параметры, характеризующие положение плоско­
сти перетяжки пучка и степень его фокусировки.

Будем рассматривать гауссовы пучки, распро­
страняющиеся параллельно оси z • Тогда s  = z  и, 
если ось пучка имеет координаты г  =  г0, <р = 0, то

Лг  = т]г2 + Го -  2/т0 cos((pX 
Будем считать частоту достаточно высокой, так 

что k b >  1. При этом сфероид настолько вытянут, 
что выполнены соотношения (1), (2). Степень вы­
тянутости будем характеризовать параметром

который является величиной порядка единицы, т.е.

X = 0(1). (9)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДИ Ф РА КЦИ И

Рассматривается стационарная задача ди ­
фракции на сильно вытянутом сфероиде. М но­
житель, выражающий зависимость от времени,
принят в виде е и всюду опущен. Будем поль­
зоваться цилиндрической системой координат 
(г,ф,г)> ось которой совпадает с осью вращения 
сфероида, а начало координат находится в его 
центре (см. рис. 1). Поверхность сфероида зада­
дим уравнением

О)

Во внешности сфероида поле удовлетворяет урав­
нению Гельмгольца

А и + к 2 и = О, (4)

где к  = <д/с — волновое число. На поверхности бу­
дем рассматривать два варианта краевых условий. 
Либо поверхность идеально жесткая

(5)

где п  — нормаль к поверхности, либо идеально 
мягкая

и = 0. ( 6)

Рассмотрим дифракцию  гауссова пучка и1, ко­
торый в локальной системе координат описыва­
ется формулой

/и = •х
s  -  s* -  id

, . k ( A r ) 2( s - s * )  kd  х  exp*j/Ar  ̂+ -— -— 5----- --------
1 2 ( s - s * ) 2 + d 2

(A rY
2 (s - s * ) 2 + d 2

О

ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
Процедура построения старшего члена асимп­

тотики поля повторяет приведенную в [5, 6 |. 
Кратко напомним основные моменты. Во-пер­
вых, воспользовавшись симметрией вращения 
поверхности, представим поле в виде ряда Фурье 
по угловой переменной ф:

и = и$(г, Z) +  2 ^  u j r ,  Z) cos(*p). (10)
m=l

Каждая гармоника ит удовлетворяет соответству­
ющему уравнению

Э2н. Л+ I ^ k  + ̂ £ L - ^ . Wm+^ Wm = 0  (11)
Э г' r d r  dz2 г2 

и краевым условиям (5) или (6).
Во-вторых, перейдем к эллиптическим коор­

динатам (Т|Д), которые связаны с цилиндриче­
скими формулами [8 )

r  = r J \ -  Z = рЦ^г
Здесь введена величина

(1 2 )

р  = >lb2 -  а2, (13)
имеющая смысл половины расстояния между фо­
кусами сфероида. В координатах (T),J;) поверх­
ность сфероида является координатной и задает­
ся уравнением

% = Ь/р.  (14)
В-третьих, заметив, что, ввиду принятого 

предположения (9), величина b/ р  асимптотиче­
ски близка к единице, произведем растяжение ра­
диальной координаты путем перехода к коор­
динате т, которую введем формулой
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т = — (5 -1 ) . (15)
X

Наконец, используя Т| и  т как координаты по­
граничного слоя, выделим быстро осциллирую­
щий множитель

Амплитуда А„ определена в следующем пара­
графе при помощи сш ивания с падающим гауссо­
вым пучком (7).

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ДЛЯ ГАУССОВА ПУЧКА

um=e‘kmU„{r\,x), ( 16)
а функции ослабления Um будем искать в виде 
асимптотического ряда по обратным степеням 
большого параметра кр. В старшем порядке, для 
которого сохраним обозначение Um, получим па­
раболическое уравнение

Эт2
ди„

гк

X lT_ £ L _ 'X 1 1 £/ = о.
4 4т 2 1

(17)

В уравнении (17) переменные делятся, что позво­
ляет получить представление

1

Вт(1)Ы ^ > \ л. <18>
7 7 7 7

Здесь М  и  W  — функции Уиттекера |9 |. В фигур­
ных скобках записано общее решение дифферен­
циального уравнения по переменной т, которое 
возникает при разделении переменных в (17) и со­
держит две произвольные на данном этапе построе­
ния решения функции А„ и Вт, зависящие от пара­
метра разделения переменных. Так же как и в случае 
падения плоской волны, рассмотренного в |4— 6), 
интегрирование в (18) будем проводить по веще­
ственной оси (здесь и ниже пределы +°о опущены).

Как показано в цитируемых выше работах, сла­
гаемое с  функцией Уиттекера М отвечает падающей 
волне, а  слагаемое с функцией Уиттекера ^удовле­
творяет условию излучения. Тогда, требуя выпол­
нения краевого условия при каждом /, получим

= (19)

где

2/Х Miljnl2(-ix) + Mi 4 l  Их)
2^ ^ H X )  +  ^ 2H X )

в случае идеально жесткой поверхности, описы­
ваемой условием (5), и

^ W 2<—/X)

в случае идеально мягкой поверхности, описыва­
емой условием (6). Точка над функцией означает 
ее производную по аргументу.

Выражение (7) можно интерпретировать как по­
ле точечного источника, смещенного в  комплекс­
ном направлении, т.е. имеющего координаты

Z = Zq = s* + id, г  = r0, (р =  0.

Дифракция поля точечного источника на 
сильно вытянутом сфероиде рассмотрена в | 10|. 
Для амплитуды Ат в представлении (18) там полу­
чена формула

^ _ 2c r e4 ^ - l 8k + 6r .
Ж/и!Г '[кр'Ь \ Z o - b j  (20)

x r ( 2 ± i  +  / r ) r ( 2 ± i - f t ) A / W 2 (/8).

Здесь введено обозначение

Эта формула получена в предположении, что ис­
точник находится в узком конусе на достаточно 
большом расстоянии левее сфероида, поскольку 
только в этом случае падающее поле отвечает лучам, 
бегущим под малыми углами коси сфероида, и имеет 
зависимость от z, близкую к выделенной в (16).

В случае комплексных координат источника 
условия применимости формулы (20) необходи­
мо исследовать дополнительно. Очевидно, что
множитель е ** присутствует в (7) и, следователь­
но, для возможности использования приближе­
ния параболического уравнения необходимо 
лиш ь, чтобы оставшиеся два слагаемых в показа­
теле экспоненты в (7), будучи записанными в ко­
ординатах (т|,т), выражали бы медленно меняющу­
юся функцию. Иными словами, для применимости 
формулы (20) необходимо, чтобы выполнялисьсле-

k ( A r f ( z  -  s*) < const, 
< Z -s *)2 + d 2

(21)

k ( A r f d  „ ---------------- - < const.
( Z - S - ) 2 + d 2

(22)

превосходят нескольких а. Тогда в условиях (21), 
(22) можно заменить Аг  на а. В результате для 
применимости формулы (20) достаточно, чтобы 
было выполнено

d  > b. (23)
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Рис. 2. Распределения поля в сечениях ф = 0° (верхние кривые) и ф = 180° (нижние кривые) (а) на поверхности сфероида 
№ 1 и (б) на поверхности сфероида № 2 при возбуждении пучками с параметрами s* = -lb , d = b и разными значениями /&.

Таким образом, допустимы большие значения d, то 
есть сколь угодно узкие пучки. Величина s*, опре­
деляющая положение плоскости перетяжки, при 
этом может быть любой, как меньше —b, что требо­
валось в случае дифракции пазя точечного источ­
ника, так и больше —Ь, и даже больше Ь. Таким об­
разом, можно рассматривать дифракцию как расхо­
дящихся, так и сходящихся гауссовых пучков.

А СИ М П ТО ТИ КА  ПОЛЯ
Подставим выражения (20) и (19) в  (18). В слу­

чае абсолютно жесткого сфероида получим

c r e *p ( - ^ - f 8)

kar0-J\ -  Г)2 Д Х + ц ^ - Ь )

х г (2 ± 1 + й | г (2 ± ! - й ) х  (24)

v  M U,m/2 (*5) ------ dt.

В задаче дифракции на абсолютно мягком сферо­
иде получим

м .
с г е х р ( - , ^ - | б )

г р - п г о  +  й Г . .
Эт ™п- kar0yj\ - Т |2 *'О  +  ПЗо — (25)

х Г | m  + l + l it
| (l'S)

, 2 ) l  2 1

При вещественных Zo множитель

((*о + Ь)/(Ъ> ~ b ) f  является осциллирующим, при

комплексных он дает экспоненциальный рост 
на плюс или минус бесконечности. Однако, мож­
но проверить, что интегралы в (24) и  (25) сходятся 
за счет убывания, обеспечиваемого гамма-функ­
циями.

Для того чтобы получить представление об 
особенностях дифракции гауссовых пучков на 
сильно вытянутом сфероиде, проведем расчеты 
по формуле (24) для двух идеально жестких сфе­
роидов. Пусть первый сфероид (сфероид №  1) не 
очень сильно вытянут и характеризуется парамет­
ром X = Ю. У более сильно вытянутого сфероида 
№  2 примем % = 1. Для придания более универ­
сального характера результатам расчета введем 
безразмерные параметры пучка s*/b, d jb  и rQ/ a .

На рис. 2 представлены результаты расчетов 
для пучков, характеризуемых параметрами 

= -2 ,  d /b  = \t но распространяющихся по 
разным лучам, определяемым параметром г0. На 
рис. 3 рассматриваются пучки с разными положе­
ниями сечения перетяжки. На обоих рисунках 
представлены значения поля в двух сечениях при 
ф = 0° и при ф =  180°. Первое из этих сечений, за 
исключением случая г, =  0, является более осве­
щенным, чем второе. Таким образом, из двух ли­
ний одного стиля, та, что проходит выше, отвеча­
ет сечению ф =  0°, а  та, что проходит ниже, сече­
нию ф = 180°. На основании проведенных 
расчетов можно указать на следующие законо­
мерности:

1. Т ак же как и в случае падения плоской вол­
ны, поле имеет большую амплитуду на менее вы­
тянутом сфероиде, однако убывает оно по коор­
динате Г) быстрее.
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Рис. 3. Распределения поля в сечениях ф = 0° (верхние кривые) и <р = 180° (нижние кривые) (а) на поверхности сфероида 
№ 1 и (6) на поверхности сфероида № 2 при возбуждении пучками с параметрами r§= a, d = Ь и разными значениями s*

2. Пучок, ось которого совпадает с осью сфе­
роида, засвечивает преимущественно лиш ь не­
большую область вблизи переднего конца сферо­
ида (при ц »  —1), а при увеличении X] амплитуда 
поля монотонно уменьшается, и уменьшается 
быстрее, чем в случае падения плоской волны.

3. При увеличении г0 ось пучка сдвигается от 
оси сфероида, в результате максимум амплитуды 
смещается в сторону больших значений коорди­
наты Г|- При этом скорость убывания поля вдоль 
поверхности уменьшается.

4. В отличие от случая дифракции плоской 
волны тень, образующаяся с  противоположной 
стороны сфероида по отнош ению к оси пучка, 
оказывается более глубокой.

5. При дифракции сходящегося пучка на до­
статочно сильно вытянутом сфероиде увеличение 
амплитуды поля в пучке конкурирует с убывани­
ем поля вследствие дифракции, в результате ам­
плитуда поля увеличивается вдоль поверхности и 
максимум поля наблюдается в области геометри­
ческой тени.

В заключение отметим, что в этой статье мы 
проводили расчеты лиш ь для пучков, распростра­
няющихся параллельно оси сфероида. Однако, 
формулы (24) и (25) позволяют также рассчитывать 
дифракцию пучков, падающих под углом. Для этого 
надо лиш ь соответствующим образом задать мни­
мые части координат Zq и г0. При этом для справед­
ливости параболического приближения угол 0 дол­
жен быть мал настолько, чтобы JkbQ = 0 (1).
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