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Как известно, звуковой источник, связанный с нестационарным движением вихрей, при малых
числах Маха может быть получен в приближении несжимаемой невязкой жидкости. В работе пред-
ложено описание динамики возмущений несжимаемой идеальной жидкости в рамках лагранжева и
гамильтонова формализма c полем смещения и возмущения плотности импульса в качестве кано-
нических переменных. На основе теоремы Нетер сформулированы условия сохранения квадру-
польного момента при эволюции малых возмущений стационарных потоков. Показано, что эти
условия всегда выполняются для возмущений однородных струйных течений. Полученные резуль-
таты представляют собой не только решение общей задачи механики об интегралах движения, но
также имеют важное значение в аэроакустике в связи с тем, что квадрупольный момент вихревого
течения представляет собой главный член разложения звукового источника по числу Маха.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Квадрупольный момент течения является важ-

ной характеристикой, имеющей непосредствен-
ное отношение к процессу генерации шума.
Квадрупольный характер акустического излуче-
ния нестационарного вихревого течения в отсут-
ствие твердых границ следует, в частности, из из-
вестной аналогии Лайтхилла [1]. Более строгое
рассмотрение этой проблемы было проведено в
работах [2, 3], где на основе метода сращиваемых
асимптотических разложений были получены два
первых члена разложения звукового источника
по числу Маха. В частности, было показано, что
для акустически компактных источников глав-
ным членом разложения является квадруполь-
ный момент течения, вычисленный в приближе-
нии несжимаемой жидкости. Таким образом, ин-
теграл квадрупольного момента является одной
из ключевых характеристик течения с точки зре-
ния генерации шума. В связи с этим представляет
интерес задача об условиях, при которых квадру-
польный момент нестационарного завихренного
течения является интегралом движения, что экви-
валентно отсутствию квадрупольного излучения.
В таком течении вклады гидродинамических воз-
мущений в акустические колебания должны вза-
имно сокращаться так, что интенсивность квадру-
польного звукового источника будет равна нулю и

в суммарном излучении будут проявляться менее
эффективные мультипольные источники, начи-
ная с октуполя.

Целью настоящей работы является получение
условий сохранения квадрупольного момента
возмущений вихревых течений и нахождение
класса течений, для которых эти условия выпол-
няются. Для описания возмущений в работе раз-
вит новый подход, использующий методы лагран-
жевой и гамильтоновой механики. Развитие этого
подхода применительно к задачам аэроакустики
является другой целью настоящей работы.

Лагранжев и гамильтонов формализм являются
мощным инструментом анализа интегральных ха-
рактеристик механических систем. При использо-
вании этих методов в механике жидкости одним из
ключевых моментов является выбор канонических
переменных, наиболее удобных для того или иного
класса задач [4–9]. В настоящей работе в качестве
канонических переменных предложено использо-
вать поле смещения и возмущение плотности им-
пульса. Такой выбор позволяет естественным об-
разом перенести представления лагранжевой
механики конечномерных систем на динамику
возмущений стационарных течений жидкости.
Выписаны выражения для лагранжиана и гамиль-
тониана возмущений с использованием этих пере-
менных.
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Поле смещения определяется как разность
траекторий жидких частиц в возмущенном и не-
возмущенном течениях [10, 11]. Хотя это опреде-
ление дается в терминах лагранжевых перемен-
ных, связанных с жидкими частицами, само поле
смещения является эйлеровой переменной, вы-
ражающейся через возмущения скорости и завих-
ренности. В работах [12–14] было показано, что
при исследовании динамики малых возмущений
стационарных течений использование поля сме-
щения имеет важные преимущества перед стан-
дартными переменными, такими как возмущение
скорости или давления. В настоящей работе по-
казано, что поле смещения оказывается также
удобным инструментом для формулирования
лагранжева и гамильтонова подходов к описанию
возмущений вихревых течений.

Течение несжимаемой идеальной жидкости
может быть описано, как бесконечномерная ме-
ханическая система с особенным лагранжианом
[4]. Характерные свойства систем с особенным
лагранжианом [15, 16] рассматриваются в п. 2 на
примере механических систем с конечным чис-
лом степеней свободы. В качестве гидродинами-
ческого примера, в котором проявляются основ-
ные особенности задачи, рассматривается 2-мер-
ное течение, создаваемое системой точечных
вихрей.

Формулировка лагранжева подхода примени-
тельно к возмущениям стационарных течений
проводится в п. 3. Прежде всего дано описание
поля смещения, используемого в настоящей ра-
боте в качестве обобщенной координаты. Далее
выписывается выражение для лагранжиана возму-
щений произвольного течения несжимаемой
идеальной жидкости. Корректность этого выра-
жения проверяется эквивалентностью уравне-
ний Лагранжа и уравнений для динамики возму-
щений, записанных через поле смещения. Осно-
вываясь на процедуре гамильтонизации для
особенных систем [15], получено выражение для
гамильтониана со связями, в котором в качестве
канонических переменных используются поле
смещения и возмущение плотности импульса.
Уравнения Гамильтона сводятся к паре эквива-
лентных уравнений для этих переменных.

Анализ интегралов движения проводится в п. 4.
С этой целью используется теорема Нетер [17], из
которой следует, что инвариантность уравнений
движения по отношению к определенному классу
преобразований связана с некоторым интегра-
лом, сохраняющимся при движении системы.
Исходя из этого, удалось сформулировать задачу
о сохранении интегралов специального вида, од-
ним из которых является квадрупольный момент
возмущений течения в виде интеграла Меринга
[3, 13]. Находятся условия, при которых квадру-
польный момент является интегралом движения.

Показывается, что этим условиям удовлетворя-
ют, в частности, возмущения однородных струй-
ных течений как в 2-мерном, так и в 3-мерном
случаях.

Полученные результаты означают, что произ-
вольные начальные возмущения однородных
струйных течений в линейном приближении не
дают вклада в квадрупольное звуковое излучение.
Таким образом, звуковые источники низкоско-
ростных струй могут быть связаны с более тонки-
ми эффектами, такими как слабая неоднород-
ность течения в направлении вдоль потока или
нелинейность возмущений.

2. ЛАГРАНЖИАН И ГАМИЛЬТОНИАН 
ОСОБЕННОЙ КОНЕЧНОМЕРНОЙ 

СИСТЕМЫ

Возмущения вихревых течений несжимаемой
жидкости могут быть представлены как механи-
ческая система с особенным лагранжианом [16].
Рассмотрим некоторые свойства особенных си-
стем, которые будут использованы в дальнейшем,
на примере систем с конечным числом степеней
свободы.

2.1. Гамильтонизация особенной
лагранжевой системы

В общем случае лагранжиан линейной конеч-
номерной механической системы записывается в
виде [18]

(2.1)

где  – обобщенная координата,  и  – сим-
метричные тензоры,  – антисимметричный тен-
зор, по повторяющимся индексам проводится
суммирование. Лагранжиан является особенным,

если детерминант матрицы  равен нулю [16].

В случае системы (2.1) это условие сводится к ви-
ду  Рассмотрим далее частный случай,
полагая, что в лагранжиане инерционный член,
пропорциональный квадратам обобщенных ско-
ростей, вообще отсутствует, то есть  В этом
случае уравнения Лагранжа имеют вид

(2.2)

Отметим, что все уравнения системы (2.2)
имеют первый порядок по времени и не содержат
в себе инерционных членов, пропорциональных
ускорению, то есть рассматриваемая система мо-
жет быть определена как безынерционная.

= η η + η η − η η� � �

1 1 1 ,
2 2 2

i j i j i j
ij ij ijL D A G

ηi
ijD ijG

ijA

∂
∂η ∂η� �

2

i j
L

=det 0.D

= 0.ijD

∂ ∂− = η + η =
∂η ∂η

�

�

0.i i
ni nin n

d L L A G
dt



694

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 64  № 6  2018

КОПЬЕВ, ЧЕРНЫШЕВ

Рассмотрим гамильтонизацию системы с осо-
бенным лагранжианом в соответствии с теорией,
развитой в [15]. В общем случае гамильтониан

(2.3)

где  – обобщенный импульс, определяемый вы-
ражением  [18]. Для неособенной си-
стемы использование выражения для обобщен-
ных импульсов позволяет исключить обобщен-
ные скорости из (2.3) и выразить гамильтониан
через обобщенные координаты и импульсы. Од-
нако если система имеет особенный лагранжиан,
это сделать не удается, и процедура гамильтони-
зации строится по-другому. В рассматриваемом
случае ( ) выражение для обобщенных им-

пульсов  =  не включает в себя

обобщенные скорости. Запишем это соотноше-
ние в виде уравнения связи:

(2.4)

Дифференцируя (2.4) по времени, можно вы-
разить обобщенные скорости через координаты и
импульсы. В соответствии с [15] такая система от-
носится к системам со связями второго рода
(именно этот случай рассматривается в работе).
Если последовательным дифференцированием
уравнения связей по времени ни на одном этапе
не удается выразить обобщенные скорости через
координаты и импульсы, то система является га-
мильтоновой системой со связями первого рода.

Следующим шагом в процедуре [15] является
определение расширенной системы с гамильто-
нианом, включающим в качестве независимой
переменной, кроме  также обобщенную
скорость 

(2.5)

Соответствующие уравнения Гамильтона отно-
сительно  и 

(2.6)

дополняются уравнениями связи (2.4). Диффе-
ренцируя (2.4) по времени и выражая производ-
ные по времени из уравнений (2.6), получим
связь второго этапа:

(2.7)

Если  то эти уравнения уже позволяют
получить выражение обобщенных скоростей че-
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рез обобщенные координаты 
Используя это выражение, исключим обобщен-
ные скорости из (2.5). В результате получим га-
мильтониан

(2.8)

со связью (2.4). Соответствующие уравнения Га-
мильтона имеют вид

(2.9)

Можно видеть, что система уравнений (2.9)
распадается на независимые уравнения для обоб-
щенных координат и импульсов. С учетом связи
(2.4) эти уравнения эквивалентны между собой.
Аналогичная процедура будет использована в
п. 3.3 для получения гамильтониана возмуще-
ний произвольного стационарного вихревого те-
чения несжимаемой идеальной жидкости.

2.2. Система точечных вихрей

Примером конечномерной механической систе-
мы с особенным лагранжианом является система
точечных вихрей. Рассмотрим 2-мерное течение, в
котором завихренность сосредоточена в отдельных

точках, то есть   где N –
число вихрей в системе. В такой системе движе-
ние каждого вихря определяется скоростью, созда-
ваемой в точке расположения этого вихря всеми
остальными вихрями в соответствии с формулой
Био–Савара:

(2.10)

где  – координата n-го вихря,  – циркуляция
m-го вихря. Эта система может быть описана
лагранжианом [19] вида

(2.11)

Легко проверить, что соответствующие (2.11)
уравнения Лагранжа
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сводятся к уравнениям (2.10), описывающим ди-
намику системы.

Поскольку лагранжиан (2.11) не имеет квадра-
тичных по обобщенным скоростям членов, то си-
стема точечных вихрей является примером осо-
бенной лагранжевой механической системы. От-
метим, что гамильтонизация этой системы в
соответствии с методом [15] дает гамильтонову

систему со связями  Такое опи-

сание отличается от описания системы точечных
вихрей с помощью гамильтониана Кирхгоффа [20]:

(2.13)

в котором обобщенными координатами являют-
ся x-компоненты, а обобщенными импульсами
являются y-компоненты вихрей. Система (2.13)
является редукцией рассматриваемой системы к
системе на каноническом базисе меньшей раз-
мерности [4].

3. ЛАГРАНЖИАН И ГАМИЛЬТОНИАН 
ЛИНЕЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ТЕЧЕНИЯ

Рассмотрим задачу о линейных возмущениях
стационарных вихревых течений несжимаемой
жидкости. Динамика этих возмущений может
быть представлена на языке лагранжева и гамиль-
тонова формализма. Выберем в качестве канони-
ческих переменных поля лагранжевых смещений
и возмущения плотности импульса. В отличие от
дискретных механических систем, для которых
лагранжиан и гамильтониан записываются в виде
сумм по компонентам обобщенных координат и
импульсов, в случае непрерывных систем эти
суммы заменяются интегралами, а вместо част-
ных производных по каноническим переменным
используются вариационные производные. Тем
не менее, многие важные аспекты лагранжева и

( )= Γ ×1 .
2n n n zp r e

≠
= − Γ Γ −

π∑∑1 ln ,
4

N N

n m n m
n m n

H r r

гамильтонова формализма могут быть перенесе-
ны с дискретных систем на непрерывные.

3.1. Поле смещения
Поле лагранжевых смещений (или поле сме-

щения) используется для описания возмущений
стационарных течений. Эта переменная, с одной
стороны, выражается через траектории жидких
частиц, а с другой стороны, может быть выражена
через естественные физические переменные
(возмущения скорости и завихренности) в непо-
движной системе координат [10, 11]. Таким обра-
зом, подход, использующий поле смещения, яв-
ляется в определенном смысле промежуточным
между подходами к описанию течений, использу-
ющими лагранжевы и эйлеровы переменные.

Поле смещения определяется как разность
между положениями жидких частиц на траекто-
риях в возмущенном и невозмущенном течениях
(рис. 1). Из этого определения следует соотноше-
ние, связывающее поле смещения  с полем
скорости [10, 11]:

(3.1)

где  – стационарное поле скорости, 
– возмущение скорости.

Для того чтобы замкнуть уравнения, определя-
ющие динамику поля смещения, используется
условие изозавихренности, означающее, что при
перемещении жидких частиц сохраняется цирку-
ляция завихренности по любому жидкому конту-
ру (вмороженность завихренности). Это условие
всегда выполняется в течениях идеальной жидко-
сти (теорема Кельвина) [21–24]. Полагая, что воз-
мущенное течение может быть получено из ста-
ционарного течения смещением жидких частиц
при условии изозавихренности, можно также по-
лучить соотношение, связывающее поле смеще-
ния с полем завихренности [12, 13, 21]:

(3.2)

где  – стационарное поле завихренности,
 – возмущение завихренности.

В свою очередь возмущения скорости и завих-
ренности связаны через векторный потенциал A и
интеграл Био–Савара

(3.3)

где  – функция Грина оператора Лапласа,
имеющая вид в 3-мерном и в 2-мерном случаях

соответственно  и  Урав-

нения (3.1)–(3.3) будут далее рассматриваться как
основные уравнения, описывающие динамику
возмущений.

( ), tη r

( )∂ + ∇ × × − =
∂ 0 0,

t
η η V v

( )0 , tV r ( ), tv r

( )= ∇ × × 0 ,Ω η Ω

0( )Ω r
( , )tΩ r

= ∇ × = − −∫, ( ) ( ') ( ') ',G dv A A r Ω r r r r

( )G r

= −
π

1 1( )
4

G
r

r =
π

1( ) ln .
2

G rr

Рис. 1. Схема, определяющая поле смещения.

V0(r) + v(r, t)

V0(r)
η(r, 0)

η(r, t)

r(t)
r(0)



696

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 64  № 6  2018

КОПЬЕВ, ЧЕРНЫШЕВ

Описание возмущений течений жидкости с
помощью уравнений для динамики поля смеще-
ния является альтернативным по отношению к
решению уравнения Гельмгольца для возмуще-
ний завихренности [22]:

(3.4)

Можно показать эквивалентность уравнений
(3.1) и (3.4) [13].

Следует подчеркнуть, что на языке поля смеще-
ния могут быть описаны не всякие возмущения
стационарной завихренности, а только изозавих-
ренные, то есть такие, для которых возмущение за-
вихренности может быть записано в виде (3.2).
Так, например, добавление малой “капли” завих-
ренности в потенциальный поток не является изо-
завихренным возмущением. Тем не менее, класс
изозавихренных возмущений охватывает большую
часть физически значимых и интересных случаев
задачи устойчивости стационарных течений.

3.2. Лагранжиан возмущений стационарного 
вихревого течения

Для описания возмущений стационарного
вихревого течения несжимаемой идеальной жид-
кости как лагранжевой механической системы в
качестве обобщенной координаты выберем поле
смещения. Запишем выражение для лагранжиана
в виде

(3.5)

где возмущение скорости v определяется из урав-
нений (3.3), которые преобразуются к интеграль-
ному выражению

(3.6)

Непосредственной проверкой убедимся, что
выражение (3.5) представляет собой лагранжиан
возмущений вихревых течений. Для этого запи-
шем уравнения Лагранжа и убедимся, что они эк-
вивалентны уравнениям (3.1), описывающим ди-
намику возмущений.

Для непрерывной механической системы
уравнения Лагранжа имеют вид

(3.7)
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где  – вариационная производная. Вычис-

ляя производные в соответствии с правилами ва-
риационного дифференцирования (см., напри-
мер, [4]), получим из (3.5) уравнения Лагранжа

(3.8)

Сравнивая (3.8) с (3.1), видим, что с точностью
до тривиального поля смещения, не создающего
возмущений физических переменных скорости
и завихренности [13], уравнения Лагранжа (3.8)
эквивалентны уравнениям, описывающим ди-
намику возмущений. Другими словами, выраже-
ние (3.5) действительно является лагранжианом
возмущений безграничного вихревого течения
идеальной несжимаемой жидкости.

Отметим, что в лагранжиане (3.5) инерцион-
ный член, пропорциональный квадратам обоб-
щенных скоростей, отсутствует, т.е. лагранжиан
является особенным. Заметим также, что лагран-
жиан (3.5) имеет вид  где T – энергия
возмущений вихревого течения, а U – работа, ко-
торую необходимо приложить к невозмущенно-
му течению для того, чтобы получить заданное
возмущение. Действительно, первый член в вы-
ражении (3.5) совпадает со второй вариацией
кинетической энергии вихревого течения [13], а

второй член приводится к виду  где

 – линейная вариация силы,
действующей на жидкую частицу со стороны
остального течения.

3.3. Гамильтониан возмущений
вихревого течения

Для системы с лагранжианом (3.5) получим га-
мильтониан в соответствии с процедурой [15], из-
ложенной в п. 2.1 для случая конечномерных си-
стем. В качестве канонических переменных ис-
пользуются поле смещения и плотность импульса.

Определим обобщенный импульс, вычисляя ва-
риационную производную для лагранжиана (3.5):

(3.9)

Отметим, что поле (3.9) соответствует физиче-
ской переменной плотности импульса. Действи-
тельно, полный импульс течения определяется

выражением  где  – за-

вихренность течения, p = 3 для 3-мерного тече-
ния, p = 2 для 2-мерного течения [25]. Первая ва-
риация этой величины, выраженная через поле
смещения и стационарное поле завихренности,

( )
δ

δηn r
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имеет вид  то есть плотность воз-
мущений импульса с точностью до множителя
совпадает с (3.9).

Учитывая, что лагранжиан особенный, и ис-
пользуя уравнение (3.9) в качестве связи,
получим гамильтониан в виде

(3.10)

Возмущение скорости в (3.10) выражается че-
рез поле смещения интегралом (3.6). Соответ-
ствующие уравнения Гамильтона с канонически-
ми скобками Пуассона имеют вид

(3.11)

Первое из этих уравнений совпадает с уравнением
(3.1) для поля смещения, а второе уравнение, опре-
деляющее динамику возмущений плотности им-
пульса, эквивалентно первому с учетом связи (3.9).

Таким образом, выбор поля смещения и поля
возмущений плотности импульса в качестве ка-
нонических переменных в лагранжевом и га-
мильтоновом формализме для возмущений тече-
ний несжимаемой жидкости делает эту систему
во многом аналогичной конечномерной безы-
нерционной механической системе.

4. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ
Сформулируем условия сохранения квадру-

польного момента возмущенного течения с ис-
пользованием методов лагранжевой механики.

4.1. Теорема Нетер
Получим связь между симметриями механиче-

ской системы с лагранжианом (3.5) и интеграла-
ми движения. Рассмотрим преобразование обоб-
щенных координат вида

(4.1)
и соответствующее ему преобразование лагран-
жиана  =  При подстановке (4.1)
в (3.5) отбросим квадратичный по  член, по-
скольку он не зависит от обобщенных координат
и скоростей и не дает вклада в уравнения Лагран-
жа. Имеем

(4.2)

Лагранжиан (3.5) инвариантен по отношению
к преобразованию (4.1), если  = 
Для того чтобы выполнялось это условие, необ-
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ходимо обращение в нуль второго члена уравне-

ния (4.2), то есть  Вычисляя вариаци-

онные производные, получим

(4.3)

Первый член суммы в правой части этого урав-
нения не дает вклада в уравнения Лагранжа и мо-
жет быть отброшен. Таким образом, условие ин-
вариантности сводится к равенству нулю второго
члена, то есть

(4.4)

Используя свойство перестановочности пере-
менных в этом интеграле (см. Приложение А), пе-
репишем его в виде

(4.5)

(4.6)

Получим более удобное выражение для поля
(4.6). В соответствии с результатами Приложения Б
внесем соленоидальное поле  под знак
интеграла. После несложных преобразований по-
лучим

(4.7)

Представим в интеграле (4.5) бездивергентное
поле смещения в виде  где  – произ-
вольное векторное поле. Интегрируя (4.5) по ча-
стям, получим  Для того
чтобы этот интеграл обращался в нуль при любом
поле смещения, в силу произвольности b необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялось условие

(4.8)

Таким образом, получено условие инвариант-
ности лагранжиана (3.5) по отношению к преоб-
разованию обобщенной координаты (4.1). Этому
условию можно дать простую физическую трак-
товку. Пусть стационарное течение подверглось
воздействию, характеризуемому смещением жид-
ких частиц  Тогда в соответствии с (3.1) и
(3.2) сразу после воздействия производная по
времени возмущения завихренности имеет вид
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 =  Если выполняется условие

(4.8), то  а это значит, что смещение жид-

ких частиц  оставляющее лагранжиан (3.5)
инвариантным, переводит стационарное течение
в стационарное.

В соответствии с теоремой Нетер [17] инвари-
антность лагранжиана по отношению к преобра-
зованию (4.1) означает, что система обладает ин-
тегралом движения

(4.9)

Получим также условие, при выполнении ко-
торого сохраняется производная по времени от
интеграла вида (4.9). Записывая производную по

времени от поля смещения как  пред-

ставим  Используя свой-

ство перестановочности переменных (Приложе-
ние А), получим

(4.10)

Сравнивая это выражение с (4.9), видим, что взя-
тие производной по времени соответствует заме-
не под интегралом поля a на  Соответствен-
но, делая такие же преобразования, как для получе-
ния выражения (4.8), получим условие сохранения
интеграла (4.10):

(4.11)

Проверим полученное выше условие инвари-
антности на примере известных интегралов им-
пульса и момента импульса [25]. Рассмотрим по-
ля вида  и  где c – произволь-
ный постоянный вектор. Такие преобразования
представляют собой сдвиг и поворот течения как
целого. Легко видеть, что для рассматриваемых
полей  интеграл (4.7) обращается в ноль и,
следовательно, выполняется условие инвари-
антности (4.8). Это является ожидаемым резуль-
татом, поскольку сдвиг и поворот течения как
целого, очевидно, переводят стационарное тече-
ние в стационарное. Соответствующие интегра-
лы движения (4.9) имеют вид интегралов им-
пульса  и момента импульса

I =  для возмущений. Та-
ким образом, с использованием разработанного
аппарата получен известный результат о сохране-
нии интегралов импульса и момента импульса воз-
мущений произвольных стационарных течений.

∂
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4.2. Условия сохранения
квадрупольного момента

Для произвольного несжимаемого течения ин-
теграл квадрупольного момента имеет вид

(4.12)

где  – поле скорости. Квадрупольный мо-
мент (4.12) может быть представлен в виде

 где  – интеграл Меринга [3, 13], ло-

кализованный по полю завихренности,

(4.13)

где  – поле завихренности, целое число р
равно двум в 2-мерном случае и трем в 3-мерном
случае. Рассматривая малые возмущения стацио-
нарных течений, запишем линейную вариацию
интеграла (4.13) в виде

(4.14)

(4.15)

где  – произвольный симметричный тензор с
нулевым следом. Легко видеть, что интеграл (4.14)
приведен к виду интеграла движения (4.9), явля-
ющегося следствием теоремы Нетер. Используя
обратный переход от следствия к условию (4.8),
сформулируем условие сохранения интеграла
Меринга в виде

(4.16)

в которое входит только исходное стационарное
поле скорости  Таким образом, выражение
(4.16) дает общее условие на стационарное поле
скорости, при выполнении которого интеграл
Меринга для возмущений этого течения является
интегралом движения.

Заметим, что в отличие от интегралов импуль-
са и момента импульса, сохраняющихся для лю-
бых течений, интеграл Меринга сохраняется
только для возмущений определенных классов
течений, удовлетворяющих условию (4.16). Так,
например, для 2-мерного кругового вихря Ранки-
на с постоянной завихренностью условие (4.16)
не выполняется. Это можно показать непосред-
ственным вычислением интеграла (4.16), но это
также следует из того факта, что преобразование
(4.15) типа растяжение–сжатие по двум осям про-
изводит эллиптическую деформацию круговой
границы вихря, что в свою очередь приводит к
возбуждению собственных колебаний вихря вида
второй гармоники по углу, т.е.  Это

= −∫ ,ij i j
s sT V V dr
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означает, в соответствии со сделанным в п. 4.1 за-
мечанием, что для вихря Ранкина интеграл Ме-
ринга не является интегралом движения для про-
извольных возмущений, что согласуется с извест-
ным результатом, в соответствии с которым вихрь
Ранкина обладает собственными колебаниями с
квадрупольным моментом, гармонически зави-
сящим от времени, и излучающими звук [26].

4.3. Сохранение квадрупольного момента
для возмущений однородных течений

Покажем, что условия сохранения квадру-
польного момента выполняются для однородных
струйных течений, поле скорости которых имеет
единственную ненулевую декартову компоненту

 зависящую только от поперечных
координат. В этом случае интеграл (4.16) приво-
дится к виду

(4.17)

где А – векторный потенциал стационарного те-
чения,   – единичный вектор в про-
дольном направлении. Для того чтобы убедиться
в правильности выражения (4.17), следует взять

=1 1
0 0 2 3( , ),V V x x

∂= −
∂

11 1
0 0 0 14 4 ,

s
i i s k ijk

j
AJ D V D e e
r

= ∇ ×0 ,V A 1e

ротор и дивергенцию этого выражения  =

=   С учетом того, что инте-

гральный оператор (4.16) для любого потенциаль-
ного поля обращается в нуль, а для соленоидаль-
ного поля является единичным оператором
(Приложение Б), получим тождественность вы-
ражений (4.16) и (4.17).

Для 2-мерных плоскопараллельных течений
выражение (4.17) имеет простой вид:

(4.18)
Поскольку для стационарного течения

 то условие (4.8) выполняется для
любого 2-мерного плоскопараллельного течения.
Следовательно, интеграл Меринга при эволюции
возмущений таких течений сохраняется.

Заметим, что преобразование, задаваемое по-
лем (4.15), представляет собой растяжение–сжатие
с осями, задаваемыми тензором  Выполнение
условия (4.8) соответствует тому, что при воздей-
ствии такого преобразования любое 2-мерное пло-
скопараллельное течение остается стационарным.

Поскольку интеграл Меринга  для возмуще-
ний 2-мерных плоскопараллельных течений яв-
ляется интегралом движения, то интеграл квадру-

польного момента  оказываeтся равным

нулю. Этот результат очевиден для диагональных
компонент тензора. Действительно, линеаризо-
ванное по возмущениям выражение (4.12) имеет
вид

(4.19)

Для плоскопараллельного течения  поэто-
му из (4.19) непосредственно следует, что 
Также, поскольку линейная вариация энергии
равна нулю [23], то тензор  имеет нулевой след,
а значит и  Однако для недиагональной
компоненты  полученный выше результат не
является тривиальным.

Сделанные выводы о сохранении квадру-
польного момента имеют отношение к возмуще-
ниям любых 2-мерных плоскопараллельных те-
чений. В частности, это касается произвольных
гладких начальных возмущений тангенциально-
го разрыва (рис. 2), а также произвольных началь-
ных возмущений в слое смешения конечной тол-
щины, обладающем собственными волнами дис-
кретного и непрерывного спектров (рис. 3).

В 3-мерном случае ситуация несколько более
сложная. Из вида выражения (4.17) следует, что
вопрос о сохранении интеграла Меринга возни-

∇ ×( )iJ
∂

∂ 0 04 ,ijk sk s
je D V

r
∇ = 0.J

= 11
0 04 .DJ V

∇ × × =0 0( ) 0,Ω V

0 .ijD

ijQ

∂=
∂

ij
ij QT

t

( )= − +∫ 0 0 .ij i j j iT V V drv v

=2
0 0,V

=22 0.T

ijT
=11 0.T

12T

Рис. 2. Возмущение тангенциального разрыва.
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Рис. 3. Возмущения слоя смешения.
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кает только для компонент  Для осталь-
ных компонент векторное поле  и условие
инвариантности (4.8), очевидно, выполняется.
Поскольку продольная компонента вектора

 имеет такой же вид, как и в 2-мерном
случае, то компонента  также является интегра-
лом движения. Однако, в отличие от 2-мерного те-
чения, в 3-мерном случае вектор  имеет также
отличные от нуля поперечные компоненты, для
которых условие (4.8) не выполняется. Это означа-
ет, что компоненты интеграла Меринга  и 
не сохраняются при эволюции возмущений 3-мер-
ного однородного течения. Тем не менее, интегра-
лом движения оказывается производная по време-
ни от этих компонент. Для того чтобы это пока-
зать, воспользуемся условием инвариантности
(4.11), в котором оператор J дважды применяется
к полю (4.15). Из (4.7) и (4.17) с учетом однородно-
сти поля  получим

(4.20)

Поскольку интегральный оператор (4.20) об-
ращается в нуль для любого потенциального век-
торного поля (см. Приложение Б), то 
Это означает, что условие (4.11) выполняется для
произвольных 3-мерных однородных течений, то
есть для возмущений таких течений квадруполь-

ный момент  является интегралом дви-

жения.
С учетом сделанного ранее вывода о том, что

компоненты интеграла Меринга  и  не со-
храняются, получим, что эти величины должны
быть линейными функциями времени. Что каса-
ется остальных компонент  то они, как показа-
но выше, сохраняются, а соответствующие ком-

поненты  с учетом уравнения  равны

нулю. Заметим, что равенство нулю компонент
  и  прямо следует из вида выражения

(4.19), а равенство нулю компоненты  следует
из равенства нулю следа тензора. В то же время
для компонент   полученный результат не
является тривиальным.

Особенности 3-мерного случая можно пояс-
нить на примере круглой струи с постоянной ско-
ростью  Воздействие возмущения (4.15) на та-
кую струю приводит к тому, что появляется про-
дольная компонента завихренности, и вследствие
этого течение приобретает поперечный импульс

11 21 31, , .Q Q Q
=( ) 0,J a

=1 11 1
0 04J D V

11Q
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21Q 31Q

0V

( )( ) ( )( )

( ) ( )
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211
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S d
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,ijQ

ijT ∂=
∂

ij
ij QT

t

22,T 33T 23T
11T

12,T 13T

0.V

 =  где R – радиус
струи. Этот импульс связан с поперечным движе-
нием области струи с постоянной скоростью.
Действительно, производная по времени от поля

смещения выражается, как  Поле J в

соответствии с (4.17) имеет вид

(4.21)

где ρ – радиальная координата,  – декартовы
координаты в сечении струи. Из (4.21) следует,
что область струи перемещается, как твердотель-
ный цилиндр с поперечным обтеканием жидко-
стью во внешней области. Таким образом, тече-
ние круглой струи после воздействия на него
возмущения (4.15) становится нестационарным.
В соответствии с этим компоненты  и  ин-
теграла Меринга не сохраняются.

Полученные результаты можно классифици-
ровать, представив квадрупольный момент воз-
мущений течения несжимаемой жидкости в виде
разложения по базисным квадруполям, каждый
из которых имеет вид отдельной азимутальной
гармоники по углу вокруг оси, направленной
вдоль скорости невозмущенного течения [27]:

(4.22)

Квадруполь  соответствует нулевой азиму-
тальной гармонике,   – первой гармонике,

  – второй гармонике (рис. 4). Из получен-
ных результатов следует, что для возмущений од-
нородного струйного течения компоненты 
соответствующие нулевой и второй гармоникам,
остаются постоянными, а компоненты  соот-
ветствующие первой гармонике, являются ли-
нейными функциями времени. При этом все
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компоненты квадрупольного момента 

остаются постоянными.

Из сохранения квадрупольного момента для
возмущений 3-мерных плоскопараллельных те-
чений следует, в частности, важный вывод о ха-
рактере звукового излучения для струй различной
конфигурации. Известно [2, 3], что квадруполь-
ный момент течения представляет собой главный
член разложения акустического источника по
числу Маха. Поэтому для однородных струйных
течений произвольные начальные возмущения в
линейном приближении не будут давать вклада в
звуковое излучение. Это означает, что звуковые
источники низкоскоростных струй связаны с бо-
лее тонкими эффектами – такими, как нелиней-
ность возмущений или слабая неоднородность
течения в направлении вдоль потока. Этот вывод
относится как к простым струям с круговым сече-
нием (рис. 5), так и к струям со сложной геомет-
рией (рис. 6).

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В настоящей работе дано описание возмуще-
ний течений несжимаемой идеальной жидкости
на языке лагранжева и гамильтонова формализ-
ма. Получены выражения для лагранжиана и га-
мильтониана возмущений, в которых в качестве
канонических переменных используются поле
смещения и поле возмущений плотности импуль-
са. На основе теоремы Нетер получены условия
на стационарное поле скорости, при выполнении
которых квадрупольный момент возмущений
этого течения будет являться интегралом движе-
ния. Показано, что эти условия выполняются

∂=
∂

ij
ij QT

t

для любых однородных струйных течений, как в
2-мерном, так и в 3-мерном случаях.

Полученные результаты имеют важное значе-
ние в аэроакустике в связи с тем, что квадруполь-
ный момент течения представляет собой главный
член разложения акустического источника по
числу Маха. Сохранение квадрупольного момен-
та означает, что в линейном приближении эволю-
ция возмущений однородных струйных течений
при произвольных начальных условиях не дает
вклада в квадрупольное звуковое излучение. Та-
ким образом, звуковые источники низкоскорост-
ных струй могут быть связаны с более тонкими
эффектами, такими, как слабая неоднородность
течения в направлении вдоль потока или нели-
нейность возмущений. Возможно также, что само
представление об источниках звука в турбулент-
ной струе как о малых возмущениях на фоне пло-
скопараллельного среднего течения не соответ-
ствует их действительной природе, и на процесс
генерации акустических возмущений существен-
но влияет локальная структура завихренности в
турбулентном потоке.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ
№17-11-01271. Авторы выражают благодарность
В.А. Владимирову за полезные обсуждения, в хо-
де которых была осознана важность вопроса об
условиях сохранения квадрупольного момента в
несжимаемых течениях.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Покажем симметричность интеграла

(А.1)

где  определяется интегралом (4.6), относи-
тельно перестановки векторных полей b и a, по-
лагая, что все поля бездивергентны.

Представим интеграл (А.1) в виде 
где

(А.2)

(А.3)

( ) ( )[ ]( )= ∇ × × − ×∫ 0 0 ,I da V v a Ω b r

( )v a

= +1 2,I I I

( )[ ]( )= ∇ × × ×∫1 0 0 ,I da V Ω b r

( )( )= ×∫2 0 .I dΩ v a b r

Рис. 4. Схематическое представление структуры направленности квадруполей.
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Рис. 5. Струя с круговым сечением.
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Преобразуем интеграл (А.2), используя век-
торное тождество для бездивергентных полей

(А.4)

и уравнение Гельмгольца для стационарного те-
чения

(А.5)

Интегрируя (А.2) по частям, получим

(А.6)

Используя векторное тождество

(А.7)

и интегрируя (А.6) по частям, получим

(А.8)

Преобразуем теперь интеграл (А.3). Представ-
ляя возмущение скорости в виде  =
=  после интегрирования по частям,
получим

(А.9)

Аналогично, представляя  и ин-
тегрируя по частям, получим

(А.10)

В результате из (А.8) и (А.10) получим

(А.11)

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

× ∇ × × + × ∇ × × +
+ × ∇ × × = ∇ ×
0 0 0 0

0 0 0 0

Ω V a V a Ω
a Ω V V a Ω

( )∇ × × =0 0 0.Ω V

( ) ( )( )= − × ∇ × ×∫1 0 0 .I db V a Ω r

( ) ( ) [ ]∇ × − ∇ × = ∇ ×A B B A B A

( )( )= ∇ × × ×∫1 0 0 .I db V Ω a r

( )v b
× + ∇ ,g0b Ω

( ) ( )= ∫2 .I dv a v b r

= × + ∇ϕ0( )v a a Ω

( )( )= − ×∫2 0 .I dv b Ω a r

( ) ( )[ ]( )= ∇ × × − ×∫ 0 0 .I db V v b Ω a r

Сравнение (А.1) и (А.11) показывает симмет-
ричность интеграла I по отношению к переста-
новке векторных полей b и a.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Покажем, что интегральный оператор с яд-

ром  где  = 

G – функция Грина оператора Лапласа, выделя-
ет из любого векторного поля соленоидальную
часть, являясь для нее тождественным оператором.

Рассмотрим интеграл

(Б.1)

Представим

(Б.2)

Используя векторное тождество

(Б.3)

из (Б.2) получим

(Б.4)

С другой стороны, рассмотрим интеграл

(Б.5)

Интегрированием по частям преобразуем этот
интеграл к виду

(Б.6)
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r

A r r r r

( )∂ϕ= −
∂∫

' '.
'

i ij
jH S d

r
r r r

( ) ( )∂= ϕ ∇ −
∂ ∫

2' ' '.i
iH G d

r
r r r r

Рис. 6. Струя с гофрированным сечением.
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Поскольку для функции Грина  то из
(Б.6) получим

(Б.7)

Представляя произвольное векторное поле в виде
 из (Б.4) и (Б.7) получим

(Б.8)

(Б.9)

Таким образом, интегральный оператор с ядром
 выделяет потенциальную часть векторного по-

ля, а с ядром  – соленоидальную часть.
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