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Итерационно-асимптотическим методом исследуются дисперсионные кривые при динамическом
изгибе изотропно-слоистых пластин. На основании предельного вида дисперсионного уравнения в
явном виде выводятся асимптотики корней в статике при больших значениях модулей корней. Ана-
лизируется роль упругих и геометрических параметров слоев. Показано существование критиче-
ских значений геометрических параметров, где происходит смена типа асимптотики. Оценивается
погрешность асимптотик и предлагается итерационный метод расчета точных значений корней в
статике. Выводится низкочастотная длинноволновая асимптотика комплексных дисперсионных
кривых, точность которой тем выше, чем ниже частота и больше значение номера кривой, так, что
всякая комплексная дисперсионная кривая имеет протяженный пологий участок малой кривизны.
Сами дисперсионные кривые также рассчитываются с помощью отдельной итерационной процеду-
ры. Анализируется фундаментальная изгибная мода, ее чисто мнимый аналог и появление допол-
нительных чисто мнимых мод. Приводятся примеры расчета статических корней и дисперсионных
кривых для докритических и закритических значений параметров пластины и оценивается эффек-
тивность алгоритма.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследуется полный спектр волновых чисел

для изотропно-слоистых пластин в области низ-
ких частот, т.е. при всякой фиксированной часто-
те находится конечное число вещественных и чи-
сто мнимых волновых чисел и счетное множество
комплексных волновых чисел с точкой сгущения
на бесконечности. Для этой цели используется
итерационно-асимптотический подход, приме-
нявшийся для однородных упругих и вязкоупру-
гих пластин [1, 2] и обобщенный для случая паке-
тов слоев [3].

На примере изгиба пластины, содержащей не-
сущий слой и периферийные покрытия, подроб-
но изучаются параметрические эффекты, возни-
кающие за счет различия как геометрических, так
и упругих параметров сред. Основное внимание
уделяется наименее изученной комплексной ча-
сти спектра для волн с PSV-поляризацией векто-
ра перемещений.

В отличие от большинства существующих
приближенных методов, где используется дис-
кретизация волновода по толщине и где приме-
нимость таких методов ограничена несколькими

первыми комплексными модами (см. обзор [3]), в
предлагаемом подходе сначала в замкнутом виде
находятся асимптотики дисперсионных кривых.
Большим параметром считается модуль волново-
го числа  и, соответственно, индекс диспер-
сионной кривой.

Ключевую роль здесь играют предельные зна-
чения волновых чисел в статике, для которых на-
ходятся собственные асимптотики, строится
оценка погрешностей и предлагается эффектив-
ный итерационный метод расчета с быстрой схо-
димостью. Показано, что при различных упругих
модулях сред только геометрические параметры
определяют растущую часть асимптотик и что су-
ществуют такие критические значения геометри-
ческих параметров, где происходит перераспре-
деление асимптотик.

Результаты дополняются описанием фунда-
ментальных вещественных и чисто мнимых мод и
полностью охватывают весь спектр волновых чи-
сел в области низких частот.

Обсуждается возможность обобщения приве-
денного метода на случай большего числа слоев с
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их произвольной укладкой по толщине, что мо-
жет применяться, например, для построения мо-
дальных разложений [4], моделирования полей
различных источников, оценки погранслоев, по-
строения неотражающих граничных условий [5],
а также в различных практических задачах нераз-
рушающего контроля элементов конструкций
ультразвуковыми методами.

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ИЗГИБА 
ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ

И ЕГО ПРЕДЕЛЬНЫЙ ВИД В СТАТИКЕ

Перечислим сначала полученные в предыду-
щей работе [3] общие результаты, используемые в
нашем рассмотрении для поверхностных волн с
PSV-поляризацией. В слоистой пластине с произ-
вольным расположением изотропных слоев с те-
кущим номером  и толщиной

 в плоскости поперечного сечения
  предполагаются задан-

ными постоянные Ламе   и плотность  За-
висимость процесса от времени t и продольной
координаты x примем в виде  с по-
стоянными значениями частоты ω и волнового
числа k. В очевидных случаях этот множитель
опускаем вместе с номером слоя. Тогда для поля
перемещений  с соответствующим тен-
зором напряжений  из уравнений движения
Ламе и условий непрерывности на границах раз-
дела

(1)

в явном виде выводится матрица распростране-
ния [3, 6, 7]. В одном слое она имеет вид 

 для нормированного псевдо-
вектора перемещений и напряжений

Соответственно, при большем количестве сло-
ев  где

(2)

Для матриц  при  также в явном виде
были получены [3] асимптотические разложения
по степеням k и предельный вид для выражений

 в статике при 
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на лицевых поверхностях. Если расположение
слоев по толщине симметрично, то условие (3) на
нижней лицевой поверхности можно заменить
условием на срединной поверхности  При
рассмотрении изгиба перемещение  и напряже-
ние  – четные функции поперечной координа-
ты z, отсчитываемые от срединной поверхности,
тогда как  и  нечетны, откуда при 

(4)

Тем самым можно поставить граничные усло-
вия (4) и (3) для верхней полупластины, полагая,
что отсчет слоев в ней ведется снизу вверх, начи-
нается со срединной поверхности при  и
число слоев соответственно уменьшено. Далее
рассмотрим именно такой случай с дисперсион-
ным уравнением [3]

(5)

где  есть определитель минора
матрицы P, отвечающий строкам 3, 4 и столбцам
2, 4.

Левые части уравнения (5) могут быть найдены
в замкнутом виде и получен их предельный вид
при  [3]. Для трехслойной пластины с сим-
метричным расположением внутреннего слоя

 (среда 1) и двух одинаковых периферийных
слоев  (среда 2), такое статическое
уравнение с безразмерными величинами

(6)

приводится к следующему виду [3]:
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или к экспоненциально-логарифмическому виду
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Формулы для постоянных величин    
  приведены в [3] и здесь для краткости опу-

щены.
Пользуясь свойством симметрии дисперсион-

ных уравнений относительно перемены знака и
операции комплексного сопряжения волновых
чисел   достаточно ограничиться только
первым квадрантом  

Сначала найдем решения статического урав-
нения (7) и (8). Затем, начиная с низких частот

 исследуем поведение получающихся из
уравнения (5) дисперсионных кривых  В от-
личие от [3], ниже рассматривается наиболее об-
щий случай с произвольными значениями упру-
гих и геометрических параметров.

АСИМПТОТИКИ 
ДЛЯ СТАТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ

Уравнения (8) показывают естественное про-
исхождение “ветвления” и нумерации своих кор-
ней, далее обозначаемых  по индексу n диспер-
сионной кривой. Рассмотрим  при произволь-
ных значениях    и  Знаки
коэффициентов будем характеризовать величи-
нами

(12)

В предыдущей работе [3] подробно изучен случай
 (при этом ), где для 

 исследовалась последовательность прибли-
жений  итерациями

(13)

В этом частном случае последовательность итера-
ций (13) имела относительно простой вид, позво-
ляющий выделить при  ее асимптотически
главную часть и малую невязку и в итоге найти
корни квазистатического уравнения. Аналогично
можно поступить и в рассматриваемом здесь об-
щем случае, анализируя поведение последова-
тельности  которая имеет вид

(14)

и предельные значения коэффициентов  
  имеющие достаточно сложную зависи-

мость от параметров p, β и m  По-
скольку  то рассмотрение оказывает-
ся довольно громоздким и требуется принимать
во внимание “ветвление” последовательностей за
счет многозначности комплексного логарифма.
Поэтому, опуская громоздкие выражения, приве-
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дем альтернативный и более краткий вывод
асимптотик для последовательностей (14), при-
водящий к тому же результату.

Предположим, что асимптотика корней  за-
дается равенством

(15)

где постоянные  Тогда после подстанов-
ки (15) в выражения  (8)–(11) при  получим

(16)

где   и порядок убывания  не

меньше  при некотором 

Графики порядков   приведе-
ны на рис. 1а для  и рис. 1б для

 Во всех случаях для любого  по-
рядки прочих величин меньше  и да-

лее для краткости опущены, т.к. 

Будем искать коэффициенты выражения (15),
для которых существует такое ε > 0, что верно ра-
венство

(17)

Очевидно, этого можно добиться, когда хотя бы
два из выражений (16) имеют одинаковый поря-
док и их главные части взаимно уничтожаются.
Рассмотрение различается при  и

 Величину  естественно на-
звать критическим значением геометрического па-
раметра; оно означает равенство полной толщины
внутреннего слоя толщине одного слоя покрытия

.

АСИМПТОТИКИ СТАТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ 
В ДОКРИТИЧЕСКОМ ДИАПАЗОНЕ  

И ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ
Максимальные порядки среди величин (16) в

различных интервалах значений параметра c зада-
ются функциями    

nζ

( ) ln ln ,as
n i ap b c p dζ = + + +

, 0.a c >
Tα 1p @

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

0

1

1 11 2

3

0 0
23

1 1 1
1 1 2

2 2 2

2 1
21 2

3 1 3 3

,

1 3 ,

2 1

2 ,

2 1 1 ,

as
n i ap b f

i f

i ap b i s f

i ap b i s f

T e de p f с

T a e p t f

T h a d e p t

f c

T h ad e p t f c

+ζ

− π

β + − π+ − β

β + − π+ − β

= = =

= + =

= +
= + β

= + = + β

�

�

α→+∞
=lim 0

n
t ( )1...3α = tα

( )O p−ε 0.ε >

( )f cα ( )0...3α =
0 2 3< β <

2 3 1.< β < 0c >
( )α

α=0,1,2,3
max f c

4 2 3, ,T T T− −
!

( )0 1 2 3max , , , .T T T T+ +
!

( )

( )( ) ( )
( )

0 1 2 3 4
1

0 1 2 3max , , , 0

.

T T T T T

T T T T O p

p

−+ + −ε

− − − − ×

× = →
→ +∞

0 2 3< β <
2 3 1.< β < 2 3*β =

( )1 22h h=

*β < β

1f ( )10 1 ,с< < β 2f ( )11 2cβ < < β



398

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 64  № 4  2018

ЗАХАРОВ

и   Совпадения порядков имеют место в
точках сопряжения интервалов (рис. 1а) при

(18)

(19)

Для случая (18) полагаем

(20)
откуда из сравнения получившихся коэффициен-
тов в выражениях (16) с условием (20) вытекают
следующие равенства:
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где целые числа  и  Поскольку
 и  все семейство асимптотик (21)

корректно описывается при  т.к. при
любых конечных ненулевых значениях  и  бу-
дет корректироваться лишь значение индекса

 и получающееся отличие есть
бесконечно малая при 

Для случая (19) полагаем
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откуда из сравнения получившихся коэффициен-
тов в выражениях (16) с условием (22) вытекают
следующие равенства:
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Рис. 1. Порядки  для величин  
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Таблица 1. Типы асимптотик в докритическом и за-
критическом диапазоне и порядки степенной зависи-
мости от p главных членов уравнения (8)
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(24)

(25)

Для -асимптотики можно предложить также
иную форму записи и ввести новую переменную η
такую, что

(26)

(27)

и уравнение (8) приводится к виду

(28)

(29)

Покажем теперь, что выражения (25) и (24),
(27) действительно являются асимптотиками ста-
тических корней   и оценим их поря-
док погрешности.

Рассмотрим сначала асимптотику (25) и оце-
ним невязку

(30)

преобразуя уравнение (8)  +

+  к виду

(31)

(32)

В предположении   можно дока-
зать следующие равенства и теоремы:

(33)

(34)

Теорема 1. При достаточно большом  су-
ществуют такие  что оператор  (32)
является вполне непрерывным в круге

(35)

и отображает круг в себя. Утверждение вытекает
из оценок (33) и (34), где значение ε в докрити-
ческом диапазоне  достаточно вы-
брать в интервале   или

 
Следствие 1. По теореме Шаудера о неподвиж-

ной точке [8] в круге (35) имеется неподвижная
точка  тогда выражение (25) задает
асимптотику семейства статических корней 
при  с погрешностью не выше, чем 
Это вполне согласуется с классическими резуль-
татами для одного слоя [1, 2, 9–12].

Теорема 2. Существует такое  что при
достаточно большом p оператор  в круге (35)
задает сжимающее отображение  

Из равенств (30)–(34) следует, что для этого в
докритическом диапазоне  значение

 достаточно выбрать в интервале 
Следствие 2. В силу теоремы Банаха [8] моди-

фицированная рекуррентная процедура

(36)

является быстро сходящейся (не медленнее, чем
по степенному закону), причем к единственной
неподвижной точке  в круге (35).

Аналогичные результаты верны для асимпто-
тики (24) или (27). Невязку примем в виде

(37)

преобразуя уравнение (28) 

+  к виду

(38)

(39)

В предположении   можно дока-
зать следующую оценку:
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(40)

Теорема 3. При достаточно большом 
существуют такие  что оператор 
(39) является вполне непрерывным в круге

(41)
отображает круг в себя, и притом является сжи-
мающим. 

Утверждение вытекает из формул (37)–(40) и
значение ε в докритическом диапазоне

 достаточно выбрать в интервале

Следствие 3. В силу теоремы Банаха [8] моди-
фицированная рекуррентная процедура

(42)

является быстро сходящейся (не медленнее, чем
по степенному закону), причем к единственной
неподвижной точке  в круге (41). Соответствен-
но, выражение (24) или (27) задает асимптотиче-
ское приближение искомой неподвижной точки с
погрешностью не выше  Отметим, что
асимптотики (24) и (25), вообще говоря, не явля-
ются равномерными по параметрам слоев и слу-
чаи вырождения параметров должны рассматри-
ваться отдельно.

АСИМПТОТИКИ СТАТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ 
В ЗАКРИТИЧЕСКОМ ДИАПАЗОНЕ  

И ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ
Теперь наибольшие порядки среди величин

(16) задаются функциями  
 и   Соответственно,

совпадения порядков (рис. 1б) имеют место при

(43)

(44)
Повторяя рассуждения предыдущего параграфа,
для случая (43) полагаем

(45)
откуда из сравнения коэффициентов в выраже-
ниях (16) с условием (45) аналогично предыдуще-
му анализу получаем собственную β-асимптотику

(46)

Здесь для β-асимптотики можно предложить
иную форму записи:

(47)

так, что для новой переменной η

и уравнение (8) приводится к виду

(48)

Для случая (44) полагаем аналогично:

(49)
откуда из сравнения коэффициентов в выраже-
ниях (16) с условием (49) следует -асимптотика
вида

(50)

Рассмотрим сначала свойства -асимптоти-
ки (50). Для невязки (30) и преобразованных
уравнений (31), (32) можно доказать следующие
оценки:

(51)

(52)

Из оценок (51), (52) вытекает, что в закритическом
диапазоне  теорема 1 и следствие 1
предыдущего параграфа также будут выполнены

при выборе значения  в интервале 
 или  

Соответственно, теорема 2 и следствие 2
предыдущего параграфа имеют место в закрити-
ческом диапазоне  при выборе значе-
ния  удовлетворяющего неравенству 
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Для асимптотики (46) или (47) можно доказать
оценку

(53)

Из равенства (53) следует, что в закритическом диа-
пазоне  теорема 3 и следствие 3 предыду-
щего параграфа будут выполнены при выборе зна-
чения ε в интервале 

ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА ТОЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
СТАТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ 

В ДОКРИТИЧЕСКОМ И ЗАКРИТИЧЕСКОМ 
ДИАПАЗОНАХ

Используя в докритическом диапазоне при-
ближенные формулы корней (25) и (24), (27) с
асимптотическим порядком погрешности не вы-
ше  с приведенными выше значениями ε,
найдем точные значения корней по рекуррент-
ным процедурам (36) и (42) соответственно.

Для численных примеров выбирались пара-
метры изотропного материала центрального
слоя (среда 1) с плотностью  кг/м3 и
скоростями объемных и сдвиговых волн

 м/с и  Для периферийного
покрытия (среда 2) принимались значения

 кг/м3,  м/с, 
Корни  рассчитывались при докритическом

значении   с помощью пакета про-
грамм MAPLE. Итерационный процесс расчета
прекращался при одновременном выполнении
неравенств  и 

Полученные результаты для докритического
случая приведены на рис. 2а и 2б при

 Точные значения  показаны квад-
ратами и кружками, сплошными кривыми изоб-
ражены асимптотики (24) и (25). Метки асимпто-
тик β и  приведены на рисунках рядом с графи-
ками. Те же результаты в увеличенном масштабе
приведены на рис. 3а и 3б, т.к. при 
графики мнимых частей параллельны и конечное
расстояние между ними относительно невелико.

Асимптотики хорошо согласуются с числен-
ными значениями, и необходимое количество
итераций в рекуррентных формулах (36) или (42)
не превышает нескольких десятков.

На рис. 4 приведены графики относительной
погрешности. Относительная погрешность для
первых корней составляет 20% для β-асимптоти-
ки и 6% для -асимптотики. Затем относитель-
ная и абсолютная погрешности быстро стремятся
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к нулю начиная с  и чем больше номер моды n,
тем точнее аппроксимации (24) и (25).

Заметим также, что статическое уравнение (8)
всегда имеет кратный корень  как это имеет
место и в однослойной пластине. Но всегда име-
ется также и чисто мнимый корень; при  он
равен  На рис. 2, 3 оба эти кор-
ня отмечены ромбами. Наличие чисто мнимого
корня обусловлено именно слоистостью, в одно-
слойной пластине, как известно, чисто мнимых
корней нет [9–12].

Действительно, можно показать, что поведе-
ние непрерывной вещественной функции

 при малых и больших y
определяется равенствами

(54)

что в явном виде доказывает существование чи-
сто мнимого корня – наличие нуля непрерывной
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Рис. 2. Вещественные (а) и мнимые (б) части корней
 изгибных мод для  и их асимптотики

(сплошные кривые) при 
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функции между ее значениями разных знаков.
Типичный график функции  при  и за-
данных выше параметрах слоев показан на рис. 5.

Отметим, что неравенства (54) не выполняются
при  В этом случае знак функции не меня-
ется, т.к.  приводится к виду
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Отсюда немедленно следует постоянство знака
при 

и, как и в случае однородной пластины, чисто
мнимого корня нет (см. [3]).

Поведение функции  в закритическом и
докритическом диапазонах значений β каче-
ственно не отличается. Закритическое значение
геометрического параметра выбиралось равным

. Значение дополнительного чи-
сто мнимого корня уравнения (8) при этом равно

Для расчета корней  использовались асимп-
тотики (46), (50) и аналогичные итерационные
процедуры (36), (42) с теми же критериями точно-
сти, что и выше. Численные результаты для за-
критического случая приведены на рис. 6–8.

Для закритического случая  относи-
тельная погрешность для первых корней составля-
ет 22% для β-асимптотики и 5.5% для -асимптоти-
ки. Начиная с  относительная и абсолютная
погрешности быстро убывают и стремятся к нулю.

Таким образом, численное тестирование под-
тверждает теоретические выкладки и асимптоти-
ческие оценки, приемлемую точность β- и -
асимптотик, а также эффективность алгоритмов
расчета точных значений корней  как в докрити-
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ческом, так и в закритическом диапазоне значений
безразмерного геометрического параметра.

В рассмотренных примерах с ростом индекса n
в каждом семействе корней количество итераций
для достижения заданной точности уменьшается
от нескольких десятков до нескольких единиц
при 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ КОНТРОЛЬ ЧИСЛА 
КОРНЕЙ В СТАТИКЕ

Контроль числа корней как для докритическо-
го, так и для закритического случая проводился с
использованием принципа аргумента [13]. Для
этого на комплексной плоскости выбирался кон-
тур Γ в виде квадрата со сторонами  и 

 на вещественной и мнимой оси с выре-
зами в виде четверти окружности малого радиуса 
в левом нижнем углу для обхода всегда существую-
щего корня  и в виде полуокружности такого
же радиуса для обхода чисто мнимого корня.

Пример контура Γ приведен на рис. 9а для 
 и докритического значения  Фраг-

мент контура  вблизи начала координат и чисто
мнимого корня показан в увеличенном масштабе
на рис. 9б. Точные значения корней показаны квад-
ратиками, кружками и ромбами.

Согласно нашему рассмотрению, если внутри
такого контура Γ находится ровно m корней из-
гибных мод, то в силу аналитичности функции

 при положительном обходе контура Γ для
приращения аргумента должно выполняться ра-
венство

10.n ≥

[ ]0, p [ ]0 ,i pi
( )2p n= π

0r

0 0ζ =

5,n =
0 40r = π 1 2.β =

Γ

( )f ζ

(55)

Равенство (55) проверялось для докритическо-
го и закритического случаев при обходе контура 
из исходной точки  при различных зна-
чениях   и давало полное
совпадение левой и правой части.

График изменения нормированного аргумен-

та функции  для контура Γ
(рис. 9а и 9б) показан жирной линией на рис. 9в
(при этом ). По горизонтальной оси отложе-
на длина дуги  отсчитываемая вдоль
контура от начальной точки  до текущей точки
контура ζ. Тонкими вертикалями отмечены угло-
вые точки перехода на различные стороны квад-
рата. Наиболее крутые участки графиков отвеча-
ют изменению аргумента на малых дугах окруж-
ностей вблизи начала координат и вблизи чисто
мнимого корня.

Поведение аргумента при прочих значениях
параметров слоев, а также величин n, m и β выгля-
дит аналогично.
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Рис. 5. Пример графика функции  в докритиче-
ском диапазоне при 
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ДЛИННОВОЛНОВЫЕ АСИМПТОТИКИ 
И ТОЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ 

ДИСПЕРСИОННЫХ КРИВЫХ
Все множество комплексных дисперсионных

кривых естественным образом разбивается на два
счетных подмножества в соответствии с β- или -
семействами статических корней (и их асимпто-
тиками).

Для аппроксимации n-й дисперсионной кри-
вой в каждом подмножестве воспользуемся об-
щим результатом [3] – двухчленной асимптоти-
кой разложения  в ряд Маклорена по сте-

пеням  

(56)

так что 
Асимптотика (56) означает, что с ростом n дис-
персионные кривые начинаются со все более

1β

( )2 2
nk ω

2ω ( )( )0 2 :n nk h= ζ

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1 222

2 2
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0 ,

nas
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k
O k

ω=

−

ω=

⎧ ⎫∂Ψ ∂⎪ ⎪ωω = − ω⎨ ⎬
∂Ψ ∂ ω⎪ ⎪⎩ ⎭

∂Ψ ∂
=

∂Ψ ∂ ω

( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 0 .as
n n nk k o k⎡ ⎤ω ω = + ω ω⎣ ⎦

протяженного пологого участка. Она также поз-
воляет рассчитывать искомые кривые итерацион-
ным методом Ньютона.

При малой частоте ω асимптотика (56) выби-
рается в качестве начального приближения вол-
нового числа, и точное значение  может
быть рассчитано по итерационной формуле

(57)

При больших значениях ω начальное прибли-
жение может быть получено, например, экстра-
поляцией трехточечным полиномом Лагранжа по
уже полученным точным значениям  для
предыдущих частот.

Тестовый расчет проводился с помощью па-
кета MAPLE, где итерации (57) прекращались
при одновременном выполнении неравенств

 и  Параметры
сред выбирались те же, что и в статике. Графики
безразмерных волновых чисел  в зависи-
мости от безразмерной частоты  (h –
полутолщина пластины,  – скорость волн
сдвига в среде 1) представлены на рис. 10 и 11
сплошными линиями вместе со своими асимп-
тотиками (56), показанными пунктиром.

Как в докритическом  так и в закри-
тическом случае  показаны первые пять
кривых из β-семейства и первые три кривые из -
семейства. Количество кривых выбрано по сооб-
ражениям масштаба для показа на одном рисун-
ке; по тем же соображениям каждая кривая пока-
зана лишь в том интервале частот, где ясно видно
как ее согласование, так и начало расхождения с
соответствующей асимптотикой (56).
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Рис. 7. Вещественные (а) и мнимые (б) части корней
 изгибных мод для  и их асимптотики

(сплошные кривые) при  в увеличенном
масштабе.
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Во всех случаях численный расчет подтвер-
ждает оценки (56) и наличие пологого участка
кривой в низкочастотной области, растущего с
ростом индекса, что и послужило причиной огра-
ничить количество графиков на рис. 10 и 11.

Интервал согласования с асимптотикой для
мнимой части волнового числа оказывается су-
щественно больше интервала согласования для
вещественной части. Кроме того, итоговый ин-
тервал согласования в рассмотренных докритиче-
ском и закритическом случаях для семейства кри-
вых  оказывается существенно больше, чем для
семейства кривых β, и это различие возрастает с
ростом индексов кривых. Очевидную разномас-
штабность дисперсионных кривых, принадлежа-
щих к различным семействам, можно объяснить

1β

различными масштабами динамических процес-
сов в слоях. Семейство кривых  может быть
приведено к масштабу  в области низ-
ких частот  для индекса n  тогда
как β-семейство – к масштабу 

Введем теперь характерные времена пробега
по толщине каждого слоя наиболее медленной
(сдвиговой) волной в данной среде, обозначая их

 и  Для докритического
значения  отношение этих масштабов вре-
мени равно  для закритического
значения  получаем  Часто-
ты собственных сдвиговых резонансов (частоты

1β
1 ~ 2kh p

0ω ≈ ( )2 ,p n= π
2 ~ 2.kh p

( )1 1Sh cτ = ( )2 2 .Sh cτ =
1 2β =

2 1 2.8125;τ τ ≈
3 4β = 2 1 8.4375.τ τ ≈

Рис. 9. (а) Контур Γ при     (б) увеличенный фрагмент контура Γ вблизи корней на мнимой
оси; (в) график изменения аргумента при смещении точки вдоль контура Γ.
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среза) в каждом из слоев, рассматриваемых по от-
дельности, обратно пропорциональны временам
пробега  и  Разница мас-
штабов для времен пробега объемных волн по
толщинам слоев аналогична.

Как легко видеть, различия в изменяемости
дисперсионных кривых семейств β и  на рис. 10
и 11 четко коррелируют с указанной разницей ха-
рактерных времен.

НИЗКОЧАСТОТНЫЕ АСИМПТОТИКИ 
ВЕЩЕСТВЕННЫХ И ЧИСТО МНИМЫХ 

ДИСПЕРСИОННЫХ КРИВЫХ
В низкочастотной области кроме комплекс-

ных дисперсионных кривых всегда существует
фундаментальная вещественная кривая  и ее
чисто мнимый аналог – кривая  Как было по-
казано в [14–16], даже в случае анизотропных ма-
териалов с несимметричной укладкой упругих
слоев по толщине можно построить асимптоти-

1рез 1~ω π τ 2рез 2~ .ω π τ

1β

0A
0 .iA

чески точные изгибные длинноволновые низко-
частотные уравнения движения и вывести соот-
ветствующие дисперсионные соотношения. Для
изгиба изотропно-слоистых пластин они задают-
ся двумя равенствами:

(58)

Второе из равенств (58) задает положение систе-
мы координат по вертикали и при симметричном
расположении слоев по толщине будет выпол-
няться автоматически.

Другая чисто мнимая кривая  появляется в
силу существования чисто мнимого статического
корня при выполнении условия (54). При низких
частотах кривая  описывается той же асимпто-
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Рис. 10. Вещественная (а) и мнимая (б) часть волно-
вых чисел  (сплошные линии) и их асимптотики
(пунктир) при докритическом  как функции Ω
для изгибных мод при  (β-кривые) и

 ( -кривые).
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тической формулой (56), что и комплексные дис-
персионные кривые, с подстановкой собственно-
го статического корня.

В тестовом расчете для начальных приближе-
ний волновых чисел использовались асимптоти-
ки (58) и (56) соответственно, а затем значения уточ-
нялись с помощью итерационной процедуры (57).
При больших частотах для начальных приближе-
ний волновых чисел применялась экстраполяция
полиномом Лагранжа [17] по трем предыдущим
полученным значениям. Критерии точности не
менялись.

Результаты для докритического и закритиче-
ского случаев показаны на рис. 12а и 12б. Диспер-
сионные кривые показаны сплошными линиями,
а их асимптотики – пунктиром. Точность при-
ближений для кривых  и  вполне согласуется
с двумерной теорией пластин. Точность асимпто-
тики (56) для кривой  существенно выше и ана-
логична точности β-асимптотики для комплекс-
ных кривых. Заметим, что в докритическом слу-
чае асимптотика (56) приближает кривую 
снизу, а в закритическом случае – сверху.

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Ключевое значение для построения комплекс-
ной части спектра  имеет структура множе-
ства безразмерных статических корней  Как
показано выше,  

 т.е. вид зависимости корня от индекса n
тот же, что и в однородном слое. Однако коэффи-
циенты при главной части  различны и определя-
ются только геометрическими параметрами (от-
носительными толщинами слоев), что приводит к
разделению всего множества  на два счетных
подмножества комплексных корней с собствен-
ной нумерацией внутри каждого из них. При этом
существует критическое значение  гео-
метрического параметра, при котором изменяет-
ся тип асимптотик 

Величины следующего порядка в асимптотиках –
константы – зависят только от упругих парамет-
ров сред.

В докритическом и закритическом диапазоне
значений геометрического параметра, найденные
асимптотики β- и -семейств получаются из ана-
лиза членов различного порядка в предельном
статическом уравнении (8) (см. таблицу).

Тем не менее, итоговые выражения для самих
β- и -асимптотик в каждой паре формул (25),
(46) и (24), (50) оказываются одинаковыми в силу
равенств
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(60)

Выражения (59), (60) подтверждают, что полу-
ченные асимптотики не являются равномерны-
ми, и случаи вырождения параметров должны ис-
следоваться отдельно (случай  и случаи вы-
рождения толщин исследованы в [3]).

Другим усложнением, порождаемым слоистой
структурой, является появление кроме корня

 дополнительных чисто мнимых корней 
отсутствующих при 

Перечисленные свойства приводят к суще-
ственным отличиям в свойствах дисперсионных
кривых  Так, комплексные дисперсион-
ные кривые четко разделяются на β- и -семей-
ства, причем различие в динамических параметрах
слоев (временах пробега собственных P- и S-волн
по толщинам слоев) коррелирует с изменяемостью
по частоте для каждой функции  в рассмат-
риваемом семействе.

В низкочастотной области кроме фундамен-
тальной изгибной моды  и ее чисто мнимого
аналога (моды ), появляется дополнительная
чисто мнимая дисперсионная кривая 

Все перечисленные дисперсионные кривые
хорошо аппроксимируются полученными длин-
новолновыми низкочастотными асимптотиками,
интервал применимости которых в каждом се-
мействе различен и зависит от различия геомет-
рических и динамических параметров слоев. В
каждом семействе этот интервал применимости
монотонно возрастает с ростом индекса кривой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотренный итерационно-асимптотиче-

ский подход к расчету дисперсионных кривых
для собственных волн с PSV-поляризацией в
упругих слоистых пластинах со свободными ли-
цевыми поверхностями позволяет составить пол-
ное представление о спектре волновых чисел в
низкочастотном диапазоне. Достоинством мето-
да является возможность получать приближен-
ные (асимптотически точные) формулы для зави-
симостей  в замкнутом виде. Основными ре-
зультатами такого подхода являются полученные
в замкнутом виде дисперсионное уравнение и его
предельный вид в статике, асимптотики статиче-
ских корней при больших индексах корней (боль-
шом модуле волнового числа) и простые алгорит-
мы расчета точных значений этих корней, длинно-
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волновые асимптотики дисперсионных кривых и
простые алгоритмы расчета точных кривых. Эф-
фективность метода подтверждают приведенные
численные примеры.

Отметим существование критических сочета-
ний геометрических параметров, для которых из-
меняется вид статической асимптотики корней.
Выше приведен анализ докритического и закри-
тического диапазона значений. По соображени-
ям размера статьи случай достижения критиче-
ского значения здесь не рассматривается и будет
приведен в отдельной публикации.

Метод может быть обобщен как для других ва-
риантов однородных краевых условий на лице-
вых поверхностях, так и на случай линейно-вяз-
коупругих материалов, что позволяет находить
полный спектр волновых чисел в заданном ин-
тервале частот.

Изложенный подход, основанный на выводе
асимптотики статических корней, может быть
применен при большем числе слоев и разбивается
на следующие основные этапы.

Во-первых, необходимо получить предельный
вид дисперсионного уравнения в статике
(см. [3]), основанный на представлении матрицы
распространения в виде (2) (j – номер текущего
слоя) или в экспоненциальной форме с представ-
лением компонент в замкнутом виде:

(61)

где суммирование ведется по всем различным со-
четаниям знаков  Как показано в [3],
в статике предельный вид определителя минора
матрицы (61), отвечающий заданным на лицевых
поверхностях краевым условиям, приводит к
уравнению вида

(62)

с конечным числом различных слагаемых поли-
номиально-экспоненциального вида  где  –
постоянная степень,  – линейная
функция   – безразмерное волновое чис-
ло,  – безразмерная толщина слоя j

 и  – полная толщина пла-

стины. Постоянный коэффициент  вообще го-
воря, зависит от толщин слоев и упругих модулей.

Таким образом, уравнение (62) в общем случае
имеет полиномиально-экспоненциальный вид,
аналогично рассмотренному выше более просто-
му случаю.
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Во-вторых, асимптотики статических корней
ищутся в том же виде (15) 

 для чего сначала определяются
максимальные значения порядков – степеней
выражений  по параметру 

(63)

(64)

При различных  исходя из попарного
сравнения порядковых функций (64) в различных
диапазонах значений  находится кусочно-ли-
нейная функция максимально возможного поряд-
ка  и граничные точки 
для ее интервалов сопряжения (угловых точек по-
лученной ломаной). В таких точках рассматрива-
ются дополнительные уравнения на получившие-
ся постоянные множители при степенях p в соот-
ветствующих выражениях  (63).

Например, при  получаем

(65)

Тогда величины  b и d должны быть таковы,
чтобы выполнялaсь оценка вида

(66)

т.е. уравнение (62) выполнялось асимптотически.
Следовательно, из условия  получим ра-
венства

(67)

Если, для определенности, принять  то

(68)

(69)

Как легко видеть, семейство асимптотик, зада-
ваемое набором значений a, b, c, d (65)–(69) не
изменится, если положить  и в вы-
ражении (69) выбрать наименьшее значение
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мы  при наименьшем  При другом вы-
боре  семейство асимптотик (15) останется преж-
ним, в нем лишь будет рассматриваться ветвь следу-
ющего порядка при 

Затем рассматривается следующая угловая
точка, и т.д.

Критические значения геометрических пара-
метров будут порождаться такими частными слу-
чаями, когда какие-либо из найденных гранич-
ных точек вида  будут совпадать
друг с другом, т.е. когда какой-либо из интерва-
лов сопряжения соответствующих значений c для
функции F будет вырождаться в точку при неко-
торых значениях геометрических параметров.
Очевидно, получить критические значения мож-
но, решая уравнения для попарных совпадений
величин 

В третьих, следуя той же логике, что и выше,
необходимо провести оценку погрешностей каж-
дой из найденных асимптотик корней в статике и
построить итерационный алгоритм расчета иско-
мых точных значений корней для каждой ветви.
Для рассматриваемой асимптотики (65)–(69), на-
пример, полагаем

(70)

оценивая (в предположении о малости величины )
конкретное значение получившегося показателя
степени  в равенстве

(71)

с доказательством аналогов теорем 1 и 2 в итера-
ционной процедуре (42).

Отдельно исследуются возможные дополни-
тельные чисто мнимые корни; их количество в
статике всегда конечно.

В четвертых, на основании оценок вида (56)
необходимо аналогично получить длинноволно-
вые низкочастотные приближения для комплекс-
ных дисперсионных ветвей, и построить итера-
ционный расчет вида (57) для искомых точных
значений в динамике с проведением параметри-
ческого анализа.

Приближения и расчет фундаментальной ве-
щественной моды, ее чисто мнимого аналога и
дополнительных чисто мнимых дисперсионных
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ЗАХАРОВ

кривых выполняются тем же способом, что рас-
сматривался выше.

Таким образом, изложенная методика позво-
ляет получить полное описание спектра волно-
вых чисел в низкочастотной области и затем от-
слеживать его эволюцию с ростом частоты. Разу-
меется, вопросы “группировки” и “сгущения”
комплексных дисперсионных кривых с ростом
числа слоев требуют дополнительного исследова-
ния. В отличие от приближенного низкочастот-
ного анализа фундаментальных вещественных и
мнимых мод, где могут эффективно применяться
методы гомогенизации, для бесконечной ком-
плексной части спектра их эффективность теря-
ется, т.к. комплексные дисперсионные кривые с
большими индексами отвечают за пограничные
слои высоких порядков, которые осредненными
моделями корректно не описываются.

Работа выполнена при частичной поддержке
фонда “Основание”.
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