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Изучено явление “волнового резонанса”, возникающее при возбуждении бегущих волн в диссипа-
тивных средах, обладающих модульной, квадратичной или квадратично-кубической нелинейно-
стью. Математической моделью этого явления является неоднородное (или “вынужденное”) урав-
нение типа Бюргерса. Указанные нелинейности представляют интерес, поскольку соответствую-
щие им уравнения допускают точную линеаризацию и описывают реальные физические объекты.
Наличие “сопровождающих источников” (движущихся вместе с волной) в правой части неоднород-
ных уравнений обеспечивает приток энергии в волну, которая после этого распределяется по вол-
новому профилю, перетекает к формирующимся ударным фронтам, а затем диссипирует из-за ли-
нейных и нелинейных механизмов потерь. Во введении описывается явление волнового резонанса
в идеальной и диссипативной средах, не обладающих нелинейными свойствами, и приводятся фи-
зические примеры. Затем даются точные аналитические выражения для нелинейных установив-
шихся профилей. Изучены нестационарные процессы генерации волн, пространственное “биение”
амплитуд для различных соотношений скорости движения источников и скорости собственной
волны в среде. Построены резонансные кривые, содержащие нелинейный сдвиг абсолютных мак-
симумов в “сверхзвуковую” область. Обсуждаются особенности резонанса для каждой из трех типов
нелинейности.

Ключевые слова: неоднородное уравнение типа Бюргерса, возбуждение нелинейной волны, модуль-
ная, квадратичная, квадратично-кубичная нелинейность, волновой резонанс
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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой статье рассматриваются распределен-

ные системы, имеющие нелинейности трех важ-
ных типов:

(1)

Нелинейность  будем называть модульной (M),
 – квадратичной (Q), а  – квадратично-кубич-

ной (QC). Квадратичная или Q-нелинейность при-
сутствует в обычном уравнении Бюргерса, которое
детально изучалось в течение многих лет. Напро-
тив, неоднородные уравнения с неаналитически-
ми нелинейностями M- и QC-типов практически
не исследованы.

Результаты, полученные в этой статье, удобно
изложить единообразно с помощью схемы, осно-
ванной на унифицированной математической мо-
дели:

(2)

По своей форме уравнение (2) похоже на обыч-
ное неоднородное уравнение Бюргерса с ненуле-
вой правой частью, которая дается функцией

Как показано в работе [1], соответствующее
модели (2) однородное уравнение (оно получает-
ся из (2) при  имеет два замечательных
свойства. Во-первых, его удается точно линеари-
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зовать с помощью простой замены переменной.
Во-вторых, оно имеет важный физический смысл.

Если говорить о приложениях, следует напом-
нить, что эта математическая модель представля-
ет большой интерес для исследования нелинейно-
го волнового резонанса, наблюдаемого в распреде-
ленных системах различной физической природы.
Конкретная форма этой модели – неоднородное
квадратично-нелинейное уравнение Бюргерса –
использовалась во многих задачах, связанных с
возбуждением интенсивного звука лазерным излу-
чением (с помощью электрострикционных [2] и
тепловых [3] механизмов и в процессе вынужден-
ного рассеяния Мандельштама–Бриллюэна [4]),
а также в механике, физике плазмы и теории
электронных потоков.

Следует упомянуть несколько конкретных фи-
зических процессов. Это возбуждение волн на по-
верхности моря ветром или волной движущегося
давления; возбуждение волн в газовом потоке,
который натекает с трансзвуковой скоростью на
лазерный луч [5] или твердый аэродинамический
профиль [6]; нелинейная динамика зерен в насы-
щенном жидкостью грунте [7]. Кроме того, неодно-
родные уравнения играют важную роль в описании
стоячих волн конечной амплитуды в резонаторах
[8], используемых для акустической спектроско-
пии, нелинейной диагностики материалов и в мо-
дели турбулентности Бюргерса [9–12] (ее иногда
называют “Бургулентность” [11]), так как наряду с
нелинейным перемешиванием энергии по спектру
и диссипацией энергии уравнения учитывают
внешние источники энергии в качестве третьего
главного фактора.

2. ЛИНЕЙНЫЙ ВОЛНОВОЙ РЕЗОНАНС

Напомним, в чем заключается явление волно-
вого резонанса. Как известно, обычный колеба-
тельный резонанс в простейшей колебательной
системе характеризуется значительным ростом
амплитуды в ситуации, когда частота колебаний
внешнего источника энергии (“вынуждающей
силы”) приближается к собственной частоте ко-
лебаний осциллятора . Аналогично, вол-
новой резонанс – это значительное усиление вол-
ны в том случае, когда скорость движения внеш-
него источника энергии стремится к скорости
распространения собственной волны (волновой
моды) в среде  [13].

Уравнение (2) обычно записывается в системе
координат, движущейся со скоростью  соб-
ственной волны. Это будет показано позже. Если
скорость источников  тогда коэффициент

 Напротив, значение  соответствует
 Точное условие волнового резонанса, при

котором он должен наблюдаться, имеет вид

ω → ω0( )

→ 0( )c c

0c

> 0,c c
α > 0. α < 0

< 0.c c

 Однако нелинейность может изме-
нить это резонансное условие. Как будет показа-
но ниже, максимум резонансной кривой (то есть
зависимости амплитуды волны от скорости дви-
жения источника) оказывается сдвинутым отно-
сительно 

Простейшее решение уравнения (2) иллюстри-
рует эффект волнового резонанса. Пренебрегая
нелинейным и диссипативным членами, нетрудно
найти:

(3)

Здесь  – первообразная функции F. Решение (3)
удовлетворяет граничному условию 
Последнее означает, что волна начинает расти с уве-
личением z от нулевого уровня.

В первой из формул (3) имеется неопределен-
ность типа 0/0 при  Раскрывая эту
неопределенность, видим, что при точном вы-
полнении условия волнового резонанса происхо-
дит неограниченный рост волны при возрастании
пройденного ею расстояния z. В этом случае фор-
ма волны повторяет форму функции  Если
же имеется отстройка от резонанса ( ), энер-
гия вносится в область локализации источника, в
которой  и затем вытекает из этой обла-
сти (см. рис. 1) вправо или влево, так как волна
движется со скоростью, большей или меньшей .
В результате этого на достаточно больших рассто-
яниях z достигается конечное стационарное зна-
чение  Например, для локализованного ис-
точника в форме лоренцевского “колокола” из
формулы (3) следует

(4)

При  из формулы (4) получаем, что конеч-
ный стационарный максимум не существует и

 Этот результат согласуется с фактом
неограниченного резонансного усиления волны,
которое показано на рис. 1.

Как и в теории колебаний, бесконечный рост
может быть ограничен диссипацией. Чтобы ее
учесть, рассмотрим линеаризованное уравнение (2),
положив в нем 
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Решение уравнения (5), удовлетворяющее усло-
вию  имеет вид

(6)

Здесь

(7)

– это спектр внешнего источника и фазовый
сдвиг.

Для монохроматического спектра  =
 при  из (6) получается такое

стационарное решение:

(8)

Максимальное значение возмущения в этой ста-
ционарной волне равно

(9)

Из формулы (9) следует, что диссипация действи-
тельно ликвидирует особенность при  С ро-
стом величины расстройки  максимум
амплитуды гармонического сигнала уменьшается
по гиперболическому закону 

Этот же диссипативный эффект имеет место и
для других форм и спектров внешних источников.
Пусть, к примеру, источник описывается функци-
ей, представляющей двуполярный одиночный им-
пульс:

(10)

Вычисляя интеграл (6), найдем форму и парамет-
ры стационарной волны на больших расстояниях:

(11)

Как видно, и в этом случае диссипация сглажива-
ет сингулярность.

Однако при слабой диссипации, в случае малых
значений Γ, резонансный рост приводит к форми-
рованию достаточно сильного возмущения и к
проявлениям нелинейных эффектов на больших
расстояниях. Эта нелинейность может быть дру-
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гим лимитирующим фактором, обеспечивающим
конечность величины  при  Эффекты
нелинейного ограничения волны обсуждаются
ниже.

3. СХЕМА ВЫВОДА, БЕЗРАЗМЕРНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ И ПЕРЕМЕННЫЕ

Приведем здесь схему вывода неоднородного
уравнения Бюргерса. Для определенности счита-
ем, что возбуждение волны акустического давле-
ния происходит благодаря внешней силе, созда-
ваемой электрострикцией [2, 4]. Электрическое
поле есть сумма поля лазерной волны накачки 
и поля стоксовой волны  которая формируется
в результате рассеяния лазерной накачки на уси-
ливаемой акустической волне. Рассеяние проис-
ходит наиболее эффективно, когда стоксова волна
и волна накачки бегут в противоположных направ-
лениях (так называемое “обратное” рассеяние), a
разность между частотами световых волн совпада-
ет с частотой акустической волны Ω. Квадрат на-
пряженности электрического поля  усред-
ненный по быстрым оптическим осцилляциям,
дается формулой

(12)

Расстройка волновых чисел Δ не равна нулю в об-
щем случае, поэтому скорость перемещения
“стрикционного источника” может не совпадать
со скоростью звука  Волновое уравнение для
акустической волны давления  имеет вид [4]

(13)
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Рис. 1. Возбуждение волны бегущим внешним источ-
ником колоколообразной формы в случае точного ре-
зонанса (α = 0) и при наличии расстройки скоростей
(α ≠ 0).
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Здесь  – диссипативный коэффициент и рав-
новесная плотность массы среды, Y – коэффици-
ент оптоакустической связи, и  – символи-
ческое обозначение группы нелинейных членов.
Если лазерные пучки имеют широкое поперечное
сечение, они создают силовое поле источников
(12), бегущих вдоль направления x и возбуждаю-
щих акустическую волну в том же направлении.
Поэтому уравнение (13) можно упростить, перей-
дя в систему координат, движущуюся со скоро-
стью звука 

(14)

Здесь  – некоторый малый параметр. Дисси-
пативный и нелинейный члены в уравнении (13)
также считаем малыми. Используя стандартную
процедуру упрощения волнового уравнения, опи-
санную во многих учебных пособиях (см., напри-
мер, [9, 13]), пренебрегаем малыми членами по-
рядка  В результате получаем эволюци-
онное уравнение [2, 4] первого порядка по x:

(15)

Более строго оно выводится из модели Навье–
Стокса для флюидного континуума, с удержани-
ем лишь квадратично-нелинейного члена. Тот
факт, что правая часть уравнения (15) изменяется
во времени по гармоническому закону, связан со
специфической постановкой задачи, типичной
для задач рассеяния света. В других задачах часто
встречаются правые части, зависимость которых от
времени имеет вид одиночного импульса [3, 5, 6]
(см. рис. 1). Иногда исследуются уравнения с дру-
гими регулярными, и даже случайными функция-
ми  [12, 14]. Однако дать общий вывод упро-
щенного модельного уравнения для всех возмож-
ных типов нелинейности  и зависимостей

 (см. (2)), конечно, нельзя. Причиной является
разнообразие исходных моделей с различным фи-
зическим содержанием, таких как уравнения гид-
родинамики, Максвелла, теории упругости и, соот-
ветственно, разнообразие определяющих уравне-
ний (или уравнений состояния).

Введем безразмерные переменные и числа:

(16)
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Здесь акустическое давление  нормировано на
свое характерное амплитудное значение  “за-
паздывающее” время τ – на частоту звука Ω, рас-
стояние x – на характерную нелинейную длину

 Число Γ – это безразмерный диссипа-

тивный параметр, и A – безразмерная амплитуда
возбуждающей “силы”.

Безразмерная форма уравнения (15) такова:

(17)

Сравнивая уравнение (17) с универсальной

формой (2), видим, что здесь  и

 Вывод уравнений типа Бюргер-
са для M- и QC- нелинейностей, а также их фи-
зический смысл и соответствующие примеры
описаны в работах [1, 15–17].

4. СТАЦИОНАРНЫЕ
НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ

Бегущие волны, которые приобрели устойчи-
вую форму в процессе их генерации и распростра-
нения, называют стационарными волнами. Они
описываются решениями эволюционных уравне-
ний, не зависящими от расстояния z. В дальней-
шем понятие стационарной волны будет уточнено.

Чтобы найти стационарное решение уравне-
ния (2), положим в нем  и будем считать рав-
ной нулю производную по переменной z. В ре-
зультате придем к обыкновенному дифференци-
альному уравнению:

(18)

Рассмотрим вначале M-нелинейную среду
(  – см. (1), (2)). Интегрируя уравнение (18) и
определяя константу из условия периодичности

 найдем решение в пределах од-
ного периода ( ) [18]:

(19)

Форма стационарной волны (19) изображена на
рис. 2 для различных значений числа Γ. С ростом
диссипации Γ профиль волны становится более
гладким. Максимальное значение V уменьшает-
ся. Напротив, при  появляется разрыв, то
есть формируется крутой ударный фронт. Для
значения  решение (19) на одном периоде
волны описывается простой формулой:

'p
0,'p

ρ=
εΩ

3
0 0

0

.
'

NL
cl

p

( )∂ ∂ ∂− − Γ = θ + α
∂ ∂θ ∂θ

2

2 sin .V V VV A z
z

= = 2
2

1 ,
2jf f V

( ) ( )θ = θsin .F A

α = 0

( ) ( )Γ + = + θ
θ

2 cos .j
dV f V C A
d

= 1j

( ) ( )= π =0 0,V V
−π ≤ θ ≤ π

( )
( )

θ= ×
+ Γ

⎡ ⎤− − θ Γ
× + θ + Γ θ −⎢ ⎥− −π Γ⎣ ⎦

2
sgn

1
1 exp

2 cos sin 1 .
1 exp

V A

Γ → 0

Γ = 0
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(20)

Профиль волны, содержащий ударный фронт,
изображен на рис. 2.

Перейдем теперь к Q-нелинейной среде (  –
см. (1), (2)). В этом случае уравнение (18) примет вид

(21)

Решение уравнения (18) выражается через функ-
ции Матье [2]:

(22)

При  для среды с исчезающе слабыми дис-
сипативными свойствами из (22) следует (по ана-
логии с (20)):

(23)

Решения (22) и (23) показаны на рис. 3.
Интересно, что энергия стационарной волны

пропорциональна собственному значению 
функции Матье  [2]. Этот результат непосред-
ственно следует из формул (21) и (22):

(24)

Перейдем теперь к QC-нелинейной среде (
– см. (1), (2)). В этом случае симметрия задачи иная.
Очевидно, что M- и Q-нелинейности являются чет-
ными:   в то время
как QC-нелинейность – нечетная:  =

θ= θ 22 sgn cos .
2

V A

= 2j

( ) ( )Γ + − = θ
θ

2 21 cos .
2

dV V C A
d

θ⎛ ⎞= Γ − π ≤ θ ≤ π⎜ ⎟
⎝ ⎠θ Γ

0 22 ln , , .
2

d AV ce
d

Γ → 0

θ= θ2 sgn cos .
2

V A

λ0

0ce

( )
π

⎛ ⎞= = θ θ = −Γ λ ⎜ ⎟
⎝ ⎠π Γ∫

2
2 2 2 2

0 2
0

1 .
2

AC V V d

= 3j

( ) ( )− =1 1 ,f V f V ( ) ( )− =2 2 ,f V f V
( )−3f V

 В соответствии с известными резуль-
татами теории нелинейных волн нечетные не-
линейности приводят к появлению эффектов са-
мовоздействия, среди которых наиболее известны
самофокусировка волновых пучков и самосжатие
волновых пакетов (см., например, учебное посо-
бие [12]). В нашем случае самовоздействие прояв-
ляется как изменение скорости распространения
волны  в QC-среде. Скорость отличается от  и
растет с увеличением амплитуды волны.

Эти пояснения приводят к необходимости не-
сколько иного понимания термина “стационар-
ная волна” по сравнению с термином, использо-
ванным выше. Чтобы профиль волны оставался
неизменным в процессе ее распространения, воз-
буждающий волну источник должен также дви-
гаться с новой скоростью, превышающей  По-
этому запишем уравнение (18) для стационарной
(в новом смысле этого слова) волны в следующей
форме:

(25)

Рассмотрим вначале решение для недиссипатив-
ной среды (полагая ). Как следует из теории
свободно бегущих волн, описываемых однород-
ным уравнением [17], каждый период должен со-
держать два разрыва – ударную волну сжатия и
ударную волну разрежения. Такая периодическая
волна будет иметь “пилообразную” форму с тра-
пециевидными “зубцами”, показанную на рис. 4.

( )= − 3 .f V

0c 0c

0.c

( )Γ + − α = + θ
θ

θ = θ + α

21 cos *2*
.*

dV V V V C A
d

z

Γ → 0

Рис. 2. Стационарная волна, возбуждаемая синусои-
дальным источником в M-нелинейной диссипатив-
ной среде. Параметры полагались равными

 и A = 1.

2

Г = 0
0.2

0.5

1

–π –2 –1 1
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V
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Γ = 0,0.2,0.5,1,

Рис. 3. Стационарная волна, возбуждаемая синусои-
дальным источником в Q-нелинейной диссипатив-
ной среде. Параметры полагались равными

 и A = 2.
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Решение для одного периода дается формулами

(26)

Сшивая две ветви периодического решения (26) в
точках   получим  и

(27)
Накладывая требование единственности реше-
ния, найдем

(28)

Интересно, что то же самое соотношение
 между меньшей и большей частями

скачка на ударном фронте имеет место для сво-
бодно распространяющихся волн в рамках моде-

( )
( )

− α = + θ >
− − α = + θ <

2 2

2 2

2 2 2 cos , 0;*
2 2 2 cos , 0.*

V V C A V

V V C A V

θ = 0,* θ = π,* =2 0,C

− α = − + α =2 22 2 2 .a a b b A

α= = α = α
−

2, , .
2 1

a b A

= −2 1b a

ли однородного уравнения [17]. Из формулы (28)
также следует, что чем сильнее волна (или чем
больше A), тем быстрее она бежит (число α воз-
растает).

Решение уравнения (25) для диссипативной
среды по аналогии с формулой (26) состоит из по-
ложительных и отрицательных ветвей, описывае-
мых функциями Матье, и нелинейного преобра-
зования вида (22). Однако сшивание этих ветвей
оказывается громоздкой процедурой, и его опи-
сание выходит за рамки данной статьи.

5. ПРОЦЕССЫ ЭВОЛЮЦИИ ВОЛН
ПРИ ИХ ВОЗБУЖДЕНИИ
И РАСПРОСТРАНЕНИИ

ЧЕРЕЗ M-НЕЛИНЕЙНУЮ 
ДИССИПАТИВНУЮ СРЕДУ

Процесс установления стационарного профи-
ля, обусловленный притоком энергии из внешних
источников, его перераспределением из-за нели-
нейности и потерями из-за диссипативных и нели-
нейных эффектов, очень сложен и может быть изу-
чен только численными методами.

На рис. 5а показан процесс генерации перио-
дического профиля, который приближается к
своей стационарной форме с ростом пройденного
волной расстояния z. На расстоянии  кри-
вая, изображающая профиль почти установив-
шейся волны, лежит между двумя стационарны-
ми профилями, соответствующими Γ = 0 и Γ = 0.2
на рис. 2.

Более сложная картина возбуждения имеет
место для отличной от нуля расстройки 
Этот процесс иллюстрирован на рис. 5б. В случае

 энергия вкладывается в область локализа-
ции источника, но затем вытекает из нее, потому

= 10z

α ≠ 0.

α ≠ 0

Рис. 4. Стационарная волна, возбуждаемая синусои-
дальным источником в QC-нелинейной диссипатив-
ной среде.

a

–π θ*

V

π0

–b

Рис. 5. Профили периодической волны, возбуждаемой синусоидальным бегущим внешним источником в M-нели-
нейной диссипативной среде для значений параметров  при (а) α = 0 и (б) α = 0.1. Расстояние z, прошед-
шее волной, указано при каждой кривой.
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что скорость возбужденной волны оказывается
большей или меньшей, чем скорость источника.
Это создает пространственные “биения” с макси-
мальной (в пределах одного периода) величиной
возмущения 

Эти “биения” показаны на рис. 6 для (а) поло-
жительной  и (б) отрицательной  рас-
стройки. С увеличением абсолютной величины
расстройки  биения происходят более часто. Их
пространственный период уменьшается, как и
максимальное значение  достигаемое в про-
цессе биений.

Особенно интересно построить и проанализи-
ровать зависимость максимальной величины

 достигаемой на некотором расстоянии z, от
расстройки  Обозначим этот “максимум макси-

мальных значений” как  Очевидно, что

изображение зависимости  имеет смысл
называть нелинейной резонансной кривой.

Эта зависимость показана сплошной линией на
рис. 7. Интересно, что максимум достигается не
при  как в линейном случае, а при лишь при
некотором положительном значении α. Эффект
нелинейного сдвига максимума резонансной кри-
вой в область сверхзвукового движения источника
известен из оптоакустики [5], аэродинамики [6];
он наблюдался в некоторых других физических си-
стемах [7]. В отличие от максимального значения
волнового поля, максимум интенсивности волны
в сверхзвуковую область не смещается (см. штри-
ховую кривую на рис. 7).

max .V

α > 0 α < 0

α

max ,V

max ,V
α .

abs
max .V

( )αabs
maxV

α = 0,

6. ПРОЦЕССЫ ЭВОЛЮЦИИ ВОЛН ПРИ
ИХ ВОЗБУЖДЕНИИ И РАСПРОСТРАНЕНИИ 

ЧЕРЕЗ Q-НЕЛИНЕЙНУЮ 
ДИССИПАТИВНУЮ СРЕДУ

Исследуем теперь аналогичные явления в
квадратично-нелинейной среде. Процесс воз-
буждения волны гармоническим источником при
нулевой расстройке скоростей показан на рис. 8а.
Видно, что на малых расстояниях z волновой про-
филь повторяет форму гармонической внешней
силы. С увеличением z амплитуда волны растет, и

Рис. 6. Зависимости от расстояния z максимальных амплитуд волны, возбуждаемой синусоидальным бегущим внеш-
ним источником в M-нелинейной диссипативной среде при (а) положительной и (б) отрицательной расстройке α и
значениях 
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Рис. 7. Нелинейные резонансные кривые – зависи-
мости максимального значения амплитуды волны в
M-нелинейной диссипативной среде от расстройки α
(сплошная кривая) и зависимость энергии волны от α
(штриховая кривая); для значений  и A = 1.

0
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профиль волны искажается. Предельная кривая
( ) близка по форме к стационарному профи-
лю, показанному на рис. 3. Она содержит фронт
ударной волны и лежит между кривыми для Γ = 0 и
Γ = 0.25 на этом рисунке.

Процесс возбуждения волн в случае ненулевой
расстройки показан на рис. 8б. Как и на рис. 5б,
рост профиля и увеличение крутизны переднего
фронта сопровождаются сдвигом профиля впе-
ред, поскольку при  источник движется
быстрее, чем свободно бегущая волна.

По аналогии с M-нелинейной средой, про-
странственные “биения” максимальных (в преде-
лах одного периода) значений  наблюдаются
также и в Q-нелинейной среде. Эти “биения” по-
казаны на рис. 9 для (а) положительной  и

= 10z

α > 0

maxV

α > 0

(б) отрицательной  расстройки. Биения про-
исходят более часто с возрастанием величины
расстройки  При этом и пространственный пе-
риод биений, и максимальное значение возмуще-
ния в профиле волны  уменьшаются.

Резонансная кривая  показана
сплошной линией на рис. 10. Как и на рис. 7,
максимум достигается не при выполнении “ли-
нейного” резонансного условия  но при
некотором положительном значении α. Следу-
ет подчеркнуть, что в предшествующих работах [7,
19] аналогичные резонансные кривые для Q-нели-
нейной среды были вычислены аналитически, но
для несколько иных физических постановок задач.

α < 0

α .

maxV

( )αabs
maxV

α = 0,

Рис. 8. Профили периодической волны, возбуждаемой синусоидальным бегущим внешним источником в Q-нелиней-
ной диссипативной среде для значений параметров  при (а) α = 0 и (б) α = 0.1. Расстояние z, прошедшее
волной, указано при каждой кривой.
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Рис. 9. Зависимости от расстояния z максимальных амплитуд волны, возбуждаемой синусоидальным бегущим внеш-
ним источником в Q-нелинейной диссипативной среде при (а) положительной и (б) отрицательной расстройке α и
значениях 
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Вторая резонансная кривая для интенсивно-
сти изображена с помощью штриховой линии.
Она симметрична относительно точки α = 0, в ко-
торой достигается максимум.

7. ПРОЦЕССЫ ЭВОЛЮЦИИ ВОЛН ПРИ
ИХ ВОЗБУЖДЕНИИ И РАСПРОСТРАНЕНИИ 

ЧЕРЕЗ QС-НЕЛИНЕЙНУЮ 
ДИССИПАТИВНУЮ СРЕДУ

Как уже упоминалось в разделе 4, случай квад-
ратично-кубичной (QC) среды качественно отли-
чается от сред с модульной и квадратичной нели-

нейностями. Нечетная QC-нелинейность изменя-
ет условие волнового резонанса. Вообще говоря, с
увеличением амплитуды волны целесообразно ва-
рьировать скорость источников в соответствии со
специальным законом  чтобы обеспе-
чить непрерывный приток энергии в волну. Одна-
ко расчет этой функции  представляет собой
отдельную и весьма сложную задачу, выходящую
за рамки настоящей статьи.

На рис. 11 приведены результаты расчета вол-
новых профилей для фиксированных значений
(а) α = 0 и (б) α = 0.1. В обоих случаях видно, как
на малых расстояниях растущий профиль повто-
ряет синусоидальную форму бегущего источника.
Затем скорость волны возрастает, и профиль
сдвигается вперед; одновременно искажается его
форма. Каждый период волны стремится принять
трапециевидную форму, похожую на форму ста-
ционарного профиля (см. рис. 4). Немонотонная
зависимость максимума от расстояния заметна
даже при нулевой расстройке α = 0; максимум на
расстоянии z = 10 заметно меньше максимума
при z = 2. Для отличной от нуля расстройки на-
ступление пространственных биений выражено
еще более четко.

Пространственные осцилляции функции
 для различных значений расстройки α по-

казаны на рис. 12а и 12б. Соответствующие резо-
нансные кривые  даны на рис. 13. Заме-
тим, что максимум оказывается смещенным в об-
ласть  как для амплитуды, так и для
интенсивности волны. В этом смысле появляется
различие в поведении кривых по сравнению с
аналогичными кривыми для M- и Q-нелинейных
сред (см. рис. 7 и 10).

( )α = Ψ ,z

( )Ψ z

( )maxV z

( )αabs
maxV

α > 0

Рис. 10. Нелинейные резонансные кривые – зависи-
мости максимального значения амплитуды волны в
Q-нелинейной диссипативной среде от расстройки α
(сплошная кривая) и зависимость энергии волны от α
(штриховая кривая) для значений  и A = 1.

0

2

1

–2 0 2 4–4
α

|Vmax|abs

Γ = 0.1

Рис. 11. Профили периодической волны, возбуждаемой синусоидальным бегущим внешним источником в QC-нели-
нейной диссипативной среде для значений параметров  при (а) α = 0 и (б) α = 0.1. Расстояние z, прошед-
шее волной, указано при каждой кривой.
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РУДЕНКО, ХЕДБЕРГ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

После публикации работ [2–6], где использова-
лась модель неоднородного нелинейного уравне-
ния Бюргерса для изучения конкретных физиче-
ских явлений, появился ряд чисто математических
работ, посвященных различным свойствам этого
уравнения и разработке приближенных методов
его решения. Результаты этих исследований мож-
но найти в статьях [21–25] и в цитируемых в них
работах. Из этих статей следует очевидное указа-
ние на то, как уже реализованная исследователь-
ская программа для получения математических

результатов для обычного Q-нелинейного неодно-
родного уравнения Бюргерса может быть распро-
странена на модели с рассмотренными здесь QC- и
M-нелинейностями. Эти нелинейности могут быть
включены в уравнения по отдельности или сов-
местно в виде любой комбинации.

С нашей точки зрения, в будущем было бы
важно найти именно такие решения уравнения
(2), которые представляют наибольший интерес
для физических приложений. В частности, жела-
тельно получить сведения о решениях статисти-
ческих задач, для которых  есть случайная
функция. Статистические проблемы для обычно-
го уравнения Бюргерса хорошо изучены (см. [9,
11]). Генерация нелинейного шума бегущими ис-
точниками изучена хуже. Укажем только на раз-
дел 8 обзора [11], который полностью посвящен
возбуждению волн случайной правой частью в
модели неоднородного уравнения Бюргерса. Но-
вое продвижение в решении статистических про-
блем требует использования численных методов
и компьютерного моделирования.

Очевидным продолжением этой статьи могут
быть аналитические исследования для случая, ко-
гда  является одиночным импульсом. Нако-
нец, особый интерес представляют нелинейные
уравнения, содержащие одновременно два или
три типа нелинейностей (1), поскольку такие
структурно-неоднородные среды существуют и
уже изучены экспериментально [20].

Работа поддержана грантом РНФ № 14-22-00042.
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