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Исследование является продолжением работ, использующих специфические (бисферические) ко
ординаты для описания поведения пузырьков при наличии ограничивающих поверхностей. Полу
чены явные зависимости первых мод колебаний и рассеянного поля от размеров пузырьков, рассто
яния до границы и физических параметров контактирующих сред. Показано, что при приближении 
к границе дипольные колебания приобретают резонансный характер и становятся сопоставимыми 
по величине с радиальными пульсациями. Данный эффект имеет прикладное значение в современ
ных методах ультразвуковой очистки, поскольку приводит к значительному росту микропотоков, 
генерируемых пузырьком.
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящее исследование является непосред

ственным продолжением работы | 1|, в которой 
получены аналитические выражения для соб
ственной частоты и затухания газового включе
ния, расположенного на малом расстоянии от 
межфазной границы между двумя контактирую
щими средами. В отличие от результатов 111, ко
торые применимы для интерпретации пассивных 
акустических методов диагностики пузырьков | 2, 
31, приложение результатов данной работы — ак
тивные акустические методы. Ее цель состоит в 
описании влияния границы сред с разными меха
ническими свойствами на акустический отклик 
газового включения. Эта необходимо для интер
претации сигналов гидролокаторов, используе
мых для изучения подводных газовых сипов и 
грязевых вулканов |4, 5], при исследованиях на 
Арктическом шельфе | 6. 7 |, когда всплывающие 
газовые пузырьки скапливаются у нижней грани
цы ледяного покрова.

Существуют важные приложения, связанные с 
описанием физических механизмов, лежащих в 
основе нового метода ультразвуковой очистки: 
активирование потоков ультразвуком (Ultrasoni- 
cally Activated Stream (UAS)) | 8, 9 |. В этом метоле 
ультразвук через насадку поступает в струю воды, 
представляющую собой хороший акустический 
волновод. Жидкость с помощью электролиза на
сыщается газовыми пузырьками. В отличие от

традиционных методов ультразвуковой очистки, 
в основе которых лежит явление инерционной 
кавитации, в этом методе очистка достигается за 
счет микропотоков, которые генерируются де
формационными колебаниями стенки пузырька. 
Чисто радиальные колебания не могут вызвать 
акустических течений, а деформационные моды 
возбуждаются выше порога параметрической не
устойчивости. Поскольку в настоящее время от
сутствуют ответы на вопросы о гом, как меняется 
порог параметрической неустойчивости при при
ближении пузырька к межфазной границе, каким 
образом меняется структура и интенсивность 
микропотоков, как ведет себя сила Бьеркнеса, ко
торая прижимает пузырек к границе и обеспечива
ет эффективную очистку в кавернах и других типах 
неоднородностей, то шагом в решении этих про
блем является описание динамики пузырька на 
малых расстояниях от межфазной поверхности.

МОДЕЛЬ
Рассмотрим две жидкие среды с параметрами: 

р, 2 — плотность и с, 2 — скорость звука (здесь ин
декс помечает тип среды). Центр пузырька, рав
новесная форма которою  -  сфера радиуса /?0, на
ходится на расстоянии /; от границы со второй 
средой. Предполагается, что размер пузырька и 
расстояние до границы много меньше характер
ных длин волн X, присутствующих в задаче
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Рис. 1. Иллюстрация геометрии задачи. Газовый пу
зырек радиуса Кц располагается на расстоянии // над 
межфазной поверхностью 2. разделяющей две жид
кие среды. Положение точечного источника и его 
зеркального изображения помечены цифрами 3 и 4 
соответственно. Поле в окрестности пузырька в точке 
г помечено звездочкой.

е = (R„,li)/X <  1. Рисунок 1 иллюстрирует геомет
рию задачи.

Потенциал акустического поля в среде ф(г) 
удовлетворяет уравнению Гельмгольца и допус
кает интегральное представление вида

ф(г) = -0С(г,г„) + у - х  
4тг

х j  [С(г,г' ) ^ - ф ( г ' ) ^ Ь О ] / 5 ,  (1>
.S(i+-.S’,nt

где С(г.г') — функция Грина, г описывает положе
ние точки наблюдения, г' — точки на поверхности 
пузырька S0 и межфазной поверхности 5 inl, Э/Эя' — 
производная по нормали (нормаль направлена 
внутрь пузырька и внутрь среды (2)). В отличие от 
| 1| в правой части уравнения ( 1) присутствует 
член с точечным источником в точке г„ мощно
стью Q. Чтобы получить решение для плоской па
дающей волны, следует устремить источник в 
бесконечность. На межфазных поверхностях по
тенциал удовлетворяет граничным условиям: не
прерывности смещений и равенства сил.

Учет только потенциальной составляющей 
скорости и игнорирование вихревой компоненты 
и теплообмена на межфазных поверхностях явля
ется очевидным ограничением модели. На дан
ном этапе мы старались изучить главные, каче
ственные особенности влияния близко располо
женной границы на динамику пузырька. Учет
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вязкого пограничного слоя и теплообмена — сле
дующий шаг, требующий весьма громоздких вы
числений. Возможность не учитывать вязкие и 
тепловые процессы связана с предполагаемой ма
лостью вязкой и тепловой длин волн по сравне
нию с размерами пузырька.

Выбор функции Грина, удовлетворяющей гра
ничным условиям на поверхности, разделяющей 
жидкости, обращает в нуль интеграл по S inl | 10|, 
так что в уравнении (I) остается только интеграл 
по поверхности пузырька. Эта функция Грина 
для верхнего полупространства (среды ( 1)) имеет 
вид 11, 10|

к/2-1°° 2к
С7(г,г') = —  I" [ sin х

2п J 4
о о

х exp{/[a(jr-x ') + p (T - /) ]} x  (2)
х [е х р ( /у |г  -  г '|) +  И (0 )е х р [/у (*  +  z')]],

здесь a  =  A:„sin0cosx. Р = A:(> sin0sinx , у =  
=  A:()cos0, k 0 = (с/с ,, где (0 — частота звука. Углы 0 
и х  определяют направление элементарной плос
кой волны, включая комплексные значения угла 
0. Коэффициент отражения плоской волны на 
границе раздела двух жидкостей К(0 ) описывает
ся следующей формулой:

К(0) = т c o s 0 — У/Г -  s in 2 0 

ш c o s 0 + V/Г -  sin ’ 0
(3)

где т = р 2/ р , , п = с ,/с 2. Отличие от соответству
ющего уравнения 111 состоит в наличии неодно
родных членов, при вычислении которых мы вос
пользовались предполагаемым неравенством 
г0 >  (/?„,/», А.). Звуковое поле источника в окрест
ности пузырька складывается из поля падающей 
и отраженной волны. Рисунок I иллюстрирует 
выбор декартовой системы координат, центр ко
торой располагается на межфазной поверхности, 
а ось г, ортогональная этой плоскости, проходит 
через центр пузырька; плоскостью  располагается 
гак, что она проходит через точечный источник и 
центр пузырька. Точечный источник .?, располо
женный в точке г„, излучает монохроматическую 
волну, которая рассеивается на межфазной по
верхности. Для описания рассеянной волны 
удобным представлением является использова
ние зеркального источника 4. Поле в окрестности 
пузырька, в точке г, помеченной звездочкой, на
ходится в ближней зоне рассеивающей межфаз
ной поверхности и обладает рядом особенностей, 
связанных с наличием боковой волны и других 
проявлений неоднородных волн.

Интересующее нас внешнее поле в окрестно
сти пузырька с точностью до постоянного мно
жителя описывается выражением (2). Вклад пер-
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вого слагаемого и квадратных скобках дает поде 
падающей сферической полны:

„о, . exp (\k0L) . | I
G  (г-го) =  ^ Н г - г.1=  (4)

= J x 2 + ( у - y0)2 +(Z-Za)2, 
а при вычислении второю  интегральною  вкла
да, следуя 1221, можно использовать асим птоти
ку ф ункции Ханкеля, что допустимо при

k„r{) >  I. Метод перевала приводит к следую щ е
му результату |П |:  существует единственная 
точка перевала 0 = 0О, а перевальный контур у,
определяется уравнением c o s (0 -  0О) = 1 + is2, 
-°о < s < оо. О пенка интеграла по перевальному 
пути при киЦ >  I (sin 0О = p /L |, Ц  =

=  J x 2 + ( у - у о ) 2 + (г  + Zof,  Р = J x 2 + ( у - у „ ) 2) 
дает

Г( ) = ехрО М ч)
т , ) ~

i N
к0Ц_

N =
т( 1 -  п 2)\2т (п2 -  1) +  3/ncos 0„ -  т co s4 0„ +  \ ] п 2 -  s in 2 0oco s0 o(2w2 +  sin 0O) 

I „ П -----~ T X  2 . 2Л \-V2

(5)

(w c o s0„ + V/;2 -  s in 2 00j (« 2 - s i n 20o)

В определенных областях пространства дополни
тельный вклад в отраженное поле дает боковая 
волна 1111:

6'V .r„ )  =
fi exp[iA:o/,,co s(0o - 8)] (6)

Z/ S in  О 1̂2 з

m k0l}\ |^sin 0О co s6 s in , (0 u -  8)J

где 5 — критический угол полного отражения 
(sin 8 = п). Она наблюдается в области 0О > 8, ес
ли п < 1, и в области 0О > a rc s in (1/ / 7) , если п > 1.

Метод перевала справедлив, если окрестности 
критических точек подынтегрального выраже
ния, существенные при интегрировании, не пе
ресекаются. Отдельного рассмотрения требуют 
ситуации скользящего и нормального падения, а 
также поведение вблизи угла полного отражения, 
когда перевальная точка близка к точкам ветвле
ния. Однако основным в выражении для отра
женной волны (5) является первый член в квад
ратных скобках, дающий отраженную волну в 
приближении геометрической акустики. Он оста
ется главной компонентой, прочие члены, свя
занные с присутствием боковой волны или опи
сывающие поведение интеграла при сближении 
критических точек, можно рассматривать как по
правки | II |.

Таким образом, неоднородный член в уравне
нии ( 1) в рамках принятых допущений имеет вид

С(г,г„)
exp (ik0L) 

L
+ у{а че х р ( а д ) + д с . (7)

где поправочный член Д(7 описывает вклад второ
го слагаемого в формуле (5) - iN  exp (ik0L f)/(k0L2),

присутствие боковой волны (7/(г, гп) (6) и модифи
кацию результатов в условиях, когда перевальная

точка близка к точкам ветвления. Подробное опи
сание этих поправок дано в | 11|.

РЕШЕНИЕ
Решение уравнения (1) в пределах волновой 

зоны г, г < X, где среды можно считать несжимае
мыми, ищется в виде ряда по малому параметру е:

( 8)
ф(г) =  фц(г) + Еф,(г) + ...,

б'(г.г') = С„(г,г’) +  еС^г.г') + ....
Уравнения нулевого и первого порядка, ана

лизом которых мы ограничимся, имеют вид
|*.л

Фи(г) = - е [1 + к (0 ,п)Р +

+
4л-

•So
ап ап

с/5.

s in 0 in = ф|(г) = iQ k0 x
(Уо +  z l r

х |(ysin 0in + <:cos0in) + V(0in)x  (9)
'V o

x (ysinOj,, -  z c o s 0 jn)|-------- QAG  +
rn

+ JL J [  G„(r.r'l
Эф!(г')

Э n
So

+ С|(г, г') Эф(,(г')
дп'

-  Ф:(г')
Э(70(г,г')

дп'
-Фп(г')

ЭС,(г, г') 
дп'

dS.

Эту систему следует дополнить кинематическим 
и динамическим граничными условиями на по
верхности пузырька.

Динамическое фаничное условие состоит в том, 
что давления в газе и жидкости у стенки пузырька 
различаются только за счет поверхностного натяже-
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ния, т.е. если Р, = Р( г е  £„ ,/), Pg = />0(Р'0/К ) Г -  
давления в жидкости и газе, то

/>, = />„ -o ( V  п), (10)
где п — единичная нормаль к поверхности пу
зырька, о  — коэффициент поверхностного натя
жения; мы полагаем, что уравнение состояния га
за в пузырьке описывается политропой с показа
телем у’, V и К(, — мгновенное и равновесное 
значения объема, Р„ -  равновесное давление газа 
в пузырьке.

Кинематическое граничное условие на стенке 
пузырька имеет вид

£ =  (v • n)re.v  (II)
здесь £ -  нормальное смешение стенки пузырька, 
v = Vcp.

Методика получения решения нулевого при
ближения ф0(г) описана в 11 1 и используетбисфе- 
рические координаты (^, 0 , а ) ,  которые связаны с 
декартовыми координатами (дг. у, z) следующими 
соотношениями:

х  = а s in ftco sc t 
ch £  -  cosiD- 

sh ^

У = a s in d s in a

Z = a

c h ^ - c o s O ’ 

a = /?0sh£0.
c h ^  -  c o s t !)'

So =  ln [V * o  + V ( V ^ ) 2 - l ] -

( 12)

Переменная £ изменяется в пределах от до +°°,
а угл ы 0  и a  — от 0 до п и от 0 до 2к  соответствен но. 
Поверхность -  пузырек, а £ = 0 -  граничная 
плоскость между жидкостями. Поскольку неод
нородный член в уравнении нулевого приближе
ния (9) не зависит от азимутального угла, то и ре
шение ищется в виде <р0(£,гс>).

Решение уравнения (9), следуя 111, может быть 
представлено в следующем виде:

J to . ,----------------
сро^лЗ) =  -Q [\ + ^ О т ) ] - —  + V c h ^ - c o s d x

Го

х  I Фл’Чсо) +  С?[1 +  ^(0,„)]— } ' / 2 ^ У <''+1/2*0 х  (13)

[(т + \)е(п+' ^  + ( т -  | ) ^ ,я+1/̂ ]

Х [(W + I ^ ' I+,/ ^ + ( w - l ) e - <',+l/ % ]  W > ’

где P„(fi) — полином Лежандра. 
ф""((0) s  <p„(^,i3)|^ -  значение потенциала на 
стенке пузырька. При вычислении ф0(^ д ) |, ; ис

пользуется соотношение (ch£„ - cosO) ^  =

=  V2X  е 1"*1/ ‘>’"/>„(0). Явный вид первых двух

первых членов разложения функции Грина (2) 
приведен в Приложении А. При нахождении реше
ния (13) используется условие гомобаричности: 
давление в пузырьке меняется во времени, но оста
ется пространственно однородным, поскольку дли
на волны в газе превышает размеры пузырька. По
верхность такого гомобарического пузырька будет 
эквипотенциальной. Область применимости этого 
приближения подробно обсуждается в 11, 12|.

Кинематическое граничное условие (11) поз
воляет на основе решения (13) описать форму ко
лебаний пузырька — изменение во времени нор
мального смешения:

(ch^o ~ соБ»3)ГЭф„(^,тЗ)^

* I Ц

X

X

- |ф Г (й »  + с?[1 + ^ (е 1п)]— 1-J-X
I r0 I R(l

{ l - ( c h 4 „ - c o s e f ! 3 ^ a ) j 2 x
l sh^o

у  + J . J

(14)

На равновесной поверхности пузырька ^  орт
совпадает с нормалью, но имеет противопо

ложное направление орту ег сферической систе
мы координат, начало которой совпадает с цен
тром пузырька. Разложение С, по сферическим 
гармоникам дает привычное описание в рамках 
амплитуд радиальных, дипольных и высших де
формационных мод.

Скорость радиальных пульсаций описывается 
следующей формулой:

2п
Д Л „„ - 2 J ^ ( 0) -  °  Л

sin b d b
4 ^ , ;  J 2 <  J ( c h ^ 0 - c OSd )

ф Г ( со) +  С?[1 +  И 0 )П)]—П) J К

2̂ (0) ~

* z

П ' = 1 -  2(m -  I)sh^ 0 x
-<2/i+l£„ (15)

~ ( / w  + Dea "'m " + (m  -  1)

= I -  2(m -  \)yl(h /R ,y  -  I x

[(h/Rn) + J(h /R 0)2 -
X —
n=o(m + 1)[(Л/Л„) + yjU i/RJ2 -  l]

(2/1+1)

<2/i+P5«
+ (m ~  О

Вертикальное смешение центра пузырька на 
Az0 приводит к радиальным смешениям 
С,г =  Az„ cos ф, где ф -  полярный угол в рассматри-
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ваемой сферической системе координат, cosvj/ = 
=  (ch ^ 0c o s d -  l)/(ch^„  - c o s d ) .  Скорость верти
кального смешения, определенная на основании 
формулы (14), описывается следующим выраже
нием:

A i 0 = ^  J  sin \\id\\i с os =  — -j ф*1|(а>) + Q x

x [ l  + K (ein)] 3a_ sin d</d
'll J 2/?o ,, (ch ^0 -  c o sd )

x ( c h £ 0 c o s d -  l ) { s h £ 0 -  2(m  -  l)x  

x  (ch^o -  c o sd )  ’/2 x (16)
« 1+1/2&, (я + 1/2)

£ [ < *  + I * * ™ * + ( « - ! > ]  

x  W ) }  =  - ^ | фГ ( со) + <?[1 + ^№ 0) ] ^ } .

D = 2 , h ^ - o i ^ t Cĥ .±i^ .
~  [(m + |)e 2 + (in -  1)]

Безразмерная величина

A z "  = (Azn/AR„) = ( w / n 2) (17)

определяет относительный вклад дипольных и 
радиальных колебаний в зависимости от расстоя
ния до границы. Рисунок 2 иллюстрирует поведе
ние функции A zo (h /R {)) в различных средах. 
Ш трихпунктирная линия описывает поведение
Azo У абсолютно жесткой границы. Сплошная 
кривая иллюстрирует Az» для пузырька, распо
ложенного в воде у слоя осадков т -  1.95, а пунк
тирная — ход кривой для пузырька в слое осадков 
у границы с жидкостью т = 0.51. Тонкая штрихо
ванная линия иллюстрирует аппроксимацию О ' 
и D вкладом только первых членов разложения:
Cl2 ~\-(т-\)  (m + \y'(Ro/2h), D ~ (т -  1) х

х (т + 1) '(Лц/ 2 /j) '. Чтобы не загромождать рису
нок, сопоставление сделано только для одной кри
вой, но во всех остальных случаях поведение анало
гичное. Мы не приводим случай абсолютно мягкой 
границы, поскольку в этом случае I + К(0 ,„) - 0 и 
ф()(£, О) обращается в нуль. Амплитуды высших де
формационных мод определяются более высокими 
степенями параметра(/?о/2Л), связанногос взаимо
действием пузырька и его зеркального изображе
ния, и по этой причине меньше амплитуды диполь
ной моды. Их проявление ограничено очень малы
ми расстояниями: /; < 2/?„.

A z„

Рис. 2. Отношение дипольного смешении центра пу

зырька к амплитуде радиальных пульсаций A z o  ,  как 
функции расстояния до границы И / R t l . Сплошная кри
вая соответствует пузырьку над слоем осадков то =  1.95. 
Тонкая штрихованная линия соответствует прибли
женному поведению этой кривой при учете только чле
нов низшего порядка во взаимодействии пузырька и его 
зеркального изображения. Нижняя штрихованная кри
вая -  пузырек в осадках то = 0.51. Жирная штрихпунк- 
тирная линия описывает поведение нормированного 
смешения для абсолютно жесткой границы то -»  °о.

Кинематическое граничное условие (II )  поз
воляет установить связь между изменением объе
ма пузырька, значением потенциала на его грани
це и потенциалом внешнего источника:

A V
= - v \ d S ^

з о 2 

я«> L
ФГ  + (?[| + к (0т )р

,'Vo

'0  J

(18)

Выражая производную по времени от потенциала в 
уравнении Бернулли, получаем искомый результат:

Фо( М  = фГ  = ^ .
р | Уо

(19)

Для используемого нами частотного описания

*/
з о :
Rn

(-/а>Х2[1 + К(0 |п)]?

л и б о  (-со2 + О 2) A R m  = - / '"(С0)Й- .  
1 *’ P.*o

( 20)

Здесь 0 2 = 0 20 2, 0 0 = (Зу , / >о /р | Л02)'/2 -  соб
ственная частота свободного пузырька, и по
тенциал внеш него поля в правой части уравне
ния заменен давлением: А-„(со) = —р,(—/со) * 
x {-Q [l + K(0jn) ] ^ " / r } .  Это аналог уравнения
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А Уо

Рис. 3. Нормированная амплитуда дипольных колеба
ний пузырька в направлении, параллельном грапине
Д>'('. как функция расстояния до границы И/R{). 
Сплошная кривая соответствует пузырьку над слоем 
осадков т = 1.95. Тонкая штрихованная линия соот
ветствуют учету низшего порядка во взаимодействии 
пузырька и его зеркального изображения.

Рэлея, но к форме (20) это ураннение требует 
уточнения для правильною описания окрестно
сти резонанса, близости пузырька к мягкой гра
нице и учета вклада неоднородных волн.

ПОПРАВКИ К ОСНОВНОМ У РЕШ ЕНИЮ
Поправки первого приближения включают в 

себя три физически различных слагаемых. Во-пер
вых, это вычисленная в 111 поправка, учитываю
щая радиационное затухание. С учетом неодно
родного слагаемого в уравнении ( 1) она имеет вид

Ф| = срГ(со) +  <?[1 +  И ( 0 |П) Г
JVo

ro J
(/ш/с,)Л0(7:£У.(21)

Явный вид множителя С, приведен в Приложе
нии А. Поправка (21) не зависит от простран
ственных координат.

Второй тип поправок связан с наличием во 
втором уравнении системы (9), во внешнем поле, 
пространственно неоднородных членов. Для сво
бодного пузырька их присутствие приводит к воз
буждению дипольных колебаний. Рассмотрим по 
отдельности компоненты, связанные с неодно
родностью поля вдоль границы iQ kny s in  0 ,,, х 
х [I + И 0„,)1 и перпендикулярно ей

'(M o<:cos0 in [1 -  Р(0 |п)]е'*"г"/го.
Процедура решения повторяет изложенную в 

111: ф,(<;, Д а )  записывается в виде ряда по собствен
ным функциям уравнения Далласа в бисферичс- 
ских координатах и подставляется в уравнение (2),

туда же подставляется функции Грина нулевого 
приближения (ихявный вид вбисферических коор
динатах приведен в Приложении Б). Интегралы вы
числяются в явном виде, и неизвестные коэффици
енты определяются приравниванием нулю коэф
фициентов перед различными собственными 
функциями но координате

Решение, индуцированное компонентой
iQ k0y  sin 0 1П [I + J/'(Qin)\e ‘k"r"/r0 внешнего поля, 
имеет вид

«P i& fta) = /(M o )Q s in 0 ln[l + К(0ш)]х

e ,k"r" shE,,, sin Osin a  , . r „ ,1/2 .
x - -----5—^ ------------ - - ( c h E - c o s d ) '  sincxx

ro 1 (chE -  co st1))

3 A V  [ ('” + + ~  1)<?"<"+I/2* ]  (22)

X 2 25 [ ( / «  + \)ew '12̂

x  e ',''+l/3)̂ />„l(d )j.

Эта поправка не может изменить объема пу
зырька (ввиду присутствия синуса азимутального 
угла), поэтому основной компонентой является 
мода дипольных колебаний в направлении оси у. 
Определяя нормальное смешение стенки пузырь
ка из кинематического граничного условия, по 
аналогии с тем, как определялось смешение цен
тра пузырька вдоль оси z, находим:

Д)>п = 3/А:(|(2sin 0 jn [I + К(01п)]^— х

г л u-’e I h V  е + 1)я
1 -  4sh Ео(/И -  I>2. Г, , ,2„ ^ „  . ,

+ \)е,2п+'*" + (т - \)]

(23)

Скорость смещ ения центра пузырька в отсут
ствие границы определяется множителем
3ik0QsinQ,ne'k,r"/г 0. Используя обозначение Ау$ 
для выражения в квадратных скобках в формуле
(23) как величины, характеризующей измене
ние дипольного смеш ения с расстоянием до гра
ницы, проиллюстрируем его поведение численным 
расчетом.

На рис. 3 представлена зависимость Ду,' от 
расстояния до границы. Ш трихпунктирная ли
ния описывает поведение Ду£  у абсолютно жест
кой границы. Сплошная кривая иллюстрирует
ход Ду0 для пузырька, расположенного в воде у 
слоя осадков т  = 1.95, а пунктирная — для пу
зырька в слое осадков у границы с жидкостью 
//1 = 0.51. Тонкая штрихованная линия иллю
стрирует аппроксимацию  суммы вкладом только
первых членов разложения ~(/и -  1)(/и + 1) 1 х

х ( Ru/2h) '. Наличие вблизи пузырька более тяже
лых осадков увеличивает инерционную массу и
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понижает амплитуду дипольных колебаний, и на
оборот. соседство с более легкой средой увеличи
вает амплитуду дипольных колебаний. Посколь
ку взаимодействие пузырька и его зеркального 
изображения при дипольных колебаниях опреде
ляются высокими степенями параметра (R„/2h), 
влияние межфазной поверхности ограничено 
малыми расстояниями.

При анализе составляющей внешнего поля, 
изменяющейся в направлении, перпендикуляр
ном межфазной границе, следует разделить ее на 
две компоненты:

/0A:ocos0in^ [l -  У ф и1)\е1коГ°/г0 = /0A:ocos0in х 

x [ l - K ( 0 in)]e'v V ro[A + (2 -/»)].

Вклад от первого слагаемого является про
странственно однородным, и соответствующее 
решение, по существу, ничем не отличается от 
полученного в предыдущем разделе. Все различие 
состоит в замене множителя [l + P(0in)] на 
-/AoAcos0in [l -  K(0in)]. Учет этой малой поправ
ки позволяет получить описание вблизи мягкой 
границы, где P(0in) = -  I.

Вклад второго слагаемого связан с неоднород
ной компонентой внешнего поля, отсчитывае
мой от центра пузырька. В отсутствие границы 
эта компонента ноля возбуждает дипольные ко
лебания вдоль оси z■ Соответствующее решение 
имеет следующий вид:

= /(M oX2cos0jn [1 -  V(0in)]^— I  , y sh^ n -  cth^o -  (ch£ -  cosd)1/2 :
r0 ([(c h q -c o s 6 )

“ Г(/л + 1)е<л+1/2*  + (m -  l)<?_,"+,/2* l[s h £ (1(2« + I) -  ch£0]
X I L------------ =--------------- ------------- J ^ ------------- '

-<ntl/2)4a

i  1/2 ”  [ ( « I  +  l)e <n+l/2>^ +  ( m  -  l)e 4n+l/2)’ l  _(д+|/
, (cĥ -cosS) + P-

(24)

Качественное отличие от решения, учитывающе
го неоднородность внешнего поля, параллельно
го границе, состоит в том, что в этом случае воз
буждаются объемные колебания. Динамическое 
граничное условие связывает изменение потен
циала на границе и объем:

(-йффЛсо) = (7 Яо/Pi ) (Д К  V ^ o ) = (25)

= з (у п / р ,) (а л 7 л -).
а из кинематического условия получается аналог 
уравнения Рэлея для компоненты радиального
смешения А Л1 (со):

(-со2 + Q2)a /?±(co) =
<*|Л (26)

= (-/co)(/Ao)/)(?cos0jn [1 -  K(0jn)]-— .
го

Асимптотика D — —>2|(/и -  \)/(т + 1)|х

х (Л„/2Л)2 характеризует невысокую эффектив
ность этого механизма возбуждения радиальных 
пульсаций.

Возбуждение дипольной составляющей опи
сывается следующим выражением:

А*о = jj jsinv^cos^ 1 = 'KQcosQ,n [1 - К(0|п) ] ^ ^ о  Г sinЪ<Н>
2J0 ro 2 J(cĥ o-cosd)

_ v Х П

-X

x  -c h ^0 + s h 25„ 3
.

-ch^o + s h - г ,

(chi;,, - cos6)JL (ch^0 - c o s d )

V  e + 1/2) [(2л + 1) sh^0 -  ch^0]n

L  [(m + D e ^ + ^ - l ) ]

! (ch^n - c o s  ft)’/2
n=0

_ (ch5„ -  c o s » p  4 m _ lyj 2 x  
sh^()

Ф/! 3sh2̂ „ r__sm_M 0_
7 J

sh^
(chq0 -  cosit)7 

Jbfo
= 3/AoQ cos0in [1 -  P(0jn)]-

ro

■/j j  ” 2 '  (c li^o -co s6 )2

- ac - i)V2 У r '/2)PM,
sh^() “ j[(/n + De(2n+I>̂  + (m -  I)]

- 2(ff, - l)sh .̂y 1(2" , : lSĥ° ~ C1 0l1  - i ^ RlГ(/и + 1)е< ц" + ( /« - ! ) ]  со

(27)
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Скорость смешения центра пузырька а отсут
ствие границы определяется множителем
3/A(l0 c o s 0 |n (е'*"г"/г0). Разложение выражения (27)
по степеням R0/2 h  начинается с относительно 
высоких степеней, поэтому влияние границы 
проявляется только на небольших расстояниях.

Последняя поправка, связанная с учетом ДG, 
имеет вил решения нулевого приближения, в ко
тором (2[1 + И(01п)]с,*°г°/го заменено на ДО’.

Пользуясь линейностью задачи, мы можем за
писать уравнение, описывающие радиальные ко
лебания, в следующем виде:

(-со2 + £2; — /(/?„ co/c)G|i2.;) ДЯ(со) = (-/со) —  х

х {Q2 [-(1 + |/(0 „,)) +  </A(1A )cos0 in (I -  V (0 jn))] +

+ D[(ik0Ro)c o s 0 ln (1 -  П Ю Щ е '^ / г о )  -

о 2
-  (-/со)— AG.

После того как определены граничные значения 
потенциала фл и нормальной производной £ на 
поверхности пузырька, можно вычислить рассе
янное поле.

РАССЕЯННОЕ ПОЛЕ
При нахождении рассеянного поля в точке г, 

находящейся в дальней зоне, используем уравне
ние (I). Вклад источника описывается формула
ми (4) и (5). Асимптотика функции Грина, запи
санная в бисферических координатах, имеет вид

С & е , а | со -  i  S 7 £25*
a ychc; + c o s d

IchE + cos f)i /к0а — 3---------  x
\c h £  -  cosi3,

x

x  exp

x l _ /*||fls in » sin ^ 'co s(g  -  «■ ) +  shfrshS,, +  (28)

(ch2̂  -  cos2 d )V*(ch4o -  COS 0 )

+ ^ ( 0OU,)X

X -  ik<fl

здесь cos

sin i3sin O’c o s(a  -  a ')  -  sli^sh^,, 

(c h 2£ - c o s 20 ) (ch£0 - c o s $ ')

©out =  sh £ (c h 2£ - c o s 2fl) Отметим,
что множитель перед выражением в фигурных 
скобках в формуле (28) имеет тривиальный вид в 
сферических координатах: ехр(/А0г ) /г .  Нормаль
ная производная от (28), проинтегрированная по 
поверхности пузырька (значение потенциала на 
границе фДсо) = <р(с,, 0 )|, , постоянно), обращается

в нуль. По этой причине рассеянное поле будет 
определятся интегралом от нормального смещения:

«Уо 2 . 2с 2я я _  £__ ^o_sh q()
<psc = ■ М sin -d'd-d"

г  4л J g (ch^0 -  cos O')■ \ 2

x [1 + И 0О11|)] I -  IX

(A|)0 )sin Osin Q 'co s(a  -  a ')  

(c lr’^ - c o s 2 O)'^ (ch^ 0 — cos O')
Co -  (29)

-  /'[1 -  ^ (0Ou«)]
(A„^)sh^0shc,

(c lr i;  -  c o s2 0 )  ̂ (ch^0 -c o s O ')

x  Co +  [1 +  K(0OUI)]4 , .

- X

Вычисление интегралов приводит к следую
щим выражениям:

/*оГь
ф1с’ = - | фГ  <2[1 + H(0 in)]e

e,k,'R 0& 2[\ + »x(0HUl)] eik*
=  —  [I +  K(0l)UI)]/?,; Д/?(()),

r

<  = -  ^ (0 ol„ )]c o s0ои1/?2ДЛ(|1) x

х { -/(й 0А)-/(А:0Л(1) [7 ) /п 2]) ,

(-го2 + Q ; -  /(Л0 2) ДЛ,0) =

= Ч-/о» ^ [ 1  + У(в-1Я)](е1кл/г0),
,  0 (30)

ф Г  = * -  [1 +  K(0OUI)]
г

Ф ^ ’ = —  [\ + Y(Qoul)]R tb R lb,
г

(-со2 + Q 2 -  /(/?0 ш/cK7,Qj)ДЛШ) =

= ( - /c o ) ( /M ) ^ c o s 0 in [1 -  К(01п) ] ( ^ / г о),
«о

( - (О 2 +  £22 -  i(R(l co /cK 7 ,Q 2 )  A R ab) =

= (~i(o)(ik0)QDcosQin [1 -  И(0!п)](ейл/го).

Вклад от второго слагаемого в первой строчке (29)
фЦи> равен нулю, для вклада от первого слагаемого
во второй строчке (29) введено обозначение 
а вклад последнего слагаемого представлен в виде
суммы ф^° = ф^ 01 + ф '^ 1. Данную систему можно 
записать в более симметричном виде:
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ф =  _____ 11______________ _____________  X
г  [-со2 + Q 2 -  i(R0 (o/c-K7,Q2 ]

х {[i + v  (е„ш)] й 2 [l + H(ein)] -  [l -  K(eoul)] x

x  c o s0 oul[/(*„A)Q2 +/(Л„Л0)/)][1 + K(0in) l -  (31) 

-  [I + K(0ou,)][/(*OA)Q2 + /(A0/?(l) /) ]x

x cos0in [1 -  V(0i„)]} C?- ■
n>

Выражение (31) учитывает вклад монопольной 
и дипольной составляющих. Отметим, что рассе
яние носит анизотропный характер (даже для мо
нопольной составляющей) за счет тех каналов, в 
которых происходит взаимодействие с межфаз
ной поверхностью — слагаемые, пропорциональ
ные И(0ои|), K(0jn). Мы не приводим вклад в рас
сеянное поле от поправки AG  и не учитываем по
правки при вычислении асимптотики функции 
Грина. Это будет сделано в отдельной публика
ции при описании рассеяния импульсов на пу
зырьке, расположенном вблизи межфазной по
верхности. Именно в этом случае становятся суще
ственными поправки в окрестности критических 
углов: полного внутреннею отражения, угла Брю
стера, скользящего направления.

ОБСУЖ ДЕНИЕ
Сопоставление с результатами недавних ис

следований поведения пузырька вблизи границы 
1131, основанных на модели, заменяющей меж- 
фазную поверхность зеркальным пузырьком и 
использующей феноменологический параметр 
для описания его связи с исходным включением, 
демонстрирует достоинства предлагаемого под
хода. Все результаты, включая рассеянное поле, 
не содержат феноменологических параметров, а 
используют материальные параметры контакти
рующих сред. Формула (31) предсказывает гораз
до более широкий спектр эффектов, нежели вы
ражение (63) в работе 1131. Это, в первую очередь, 
включает анизотропию рассеяния, характер из
менения величины рассеяния при приближении 
пузырька к границе раздела с более тяжелой или 
легкой жидкостью.

В работе анализировалось рассеяние на оди
ночном включении. Обобщение на случай ансам
бля пузырьков достаточно просто осуществить 
для разряженного газа включений, когда можно 
использовать приближение однократного рассея
ния. Нарушение пространственной изотропии 
вблизи границы затрудняет применение прибли
жения самосогласованного поля для достаточно 
плотных скоплений пузырьков.

Для интерпретации физических механизмов, 
лежащих в основе современных методов ультра

звуковой очистки (UAS), важными представля
ются результаты, описываемые формулами (16), 
(17) и иллюстрируемые рис. 2. Весьма значитель
ная амплитуда дипольных колебаний означает, 
что микропотоки, генерируемые стенкой пузырь
ка вблизи границы 114|, будут на порядки превос
ходить течения в окрестности свободного пу
зырька, индуцированные действием монополь
ных и дипольных колебаний 115, 16|.

Хотя все приведенные выше результаты отно
сились к поведению пузырька у плоской границы 
раздела, внутренняя (конформная) симметрия 
задачи, определяющая эффективность использо
вания бисферических координат, позволяет най
ти аналитическое решение и вблизи сферической 
поверхности, а по существу — в окрестности ом- 
билик достаточно плавной неровной поверхно
сти. Такая возможность продемонстрирована на 
простейшем примере — связанных колебаниях 
пары пузырьков 117|.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Проведенные исследования позволили опи
сать особенности динамики пузырька вблизи 
межфазной поверхности и определить поведение 
рассеянного поля в дальней зоне. Получены ана
литические формулы, определяющие зависи
мость амплитуды радиальных и дипольных коле
баний от размеров пузырька, расстояния до гра
ницы и физических параметров сред. Показано, 
что использование приближенной модели, учи
тывающей только вклад низшего члена разложе
ния во взаимодействии пузырька и его зеркально
го изображения, обеспечивает хорошую аппрок
симацию точного решения. Найдено, что при 
приближении к границе дипольные колебания 
становятся сопоставимыми по амплитуде с ради
альными. Следствием данного обстоятельства яв
ляется значительный рост микропотоков, гене
рируемых пузырьком.

Работа выполнена при поддержке ДВО РАН 
(проект Дальний Восток №  15-1-1-021) и ТОН 
ДВО РАН (проект №  117030110034-7).

ПРИЛОЖЕНИЕ А

АСИМ ПТОТИКА Ф У Н КЦ И И  ГРИНА

Первые два члена асимптотического разложе
ния интегрального представления для функции 
Грина (2) получены в работе |1 |.  Для справоч
ных целей эти результаты приведены в данном 
приложении. Вклад первого слагаемого во вто
рой строчке у р авн ен и я (2) приводит к функции 
Грина для свободного пространства, и первые 
члены асимптотического разложения вычисля
ются просто:
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С .(г,г ') =  еХР<а »1Г- Г1) . г- 1 ; + ikn.
г -  г

Вычисления вклада от второго слагаемою, для 
обозначения которого мы будем использовать сим
вол G (г, г'), приводит к следующему выражению 111:

С-(г.г') = от — 1
г -  г' + 2г'е. от + I

+ ik  о т + 1 —2•пп + 2тгС{ М)
от2 -1

С(п,т) =

(1 l ( t i - l ) ( m - l ) )

\(«  + i)(ot +  i)J

(-»■’ - 1),/! (, , I(w-1 )(ot-1)']
l  V(« + D(W + I)J.

2( / i 2 -  1)'/2
0 - т 2)3/2

2 ( \ - п 2)'12
im 2 -  W 2

arctg

arctg

f(/i -  1)(1 -  от)
(n + 1) (от + 1) 

f(l -  /|)(от — I)
(n+ l)(w + 1)J’

n > 1, от > 1;

n > 1, m < 1; 

n  < 1, от > 1;

c - » 2> % b
(1- w) ( I - ot)'|
(/1+ l)(OT + l)J

1 + , (1- л ) ( 1-о т ) '|

V(n + l)(OT + l)J

n < I, от <  1.

Таким образом, функции Грина нулевою и 
первою  приближений имеют следующий вид:

С0(г,г') = ; + : от — 1
Г - Г |г -  г' + 2г'е,|/я + 1

6',(г.г') = (/со/сК5|, С, = 2т ( т -  п) 
Lot2 -  I

+ отС(я,от)

Примечательно, что поправка первого порядка 
является постоянной, не зависящей от простран
ственных координат. В выражении для поправки 
нулевого порядка е г — единичный вектор в на
правлении оси Z-

ПРИЛОЖЕНИЕ /;

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ Ф У Н КЦ И Й  ГРИНА 
В БИСФ ЕРИ ЧЕСКИ Х  КООРДИНАТАХ

Функции Грина уравнения Лапласа исходного 
и зеркального источников имеют следующее пред
ставление в бисферической системе координат:

С+(г,г') = — ]—  =  =
г -  г

_  J c h c ,-  cos iT/clic,'- c o s tV  w
— ■ X

a

= ( 7 Х й а | - ^ л Т , а ' ) ^  = 
__________  ________ от + I

_  V ch^ -  c o s -dyjc h £ '-  cos iVm  -  1— X
а от + 1
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