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На основе спектрального решения эволюционного уравнения Бюргерса проведено численное мо­
делирование распространения интенсивных случайных акустических волн в недиспергируюших 
средах. Решена задача о восстановлении начального спектра сигнала по измеренным спектральным 
и биспектральным характеристикам принятого сигнала на коротких трассах.
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ВВЕДЕНИЕ
Обратные задачи нелинейной акустики возни­

кают как при нелинейной диагностике сред, ма­
териалов, изделий, строительных конструкций, 
биологических и геологических структур, так и 
при создании приборов, обеспечивающих опти­
мальное воздействие акустического излучения на 
мишень 11, 2|. Это обуславливает их важное при­
кладное значение. К одной изтаких задач относит­
ся определение начального спектра интенсивного 
акустического шумового сигнала но результатам 
измерения его спектральных и волновых характе­
ристик на определенном расстоянии от излучате­
ля 131. Сложность аналитического решения дан­
ной задачи обусловлено тем, что в процессе рас­
пространения интенсивного акустического шума 
происходит нелинейное взаимодействие его 
спектральных компонент, и в результате спектр в 
данном сечении связан с исходным спектром не­
линейным интегральным уравнением. Частично 
эту проблему можно решить, используя высшие 
статистические моменты шума, в том числе спек­
тры более высокого порядка |4, 5 |. Биспектры 
применяются п в аэроакустике при анализе реак­
тивных шумов современных самолетов 16—9 1. 
Так, привлечение для анализа спектров высокого

1 Статья подготовлена по материалам устного доклада 
на Шестой всероссийской конференции "Вычисли­
тельный эксперимент в аэрон кустике", 14 24 сентября 
2016 года, г. Светлогорск Калининградской области, 
h 11 р://сеаа. i та mod. ги.

порядка (биспектров) позволило объяснить более 
низкое затухание реактивного шума в области 
высоких частот, чем это было предсказано из л и ­
нейной теории распространения акустического 
шума. Использование биспектров позволяет не 
только проанализировать нелинейную эволюцию 
амплитудных характеристик реактивного шума и 
распределения их в частотной области, но и про­
следить за изменением фазы частотных составля­
ющих спектра.

В настоящей работе обсуждается использова­
ние биспскгров как индикатора процесса нели­
нейного взаимодействия. Известно, что для гаус­
сова шума все высшие спектры, и в частности 
биспектр, равны нулю |9 |. В среде с квадратичной 
нелинейностью по мере распространения волны 
за счет взаимодействия спектральных компонент 
возникает новая гармоника на суммарной частоте. 
Это приводит к денормализации шумового сигна­
ла и появлению ненулевых высших спектров. При 
этом биспектр отражает статистическую зависи­
мостьтройки спектральных компонент, появляю­
щейся из нелинейного взаимодействия гармоник.

В данной работе на основе уравнения Бюргер­
са проведено численное моделирование эволю ­
ции интенсивного акустического шума и прове­
ден анализ возможности восстановления на­
чального спектра сигнала по измеренным 
спектральным и биспектральным характеристи­
кам принятого сигнала на коротких трассах (до 
образования разрывов в волне).
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I. БИ С П ЕК ТРЫ  КАК ИНДИКАТОР 
НЕЛИНЕЙНЫ Х ИСКАЖ ЕНИЙ 

АКУСТИЧЕСКИХ ШУМОВ

Распространение плоских интенсивных аку­
стических волн описывается уравнением Бюр- 
герса, которое в безразмерных переменных 
имеет вил 11. 101

= о )
Эх Э/ г)/‘

При записи уравнения ( I ) использованы без­
размерные переменные

V = — , х  = — , (2)
Р о l.sii

где р — акустическое давление, р0 — акустическое 
давление на апертуре излучателя, z — координата 
вдоль акустической оси, / -  время в системе ко­
ординат, движущейся вместе с волной со скоро­
стью звука с0, Г — обратное акустическое число 
Рейнольдса (число Гольдберга), z — расстояние 
от излучателя, lSH -  расстояние, на котором об­
разуется разрыв в плоской гармонической на 
входе волне, равное

=  ( 3 )
еюРо

Здесь р0 — плотность среды, е — параметр квадра­
тичной нелинейности, (О — характерная круговая 
частота, с(| — скоростью звука, V0— начальная ам ­
плитуда поля.

В спектральном представлении уравнение 
Бюргерса можно записать в виде

- ^ Г ( ( Г  ' (с(ьхх)))2) = -Гсо2с(охх). (4) 
од: 2

В уравнении (4) использованы прямое и обратное 
фурье-преобразования:

с(ахх) = —  f У(х,1]е~"а'с/1 = Г (и),
2 п J

(5)

V ( x j )  = J  c(axx)eiu,'d l = F~\c ) .

Спектральная форма уравнения Бюргерса (4) 
описывает эволюцию фурье-компонент с(ы, х) 
интенсивных акустических волн и удобна для 
проведения численного моделирования распро­
странения регулярных и шумовых интенсивных 
акустических сигналов. Это уравнение также мо­
жет быть легко модифицировано для описания 
цилиндрических и сферических волн | II |.

Для стационарных случайных процессов спек­
тральная 5((0) и биспектральная Л\(со,, со,) плот­

А КУ С ТИ ЧЕ С КИ Й  ЖУРНАЛ том 63 № 6 2017

ности связаны со случайными дельта-коррелиро­
ванным и фурье-комлонентами соотношениями

(с(ш)с*(со,)) = S (со)6(со -  со,), (6>
(с(со)с*(сО| k'*(co,)) = Л',(со.со, )8(со -  со, -  со,).

Связь с корреляционной функцией (второй куму- 
лянтной функцией) х> 11 третьей кумулянтной 
функцией X} можно представить в виде |9 |

,S'(co) = —  f  х,(0.т)ехр(/сот)с/т.
2л J

— о о

+ о о  + о о

.S',(co,со,) = —Ц- f [  Хя(0,т.т,)х (7)
4л J J

— о о  —  о о

х  exp|i(cox + со,Т|)|<7т<7Т|.

Для гауссова шума все высшие спектры, и в 
частности биспектр, равны нулю. 13 среде с квад­
ратичной нелинейностью по мере распростране­
ния волны за счет взаимодействия спектральных 
компонент на частотах со,, со, возникает новая 
гармоника на частоте со = со, +  со,. При этом про­
исходит денормализация входного гауссова про­
цесса, и его высшие спектры уже не равны нулю. 
При этом из (6) видно, что биспектр отражает 
статистическую зависимость тройки спектраль­
ных компонент, появляющейся из нелинейного 
взаимодействия гармоник. Роль биспектра как 
индикатора описания нелинейных эффектов ста­
новится очевидной, если мы запишем уравнение 
для спектральной плотности Л(со. л), соответству­
ющее спектральной форме уравнения Кармана— 
Ховарта [12|:

г) Л (ох л ) _ _ р (D2A'(ca,.v). (8)
Эх

Здесь функция 7(0), х)  описывает нелинейное пе­
рераспределение энергии по спектру и определя­
ется через спектры более высокого порядка:

Г(ахл) = у  (С, ,(охх) -  6', ,(охх)). (9)

13 это уравнение входят высшие спектральные 
функции 6 \  ,(охх) и G', ,(ахх), связанные с биспек­
тром соотношением

G', ,(oxx)= J  S 2( o x i l ) d L l .

оо

G, ,(со,х) = |  Л\(о) -  Ll.LDc/Ll.

(Ю)

Таким образом, именно биспектры определяю т 
процесс нелинейной перекачки энергии по 
спектру.



598 ГУ РБАТОВ и др.

2. РЕШ ЕН И Е ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
О ВОССТАНОВЛЕНИИ НАЧАЛЬНОГО 

СПЕКТРА СЛУЧАЙНОГО ПОЛЯ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  ЬИСПЕКТРОВ
При исчезаюше малой вязкости обратная зада­

ча восстановления входного поля по профилю на 
некотором расстоянии от входа принципиально 
различается на дистанциях до и после образова­
ния разрывов 111. На начальной стадии при нуле­
вой вязкости (Г = 0) уравнение Ьюргерса перехо­
дит в уравнение Римана (уравнение простой вол­
ны). При этом решение как прямой, так и 
обратной задачи удобно представить в параметри­
ческом виде на основе решения уравнения мето­
дом характеристик |3 |.

Решение обратной задачи принципиально 
различается для регулярных и шумовых сигналов. 
Для регулярною сигнала можно выделить рассто­
яние до образования разрыва, где решение для 
поля сводится к уравнению простой волны, а ре­
шение обратной задачи однозначно. Для случай­
ных полей при гауссовой входной статистике 
разрывы начинаются при сколь угодно малых 
расстояниях от входа. При этом точное решение 
обратной задачи принципиально невозможно. 
Для анализа спектрального состава при (Г = 0) 
удобно явное представление фурьс-образа про­
стой волны 113]:

c(co,x) = ---------- х
2TC/C0JC

х J {ехр|-/'сохН0(г)| -  1}ехр(-/о)/у//.
(П)

На основе этого представления, а также соотно­
шения (6), легко получить выражения для спек­
тров и биспектров случайной простой волны, 
найденные в работах |4, 14, 15|. В частности, для 
спектра простой волны при гауссовых начальных 
условиях получаем выражение

- О  C D  ЛГ ш г  »  2 ~\

Л(сах ) =  S -—  е "™ *  -  I е~ш с1х. (12)
2лаз х  J L J

В (12) В(т) — корреляционная функция поля ско­
рости на входе, а а 2 =  Д(0) — дисперсия входного 
процесса. Это выражение описывает спектр про­
стой волны, для которой затухание отсутствует. 
Тем нс менее, интегрирование по всем частотам 
показывает, что (12) описывает уменьшение 
энергии простой волны 1161. В |1 , 17, 18| показа­
но, что данный эффект связан с тем, что спек­
тральное представление многозначного решения 
Римана соответствует переходу от многозначного 
решения к однозначному, которое представляет 
собой суммирование ветвей многозначного реше­
ния с различными знаками и качественно имити­
рует затухание на разрывах. В 119| было показано.

что на начальной стадии этот эффект достаточно 
мал, что позволяет надеяться на решение образ­
ной задачи.

В работе |4 | аналитически получено выраже­
ние, которое связывает между собой спектральные 
и биспектральные характеристики, измеренные 
для достаточно коротких трасс (до образования 
разрывов в исходной волне) с начальным спектром 
шумового акустического сигнала:

50(со) = S(ox х )  -  ^ х  /  (ох х ). (13)

Таким образом, измеряя спектр и биспектр в се­
чении .V и используя соотношение (13), можно 
восстановить вид начального спектра на входе в 
нелинейную среду -  решить обратную задачу не­
линейной акустики.

Для численного моделирования эволюции 
случайных интенсивных акустических волн ис­
пользовано уравнение Ьюргерса в спсктразьной 
форме (4). Для реализации численного моделиро­
вания на основе уравнения (4) была предложена 
итерационная схема с использованием быстрого 
преобразования Фурье, которая позволила вычис­
лить спектр и профиль волны на любых расстоя­
ниях ог источника 1111. Отметим, что данная схема 
решения уравнения Ьюргерса удобна для числен­
ного анализа эволюции как детерминированных, 
так и шумовых сигналов.

Для моделирования шума У(х, I) был использо­
ван генератор случайных чисел, который позво­
лил сформировать гауссов случайный процесс с 
нулевым средним и единичной дисперсией. И с­
ходный процесс задавался с шагом по времени 
At =  0.001 с и длиной реализации 2048 (т.е. 2м) 
точек. Программы для быстрого преобразова­
ния Фурье (прямого и обратного) брались из 
встроенной библиотеки MATLAB, где и проводи­
лось непосредственно численное моделирование. 
Для получения конкретного начального спектра 
использовалась цифровая фильтрация исходного 
случайного процесса. Для реализации спектра, 
на нулевой частоте равного нулю, применялся 
полосовой цифровой фильтр, а для получения 
спектра, отличного от нуля на нулевой частоте, 
использовался фильтр низких частот. Для сгла­
живания частотного спектра на границах приме­
нялось окно Хэмминга, что позволяло умень­
шать боковые лепестки спектра после фильтра­
ции. Безразмерное число Гольдберга задавалось 
равным 0.01. что соответствовало значениям числа 
Рейнольдса, равным 100. На основе полученных 
реализаций фурье-образов поля скорости по стан­
дартным программам MATLAB вычислялись кор­
реляционные функции и биспектры на различных 
расстояниях от входа. Усреднение для получения 
спектральных и биспектральных характеристик 
проводилось по 1000 реализациям. Далее на осно-
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Рис. 1. Эволюции функции перераспределения энер­
гии но спектру Т(ы,х) для случая I -  когда начальный 
спектр в нуле отличен от нуля.

не выражений (9). (10) вычислялась функция Г(со. 
.х), описывающая нелинейное перераспределение 
энергию по спектру, и по формуле (13) восстанав­
ливался входной спектр.

Известно, что для акустической турбулентно­
сти спектр на нулевой частоте является инвари­
антом и не меняется по мере распространения. 
Соответственно, эволюция акустической турбу­
лентности происходит по качественно разным 
законам |1 |. Именно поэтому мы рассмотрим 
здесь два случая: I — когда начальный спектр в 
нуле отличен от нуля, т.е. спектр на входе имеет
вид Л'п(оэ) ~  ехр(-со’); 2 — когда начальный спектр 
в нуле равен нулю, т.е. спектр на входе имеет вид 
,S'„(co) ~  со2 exр (-со2).

На рис. 1—4 представлены результаты числен­
ного моделирования функции 7'(со, х) через спек­
тры высшего порядка (используя выражения (9) и
(10)), начальный спектр S0(m) (с учетом поведе­
ния спектра на нулевой частоте — случаи I и 2), 
спектр на расстоянии х  от входа в нелинейную 
среду 5(со, х) и восстановленный начальный 
спектр S„(со) с учетом схемы численного решения 
эволюционного уравнения Бюргерса (4) для двух 
типов начального спектра.

На рис. I изображена функция Т(со, х)  на рас­
стояниях меньше характерного расстояния об­
разования разрывов в волне. Положительные 
значения ф ункции соответствуют подкачке 
энергии в частоту со, отрицательные — утечке 
энергии из частоты со. Из графика видно, что не­
линейное взаимодействие приводит к перекачке 
энергии в область высоких частот. Из рис. 2 вид­
но. что практически во всей энергосодержащей

Рис. 2. Восстановленный начальный спектр интен­
сивного шума, когда начальный спектр в нуле отли­
чен от нуля (случай I).

области восстановленный спектр достаточно хо­
рошо совпадает с начальным спектром.

На рис. 3 и 4 представлены функция 7’(со, х), 
начальный спектр Л’„(со), спектр на расстоянии д 
от входа в нелинейную среду Л'(со, х)  и восстанов­
ленный начальный спектр 5„(со) для случая 2, ко­
гда начальный спектр в нуле равен нулю. При 
этом, как видно из рис. 4, полное затухание 
энергии шума уже существенно. Таким образом, 
формально мы находимся за пределами приме­
нимости формулы (13). Ф ункция / ’(со, х)  (рис. 3) 
в малой области низких частот принимает поло-

Безразмерная частота со/со„

Рис. 3. Эволюция функции перераспределения энер­
гии но спектру 7'(о>,х) для случая 2 — когда начальный 
спектр в нуле равен нулю.
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Безразмерная частота <о/<о0

Рис. 4. Восстановленный начальный спектр интен­
сивного шума, когда начальный спектр в нуле равен 
нулю (случай 2).

жительные значения — это означает параметриче­
скую генерацию гармоник на разностной частоте 
вследствие нелинейного взаимодействия высших 
гармоник. На данных расстояниях поглощение 
энергии происходит в области достаточно высо­
ких частот, и функция '/'(со, лг) в области промежу­
точных частот практически равна нулю. Это озна­
чает, что в этом диапазоне перекачка энергии 
вверх по спектру преобладает над генерацией но­
вых высокочастотных компонент. Несмотря на 
то, что в данном примере затухание энергии весь­
ма существенно, восстановленный спектр доста­
точно хорошо воспроизводит спектр на входе. 
Основные отличия связаны с высокочастотной 
частью спектра, универсальное степенное пове­
дение которой обусловлено образованием раз­
рывов. Образование разрывов приводит к прин­
ципиальной невозможности строгого решения 
обратной задачи во всем частотном диапазоне.

И заключение обсудим принципиальную воз­
можность решения обратной задачи с учетом обра­
зования разрывов. При исчезающе малой вязкости 
(Г —> 0) решение уравнения Бюргерса имеет вид
И .  16 |

V (/..г) =  -  Т*(Л-- ,̂ (14)
-V

где т*(/,д) — координата абсолютного максимума 
функции G (т./.дг) по переменной т.

g (x j , x ) = /•;, (х) (Т - / ) -  
2х

I
F0(t) = \ v ( , ' ) d t \

( 1 5 )

Это означает, что решение уравнения Бюргер­
са сводится к принципу относительного макси­
мума — отысканию координат абсолютного мак­
симума функции 6 '(т ,/ ,д ) , представляющей со­
бой сумму действия /г0(т) — интеграла от 
начального поля скорости и параболы с центром 
в данный момент времени и кривизной, определя­
ющейся расстоянием от входа параболы. Процеду­
ра отыскания абсолютного максимума допускает 
наглядную графическую интерпретацию: абсо­
лютный максимум функции совпадает с первой 
точкой касания функции /•;, (х) и параболы

P(x,t,x) = h + ( x - l ) 2/ 2 x  при уменьшении пара­
метра /; из бесконечности.

Подставляя координату точки касания т*(/,х) в 
выражение (14), мы получим поле V(t.x)  в момент 
времени /н а  расстояниих. При малых* и при лю ­
бых временах точка касания параболы и началь­
ного действия единственна при всех / (функция 
G(x, l ,x )  имеет единственный максимум) и, сле­
довательно, поле V(i,x)  непрерывно. Это реше­
ние соответствует решению простой волны, и при 
этом возможно однозначное восстановление 
входного профиля. По мере удаления от источни­
ка (ростах) парабола становится все более пологой 
функцией, и при некоторых парабола касается 
начального действия сразу в двух точках |т„,.тш(||. 
При этом весь участок входного профиля из ин­
тервала |Тт ,т ш+||  поглощается разрывом.

Таким образом, после образования разрывов 
принципиально невозможно решить обратную 
задачу на всем пространственном интервале. При 
этом параметры разрыва (амплитуда и скорость) 
несут информацию лиш ь об интегральных харак­
теристиках начального поля на интервале 
|т т ,т т+| | 111. В частности, в |20 | на основе асимп­
тотическою  решения (14), (15) показано, что на 
больших расстояниях профиль волны определя­
ется лиш ь периодом входного возмущения, и для 
случая вырожденного параметрического взаимо­
действия интенсивных акустических пучков этот 
эффект исследован экспериментально.

В заключение отметим, что из приведенного 
выше рассмотрения видно, что использование 
биспектров позволяет восстановить информацию 
о  начальном спектре интенсивных шумовых волн 
на начальной стадии распространения.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 
№  14-12-00882.
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