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Предложен итерационно-асимптотический метод расчета комплексных дисперсионных кривых 
для изотропно-слоистых пластин. На первом этапе в явном виде выводится дисперсионное уравне­
ние и его предельный вид в статике. Исследуются предельные переходы к совпадающим материа­
лам или к исчезающе малым толщинам слоев. Подробно анализируется частный случай материалов 
с совпадающими модулями сдвига. Определяется асимптотика статических корней при большом 
значении модуля корня, оценивается погрешность асимптотики и предлагается итерационный ме­
тод расчета точных значений корней. Далее выводится длинноволновая асимптотика дисперсион­
ных ветвей и доказывается, что всякая комплексная дисперсионная кривая имеет протяженный по­
логий участок. Асимптотика тем точнее, чем ниже частота и чем выше значение номера кривой. 
Точные значения волновых чисел на дисперсионной кривой также находятся с помощью итераци­
онной процедуры. Приводятся примеры расчета дисперсионных кривых.
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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что спектр волновых чисел в полуо- 

граниченных упругих волноводах, вообще гово­
ря, комплексный и не сводится ни к какой крае­
вой задаче с вещественным спектром 111. Ф изиче­
ски наличие комплексных волновых чисел 
объясняется конверсией Р- и 5-волн при их взаи­
модействии с границей, так что при каждой кру­
говой частоте со волновод конечной толщины 
имеет конечное число вещественных и мнимых 
волновых чисел к п(со) и счетное множество ком­
плексных. Математически это выражается в сов­
местном (векторном) рассмотрении решений 
волновых уравнений с различными скоростями 
распространения при связанных краевых услови­
ях. Исключение составляют задачи для волн с 
SH -поляризацией в плоской геометрии и волн 
кручения в цилиндрических телах, а также задачи 
с "перекрестными" граничными условиями (типа 
условия проскальзывания), где Р- и 5-волны при­
сутствуют, но их конверсии при данных гранич­
ных условиях не происходит, и рассмотрение 
можно разделить на скалярные задачи.

В настоящее время имеется ряд эффективных 
численных методов для построения дисперсион­

ных ветвей. К ним можно отнести метод матриц 
распространения |2—6 |,с  возможной последующей 
дискретизацией волновода по толщине с использо­
ванием метола коллокации |7 |, метод конечных 
элементов |8| и их различные комбинации с вариа­
ционными подходами |9|. Использовались также 
разложения искомых собственных волн по специ­
альному базису 110|. Общее достоинство этих под­
ходов — в применимости к неоднородным волново­
дам достаточно сложной конфигурации, возмож­
ности избежать трудоемкого аналитического 
исследования сложных трансцендентных диспер­
сионных уравнений и рассчитать все веществен­
ные, мнимые и несколько комплексных диспер­
сионных кривых в разумном диапазоне частот. 
Общим недостатком является неполнота инф ор­
мации обо всем спектре [к„ (ш)} в силу роста раз­
мерностей и погрешности при п §> 1. Тем не ме­
нее, существуют задачи, где эта информация необ­
ходима — при разложении поля в ряд по 
собственным функциям с использованием обоб­
щенной ортогональности 111 —131. нахождении тен­
зора Грина [14—16|, применении неотражающих 
граничных условий [17, 18|, в задачах дифракции и 
выделения сингулярности 119—22| и т.д.
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Для простейших волноводов в виде однород­
ных пластин и круговых цилиндров бесконечная 
часть спектра удачно описана с помощью асимп­
тотик: при п —» +°о найдены приближенные ((юр- 
мулы для {кп (0)} 123—281. и поведение дисперси­
онных ветвей хорошо описывается первыми чле­
нами разложения к„ (со) в ряд по частоте. Для 
слоисто-неоднородных упругих волноводов по­
добные фундаментальные результаты в литерату­
ре отсутствуют, и ниже представлена попытка ча­
стично восполнить этот пробел.

МАТРИЦЫ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
И Д И С П ЕРС И О Н Н Ы Е УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим сначала общее описание поверх­
ностных волн с PSV-поляризацией в слоистой 
пластине, где у-й упругий слой толщины 
hj = zj+1 -  Z, занимает область < х  < +°°, 
г , < г < Zj+1 (у = 1,2,...,л) вдекартовых координа­
тах (х, г), имеет постоянные плотность р у и коэф­
фициенты Ламе \ j ,  р у. Зависимость процессов от 
времени примем в виде ех р (-/о )/), и в очевидных 
случаях этот множитель и номеру опускаем. Поле 
перемещений и = (их,иг) связано с тензором на­
пряжений законом Гука

°xv —
1 й 

с

о хх = Xdivu + 2 р Э  хих 
а х; =М (д .их + д хи .)  
о ., = Xdivu + 2gd<w<

( I )

и удовлетворяет уравнениям движения и услови­
ям непрерывности на границах раздела:

d iva + pci) u = 0, (2)

[ ° « ]  =  =  0- Ы  = ["*] = 0- (3)
Однородные граничные условия на лицевых 

поверхностях могут быть заданы в виде нулевых 
перемещений, комбинаций из нулевых переме­
щений и напряжений в различных направлениях 
или в виде свободных границ:

=  о  к  = 0, (4)
что отвечает обобщенным волнам Лэмба в пла­
стине. Как известно, спектр волновых чисел {/:}

для волн вида и ' 1 = v1' 1 (г)ехр(/Л х - i to l ) ,  удовле­
творяющих (I)—(4), при всякой частоте имеет ко­
нечное число вещественных и чисто мнимых значе­
ний к (щ) и счетное множество комплексных корней 
Re, 1 m к  (со) & 0 соответствующего трансцендент­
ного дисперсионного уравнения, с точкой сгуще­
ния на бесконечности.

Для получения дисперсионного уравнения введем 
матрицу распространения |2 -6 | и для одного слоя 
толщиной И = Z2 ~  Z\ с лицевыми поверхностями 
Z ’ = Z = Z\ получим ее в замкнутом виде. Мат­
рица распространения Рь(/;): £ (г3) =  Ри(Л)х5=(г,) 
для псевдовектора перемещений и напряжений
|  =  ( - ik  'их к 'и. к а . г - i k  а . , ) 1 может быть 
представлена в виде

Р|(Л) = М | хЛ(А) х М р  М

1 1 -Y.v Y.v
-Y р Yр 1 I 
2ц к 2рк -2рул 2py.v 

“2rY/> 2ру/> 2рк 2рк
А(Л) = d iag [£ ;, e ;  e -s / : ; ] •

Y2'1 Y,(2Yp ) ~ '  _Y(4|i) ' -Y(4PY.)

y2_I “ Yi (2Yp ) ' -Y (4p) ' Y(4PY/.)'1

Y,(2y sY ' У2"‘ -Y(4pY.v)"' -Y (4p)“' (5)

-Y .(2y.v)“' Y2 ' Y(4pY.v) ' -Y (4p)-'

=  e TYp* \  E ' = e Ty'kh, y P.s= ( \  ~ k 2 k 2V 2P.SK  ) >

= 2 k2Ay2 = 2c 2c 2-, Y, = у — 1, k PS = t’>c,.'v.
рус2 = р2к 2к х 2ш2к  2 = 2р, руу,с2 = р ( у -  1)с2 =

= 2р -  р.k2sk  2 = 2рк, к = 2 1 (2 -  k 2sk  2) = у,у ',
-(2Рс2)-' = -^ (2 р (о 2)-' = - * 2(2р*2)-' = -у (4 р ) - ,
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\ ( Н )  = е Е , + е  'Б .  =

E t  = d iag [0  F*P О F ; ] ,  (6)

Е = d ia g [ />  О Fs  о ] , F̂ _s  = е *Ь™~')к\

ления (5) является нахождение М £ и IVI11 в за- матрицу распространения (5) также разложим но

где с = озк — фазовая скорость,

Ср =  ((X + 2р)/р]1',~ и Су = (ц /р ) 1̂2 -  скорости Р- и 
5 -волн соответственно. Достоинством предсгав-

мкнутом виде. Преобразуя матрицу А (//) к виду экспонентам е ± 1.

Р, =

Р =

Ре = еР, + е ‘Р_, Р , =  М ^ х Е *  х М ^ 1,

YY pf p ~
Y i F^

Y.v у

р ( к у ^  ~ Y \ Fs ) M

■ ^ L + YYsFs 
Y /•

Y_

4p
'  f :

A - Y  s Fs  
\ y  p

y_
4p

F*''
-Y PFp

Y.v у

( _ ^  + YVs, ; )  * ( - M ) 1

M ( - Y i  F p  +  K y F _ ; )  ^ f - Y  PF p  +  ^

-  ,  Л  Y.V

U y F p - y ^ )  I  _  y y s Fs M - f ;  + fs )
2 '  ’  2 ^  у p 4 p '

к Fp
-Y  sFs

c*  KYlEs  YYpFP -
Y.v

Y_
4p

Y p

+ YsFs  
Y/*

-YYp̂ +  — I ~(—Yî > + Ŷ s~) y  
2 ' ' 4pY.v

р (к у />  -  Yi^ у ) В

_\
~YY pfp + *Yi*lv

Y.v

2
KYi/'/- r—- LL-i-  -  YY.v^v 

Y/>

M {~YtFp + KyFs )

Y pf p ~ Es.
Y.v

c-  kFs Y pFP ------
Y.v

k F o n -
---- - + Y s Fs

Y p

(7)

Полагая |A| 1, из выражений (5)—(7) найдем 
асимптотические разложения Pt в ряд по степе­ P* = lim (AP+) +  Р^0)) = — f - 4)

У - — У
2М

ням к,  которые принимают вид Ср) 2 p J7 - У

P. = X lpil) + P!'l) + X '1P ^ ') -l-X"2P l'2,+ ..., (8)

причем P | '5’ = 0(co2), s  > 1, так что предельные 
выражения при со —» О примут вид

<1>->0
( Су1) J —E j
\ ' - Ч 2м
V Ср) 2pJ - J

+

А
2ср

I

(1-1) - f ( l - I )
2м

2ц (1 — I) -(1-1)
1 - f o - i )

2Ц

+

- 2 p ( l - I )  I
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0 - 1 )  - f ( l - I )
2Ц

2Ц (I I) -0 - 1 )
+ (10)

1 т -0 -0 ‘ 1 Г 1 0"
2м

_2м(1 - I )  I
, J = -1  -1 , I = 0 1

+

(9)

+ 1 
2

При рассмотрении многослойной пластины 
условия межфазного контакта (3) позволяют по­
лучить итоговую матрицу распространения Р: 
S (ze+,) =  P x i U i )  в виде

Р = Р, (/;„) х Р ? (/;„_, ) . . .х Р ? (А,),

*%{hj) = ej ?l i) + e-j 'v[i), ( И )

h, = Zjt \ -  Zj, ej =
kh.- П
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или it экспоненциальной форме с представлени­
ем компонент в замкнутом виде:

р  = Z  Р (* |,т 2,...,т „ )е х р  k Y j Xihj
(X|.ti т„) ]= I

Р (*И*2......T») = n Pw 7 )’ XJ = + ’

( 12)

где суммирование ведется по всем различным со­
четаниям знаков (Т|, т 2, . .., т„).

Дисперсионное уравнение получается прирав­
ниванием к нулю определителя такого минора 
матрицы Р вида (II) или (12), чьи номера строк и 
столбцов соответствуют однородным граничным 
условиям на лицевых поверхностях. Например, 
условиям (4) для двух свободных поверхностей 
соответствует минор с номерами строк 3, 4 и но­
мерами столбцов I, 2. Если расположение слоев в 
пластине симметрично, го можно рассмотреть 
лиш ь ее верхнюю половину, заменив условия (4) 
на нижней лицевой поверхности условиями на 
срединной поверхности z = 0:

их = 0, о ,г =  0, (13)

для антисимметричных волн (задача изгиба, ми­
нор с номерами столбцов 2 и 4), или условием

и, = 0, a xz =  0, (14)

для симметричных волн (растяжение—сжатие, 
минор с номерами столбцов I и 3) с соответству­
ющими дисперсионными уравнениями вида

Ф (А,со) = 0 (|5 )
(Ф = Д544 = del Р ( ;4) ил и Ф = Д334 = d c tP (  й ))  •

Левые части уравнений (15) также могут быть 
найдены в замкнутом виде. Покажем, как это 
можно сделать, на примере трехслойной пласти­
ны с симметричным расположением внутреннего 
слоя |г| < А, (среда I) и двух одинаковых перифе­
рийных слоев А, < |г| < А, + А, (среда 2). Получаем 
разложения по экспонентам:

р?(А2) р5(А.) = (*2Р+2 + e 2- ,pV ) x ( e , p :  + е , У )  =
- I  - I  -1 - I  (16)=  е2е,А + е2 е,В + е2ех С + е2 е, D,

А = Р(+ ,+ ) =  р ; х р | ,  в  = Р (+ ,- )  =

= Р_2 х Р :,С  = Р ( - ,+ )  = Р ; х Р ', (17)

D = Р ( - ,- )  = p f х Pi,

= (е\е2)2 Лы + ( ^ / е 2): + (е2/ е , ) '  С2] +

+ (е,е2у 2 D\;  + е 2Н[ + е \ н \  + е \2Н 1 + (18)

+ e22H l+ ( e ,e 2)0 Н°,

= (е,е2)2 А *  + (е,/«?2)2 В™ + (е2/ е ] )2 С,34 +
+ (е,е2)~2 D2* + е 2С\ + е \с \  + (19)

+ e?G [ + e22G 2 + (ete2) ° G \

где коэффициенты — либо соответствующие 
определители миноров А. В. С, D(A A,B,C,D),  
либо линейные комбинации определителей таких 
миноров, где один столбец взят, например, из 
матрицы А, другой из матрицы В ит.д ., в соответ­
ствии с равенствами (16) и (17). Такие очевидные
линейные комбинации обозначены как / /" ,  Н\,  

/ / ,  или о  , О ,, 0 ±.
Упомянем известный факт о неизменности 

дисперсионных уравнений в упругих волноводах 
на любой частоте при замене к <-» — к или замене 
к на комплексное сопряжение А, т.е. все волно­
вые числа могут быть получены симметричными 
отражениями из первого квадранта Re А > 0, 
1 ш А > 0 . Для случая линейно-вязкоупругих 
материалов при со *  0 имеется л и т ь  симметрия 
вида А <-» -А, но симметрия по квадрантам сохра­
нится в статике.

ПРЕДЕЛЬНЫ Й ВИД ДИ СП ЕРСИ О Н Н Ы Х  
УРАВНЕНИЙ (СТАТИКА)

Полагая теперь со —> 0, получим соотношения 
для коэффициентов в равенствах (18) и (19) для 
трехслойной пластины в статике:

л 34 rv34 134 /л 34 л 0 п34 /~*34
^24 — ~''24 — “ ^13 — *ЛЗ -  А , «24 “  “^24 “
= - В *  = С,3з = В", н \  = -G[ = ± к 2н \  ± н'о, 

И 2 = GI = к Н 2, / /"  =  G0 = А3/ / “ + А//,0. 

Прочие постоянные имеют вид

А = ~ { Ь 2/ а  2) 2 а 2а 2А
„  I | Ь\ °2

8ц ,
/ Р |Н 2 1 + 2 2 

V а \ а 2 )
А2'  ■ А, , г ( .  А Л

1X • + - ? +  р 2 | +  Л
а 2 V « 1 7

+ И Г | ' Л | *

А£

«2 7J

В" =_ I -(б г /о г )
2 г

«Hi

.2, 2\

А2''
' А а2

+ М: +

и 2?
«1 "2 7

Ь2) 1 - а;  V
2

° \  7 "2 7.

----2 1Х
"Г

н \  =  - 7 ^ ( В 2 - В |) х
2Pi

х \ Л
2А2Г . 2

Ь\

"2 7 L":
Ч (М 2 - Ц ,)  + Ц2 +Mi
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/ / '  —«о -
4Ц,

1 А,2А2 2ц |Р 2 ,

г r'1 <5 1 1 + МГ
г - \

| —
а\ а 2 а г ) а  |

х 2 Г ,  а,Л . 2 41 А,1
| + П - И з |  +  Л

а 2 , а \ а 2

Ч\ = ^ - ( Р 2 - ^ | )
2|i|

Ь± Л
a h 1-Аа ;  у

X _А£
2

iгч3. Mi) + M2 +M| L
а 7

2А,А|,
= ----- — (й2- м , ) : f l -

А Л
2 f . -

Mi «i

//Г  = М’А|
f
1 - а , Л

■> i -
/24
a 2

?
Mi 4 a i o2;

■ 2V 
*2
ч  /

+ 2Ц|Ц2А| А Л A2
) - 4 )1 2 2a2

+ niA, 1 + ^ г |  + 2ц,р,А,
Аз>

1 - Л
«2 Л1

где р„ — модули сдвига, и скорости Р- и 5-волн в 
средах а  = 1, 2 обозначены для краткости А„ = cSa, 
аа = сРа.

Соответствующие предельные формы уравне­
ний (15) примут вид

^°sh2A(A, +Л 2) +  5°sh2A(A, - Л 2) + (А2Я 2 +
V '  \  '  (20)

+ #d)sh2*A, ± АЯ,2с112АА, ± ^ ( а3я 3° + АЯ,°) = 0.

Здесь и д;и1ее верхние знаки отвечают анти­
симметричным волнам изгиба (18), а нижние зна­
ки — симметричным волнам (19). Отметим также,

что А" > 0, Я ", Я," < 0, s ig n / /2 = - s i g r ^ ,  = 
=  s ig n (p 2 -  Р |) , а для прочих коэффициентов 

возможны сочетания знаков: В" < 0 или В" > 0, и 
Яо > 0 или Я,1, < 0.

Предельный переход Л2 —» +0 означает 
Я 2, Ну —> 0 , и уравнение (20) примет вид 

P| 2~'  (l -  A2<7|2) (sh2AA, +  2АА,) = 0, а при A, —» +0 

получим Я 2, Ну —» 0 и аналогичный предель­
ный вид р ,2 " '(l -  А2(22 2 ) (sh2AA, Т 2АЛ3) = 0 для 
уравнения (20). При полном совпадении меха­
нических параметров сред I и 2 у р а в н е н и е (20)
преобразуется к виду p ( l - A 2a  х
х [sh2£ (Л, + Л2) +  2к (А, + А,)] = 0. Во всех этих 
частных случаях уравнения (20) отличаются от

классических уравнений для одного слоя 123—281 
лиш ь постоянным множителем.

ЭКСПОН ЕН ЦП АЛ ЬНО-ЛОГАРИФМИЧ ЕСКИ Й 
ВИД УРАВНЕНИЙ СТАТИКИ

Перейдем теперь к безразмерным постоянным 
и запишем уравнения (20) относительно пере­
менной £ = 2к (А, +  А2):

sh£ + ^ s h £ ( l  -  2(J) + ^ ^ 2+ ^ shp, х

v ,-2 ..ЗгО , w '()
х ^ ± — c h p ^ ± ^ ^  + ^ '  = 0,

2 2

Р =  ТА Г '  р | =  1- р =  7ГА Г *А, + И-, А, + Ат

. - 2 <21) 
А, + А, Д,

к -  н > , . * г = ^ ,

д-о -  Ц °
8Д, (Л, + Л2) 1' ‘ 2 Д, (А, + А2) ’

придав затем уравнениям (21) эквивалентный 
экс1 юнен циально-логарифмически й вид:

и  = / ю  <=> е  =  ь п у ( е ) = / /» + i n / ( t )  (22)
( Р = 2 л  и),

/ (С )  = Т, + Г, + Г, + ТА, (23)

т, = ± ^ | а3°|, Г2 = 4 2A jsh 3 ,t Г, =+5A,2chp5,(24)

7 ; =  ±£|А|°| + е~К + fl„sh(2p -  1)^ -  Aoshp,^. (25)

Уравнения (22) показывают естественное проис­
хождение “ ветвления” и нумерации своих корней, 
далее обозначаемых £„ по индексу п дисперсион­
ной кривой. Заметим также, что в множестве кор­
ней уравнений (21) всегда присутствует корень
Со = 0.

Для определенности рассмотрим в первой 
четверти комплексной плоскости. Знаки коэф­
фициентов будем характеризовать величинами

5 = sign (А2) = sign (Ц2 - Ц ,)  =  -sign  (Л2), ^

s, = ( s  + 1)/2.

Полагая |£| >  1 и р  >  1, естественно ввести после­
довательность приближений итерациями

С„ -  С!Г" = ip + In / ( с ! Г ) .  d 0) ^  ip = /2л«, (27) 

получая при m = 1 и m  = 2 из выражений (23)—(26)
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e = / *  + ln /(£ < 0>) ,

/ ( С )  =  ± /У  Щ  + />|л,°| + 1 + fi„sh (/2Р/>) -

-  ( - p 2h\ + Ao)sh +  ip x  

х  Afch(/‘P/>) ~ + р' |а"|с"'/,‘.
(28)

е = / р  + 1 п / ( е ) ,

/ ( ^ л ’) = 7j(2) + 7^2» + Ту2* + Т4,2\

7-<2» = т [ ^  +  1 п / ( е ) ] 3|Аз°|, (29)

т-«2> = - ( ф + 1 п / ( е ) ) 2х 

x A > [ p l (/> + l n / ( ^ l)))],
(30)

7 f  = +(/> + Inу ( ^ ,)))л,2сЬ{3(//7 + In / ( d " ) ) ,  (3D

т Р  = ч {? \а ? \+ е -* '+ (32)

+  ^ 0s h ( 2 P - l ) ^ <J ) - ^ s h 3 l^</f,).

r a e ^ “ / ( ^ ) ~ ( ± / > p | )  ' / ( U .  и предложим мо- 
дифициронаииую рекуррентную процедуру:

d'+" = С  + !n[e-C/(^ f))], С  = С- (35)

Оценим невязку 0„ =  (п  -> +°°). Не­
вязка удовлетворяет уравнению

О„ = Я(0„), g ( 0 „ ) ^ l n ^ " ' / ( C + O „ ) ,  (36)

и при р —» +оо в предположении |0„| <§ 1 выполня­
ется оценка

я (о„)
= In [ 1 + о ( р  % п) + о ( р  ") + 0 (/2  'in / ) ) ] .  <37)

Из равенств (33)—(37) вытекают следующие 
утверждения.

Утверждение 1. Для любых Я > О, 0 < е < (3 < 1 
при достаточно больш ихр каждый крут вида

ЧАСТНЫЙ СЛУЧАИ р, =  р ,
И АСИМПТОТИКА СТАТИЧЕСКИХКОРНЕЙ

При совпадении только модулей сдвига имеем
//1 = / / 1 = Ну = О, В " = 0, и уравнения (21) при­
мут частный вид:

Г1 <.,* О
sh^ + ^ s h P ,^  ± ^  = shi; + | s h p , £  Т

А 0 = »  
2

2\
I - *1

2
«2

/'I _ -  b{ /af
"<> “  2 1 f 2 /  21 - Ь 2/ а 2

А? = -2 Р,
■Af/af

+ Р ,
Х - ь Ц а ]

а в уравнениях (22)—(25) следует положить

/ ( 5 )  =  Г4 = ± ф '," | +  -  Aishp,^, т, = Т2 = Ту = 0.
Итерации (27)—(32) позволяют найти асимптоти­
ку корней (р  = 2лл >  I) по главной части £(н" в
виде

С  = \ п р +  1п (|а ',’|) +  /(/2 ±  л/2 ) .  (33)

Полагая в уравнении (22) t,,, = ip + - i p )  + 

+ In ĵ c преобразуем его к виду

^ ,  = C  + ln [c -?:' / ( ^ ) ] ,  (34)

|0„| < Rp~£ (38)

на комплексной плоскости отображается в себя 
вполне непрерывным оператором £ (0„).

Тогда по теореме Шаудера [29| в круге (38) 
имеется неподвижная точка 0„ = # (0„).

Утверждение 2. При достаточно большом р 
оператор g (0„) в круге (38) задает сжимающее 
отображение |#(0„)| < Я*|0„|. 0 <  R* < I .

Тогда всилутеорсмы Банаха |29 | рекуррентная 
процедура (35) является быстро сходящейся, при­
чем к единственной неподвижной точке в кру­
ге (38). а выражения (33) задают асимптотики ста­
тических корней с погрешностью не выше, чем 
о ) р  причем sup{e} = (3.

Это вполне согласуется с классическими ре­
зультатами для одного слоя |2 3 -2 8 |.

НИЗКОЧАСТОТНЫ Е АСИМ П ТОТИ КИ 
ДИ СП ЕРСИ О Н Н Ы Х  КРИВЫХ

Вернемся теперь к дисперсионному уравне­
нию (15) для общего случая. Ф ункция 'Р(А.о)) в 
уравнении (15) на я-й дисперсионной ветви мо­
жет быть представлена двояко, в частности как 
функция от квадратов

^ (^ „ (w j.o ))  = ф (а,;(ш: ) . ш : ) = 0, (39)
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что позволяет компактно записать ряд Маклоре- 
на для к 2 ((о ) по степеням со":

+

А,;(о)"') = к 2 (0) + ш

с о ^ )

+

2!
' И *

d (k " )

' М

d  (со2)
V /  ш =0

+ ...(A „(0) = W 2)-

э<1»/э (ая2)

<о=0 dtV dK L
кп (ы ) = кп (0) х

= о ( л - '( 0 ) ) .

х ,  .  ш !  d ( k « ) 2СО
k l  ( 0) ^ ( с о 2 )

т  Ш  А  и

< в = «
U ; ( o ) J

'П-

(40)

(41)

Опенка (41) означает, что при законе возраста­
ния |А„ (0)| = О(р)  (п —» +°°) с ростом п дисперси­
онные кривые будут начинаться со все более про­
тяж енною  пологого участка. Используя (39)—(41) 
и ограничиваясь двумя слагаемыми, получаем 
для такого случая низкочастотную длинноволно­
вую асимптотику к дисперсионной ветви:

* : »  = м  о )х

X 1 - со > ф /Э ( * . г )
‘ -! (о) эф/ э К 1 „ . 0

'/г (42)

Отсюда следует процедура расчета дисперси­
онных кривых. При малой частоте со асимптотика 
(42) выбирается в качестве начального приближе­
ния, и точное значение можетбыть рассчитано по 
итерационной формуле Ньютона:

к {Ы) =  к 11) -  ф (А ,0 ,со)[ЭФ(А,со)/ЭА) I
к-к'

(43)

При больших со начальное приближение на те­
кущей частоте может быть получено, например, 
экстраполяцией полиномом Лагранжа по уже по­
лученным точным значениям к„ (со) для предыду­
щих частот.

Остается дополнить представление о низкоча­
стотном спектре построением фундаментальных 
мод. Как было показано в [31— 331, даже в случае 
анизотропных материалов с несимметричной 
укладкой упругих слоев по толщине можно по­
строить асимптотически точные длинноволно­
вые низкочастотные уравнения движения и соот­
ветствующие дисперсионные соотношения — 
квадратичного порядка для изгиба и линейными 
для продольных мод. В случае изотропных мате­

риалов с коэффициентами Пуассона v , в слоях 
они примут следующий простой вид

со"

= 2

ZM*/-. tj)
j

’М *у+ | - г > )
1 -  V.

(44)

к ‘ (продольная мода).

со"

= 2

Х Р у (« /♦ .“  «у)

-  v ,

(45)

к (и згибная  мода).

и при несимметричной укладке слоев к (44), (45) 
следует добавить условие фиксированного распо­
ложения начала отсчета по толщине 132, 331:

j )  = Q (46)
7

Для расчета точных значений асимптотики 
(44), (45) могут использоваться вместе с уточняю­
щей итерационной процедурой (43), с последую­
щим применением экстраполяции начального 
приближения полиномом Лагранжа на больших 
частотах.

ЧИСЛЕННО Е ТЕСТИРОВАНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ ПРИ Ц, =  Ц2

Для численного расчета выбиралось значение 
Р = 3/4 (ЗА, = /г2) и параметры сред р, =  2700 кг/м 3, 

р 2 = 2170, р, =  р , = 0 .26790х  10 м н /м 2с коэф ф и­
циентами Пуассона у, =  0.37 и v 2 = 0.27.

Для статической задачи корни Х„ рассчитыва­
лись по формулам (35) с прекращением итераций 
при одновременном выполнении неравенств

t r - t f l s i o - 10 (или

Д *  (^</,)| < К Г 12) соответственно.
Точные значения вещественной и мнимой ча­

сти X,,, яля антисимметричных волн (Л) и симмет­
ричных волн (5) показаны квадратами и кружка­
ми на рис. 1а, 16 по разные стороны от оси п при
л = 1,2......50. Сплошными кривыми показаны
асимптотики (33).

Как легко видеть, асимптотики (33) хорошо 
согласуются с полученными численными значе­
ниями. Необходимое количество итераций (35) 
не превышало нескольких десятков. Относитель­
ная погрешность асимптотик показана на рис. 2, 
и для первых корней ее значения превышают 5%. 
Затем относительная и абсолютная погрешности
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Рис. 1. Вещественная (а) и мнимая (б) части корней и их асимптотики (сплошные кривые) изгибнмх (Л) и симмет­
ричных (S) мод при (5 = 3/4 и одинаковых модулях сдвига для п = 1.2,. ...50.

быстро убывают до сотых долей процента начи­
ная с п > 3, и чем больше номер моды п, тем точ­
нее аппроксимации (33).

Дополнительный контроль числа корней про­
водился с использованием принципа аргумента. 
На комплексной плоскости выбирался контур Г в 
виде сторон квадрата [0, р + я] х [0/, (р  + л) /'], 
(р  = 2лп ) с вырезом в виде четверти окружности 
малого радиуса г„ в левом нижнем углу для обхода 
всегда существующего корня = 0. Пример кон­
тура Г приведен на рис. 3, точные значения кор­
ней показаны квадратиками. Согласно нашему 
рассмотрению, внутри такого контура Г находит­
ся ровно л корней изгибных (и продольных) мод. 
Тогда при положительном обходе контура Г для

оо

А

S
•*«
20

I •
- 4  -

- 8  -

40 п

приращения аргумента должно выполняться ра­
венство

^ A r a rg [e ? - / ( U ]  =  «. (47)

Равенство (47) проверялось для изгибных и про­
дольных мод при обходе кон тура Г из исходной точ­
ки г0 + /0 при различных значениях /1 =  1...50, 

/•„ = 10 '...10  ’ плавало полное совпадение.

Рис. 2. Относительные погрешности асимптотик кор­
ней ^я для изгибных (Л) и симметричных (S) мод при 
|5 = 3/4 и одинаковых модулях сдвига для 
я=  1,2.....50.

Рис. 3. Пример расположения контура и нескольких 
первых корней {£„} для изгибных мод при |) = 3/4 и 
одинаковых модулях сдвига для р = 2лш (от = 3).
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Рис. 4. Вещественная (а) и мнимая (G) части волновых чисел kh (сплошные линии) и их асимптотики (пунктир) для 
(5 = з/4 при одинаковых модулях сдвига как функции Q для изгибных мод при п = 1.2.3.4.5.

Рис. 5. Вещественная (а) и мнимая (б) части волновых чисел kh (сплошные линии) и их асимптотики (пунктир) для 
Р = 3/4 при одинаковых модулях сдвига как функции LI для симметричных мод при п = 1.2.3.4.5.

В динамической задаче с теми же параметрами 
слоен и критериями точности рассчитывались без­
размерные волновые чисел 2А„ (£2)И в зависимости 
от безразмерной частоты £2 = 2 cd/j/ cV| (А — пол угол- 
ши на пластины) с использованием длинноволно­
вых асимптотик (42) и статических значений 
А„ (0) = £„ /2 . При больших значениях £2 начальное

значение А1"1 в итерационной формуле (43) аппрок­
симировалось трехточечным полиномом Лагранжа 
по рассчитанным значениям для предыдущих ча­
стот. Шаг по частоте не превышал 0.1.

При р, = р 2 и (3 = 3/4 полученные дисперсион­
ные кривые изгибных моддля п =  1.2,3,4,5 приве­
дены на рис. 4а, 46. Кривые для симметричных 
мод показаны на рис. 5а, 56. Рассчитанные кри­

вые представлены сплошными линиями вместе 
со своими асимптотиками (42), показанными 
пунктиром. Каждая кривая приведена в том ин­
тервале, где ясно видно как согласование с 
асимптотикой, так и начало расхождения.

Во всех случаях с ростом номера п интервал со­
гласования с асимптотиками растет (поэтому ре­
зультаты для п > 5 опушены). Для уточнения на­

чальных приближений А1"1 волновых чисел всюду 
в расчете было достаточно 3—5 итераций. Отме­
тим также, что 1т(А„((й)) более точно аппрокси­
мируется асимптотикой (42), и там, где веще­
ственные части начинают существенно разли­
чаться, мнимые части практически совпадают с 
асимптотикой.
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Рис. 6. Фундаментальная изгибная мода (Л,,), про­
дольная мода (Sq) и чисто мнимая изгибная мода (Л,,,) 
и интервалах согласования с асимптотиками (показа­
ны пунктиром) для |1 = 3/4 при одинаковых модулях 
сдвига.

Рассчитанные вещественные и чисто мнимые 
дисперсионные кривые показаны на рис. 6: про­
дольная мода (S„), изгибная мода (А,,), и чисто 
мнимая изгибная дисперсионная кривая (А,,,), 
также приведенные в интервалах согласованного 
поведения и начала расхождения с асимптотика­
ми (44), (45).

Таким образом, в низкочастотной области по­
лучаем полную информацию о поведении волно­
вых чисел. При более высоких частотах остается 
отслеживать эволюцию найденных комплексных 
дисперсионных кривых, появление новых веще­
ственных и чисто мнимых дисперсионных кри­
вых вблизи частот среза и взаимодействие мод.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Предложен итерационно-асимптотический 
метод расчета комплексных дисперсионных кри­
вых для собственных волн в упругих слоистых 
пластинах со свободными лицевыми поверхно­
стями. Какие-либо осредненные модели, специ­
фичные для тонких слоев |34, 351, не используют­
ся, равно как и ВКВ-аппроксимапии. используе­
мые, например, при расчете SH-спектров на 
низких и высоких частотах [361. Метод позволяет 
находить I! замкнутом виде дисперсионное урав­
нение и его предельный вид в статике, исследо­
вать структурные свойства. Предлагается асимп­
тотический подход для нахождения статических 
корней при больших номерах кривых и точные 
значения этих корней, длинноволновые асимп­
тотики дисперсионных кривых, позволяющие за­
тем построить точные кривые. “ Ключом” здесь 
является асимптотика статических корней.

Приведены подробные численные результаты 
для случая трехслойной пластины с одинаковыми 
модулями сдвига материалов слоев. Случай пол­

ностью различных материалов с необходимым 
параметрическим анализом несколько более сло­
жен и является предметом последующей публи­
кации.

Метод может быть обобщен как для других ва­
риантов однородных краевых условий на поверх­
ностях, так и на случай вязкоупругих материалов 
128, 351. В сочетании с хорошо известными алго­
ритмами расчета вещественных и мнимых дис­
персионных кривых метод дает возможность на­
ходить полный спектр волновых чисел в задан­
ном интервале частот.

Работа выполнена при частичной поддержке 
фонда “О снование”.

СП И С О К ЛИТЕРАТУРЫ
1. Achenbach J. D. Wave propagation in elastic solids. Am­

sterdam: North Holland, 1973.425 р.
2. Thomson W. T. Transmission of elastic waves through a 

stratified solid medium / /  J. Appl. Phys. 1950. V. 21. 
P. 89-93.

3. Haskel N.A. The dispersion of surface waves on multi­
layered media / /  Bull. Seismol. Soc. Am. 1953. V. 43. 
P. 17-34.

4. KnopoffA. L. A matrix method for elastic wave problem / /  
Bull. Seismol. Soc. Am. 1964. V. 54(1). P.431-438.

5. Schwab E, Knopoff A. L. Surface waves in multilayered 
inelastic media / /  Bull. Seismol. Soc. Am. 1971. 
V. 61 (4). P. 893-912.

6. Lowe M.J.S. Matrix techniques for modeling ultrasonic 
waves in multilayered media / /  IEEE Trans, on Ultra- 
son. Ferroelectr. Freq. Control. 1995. V. 42. P. 525-541.

7. Liu L., Bliattucharya K. Wave propagation in a sand­
wich structure / /  Intern. J. Solids and Structures. 2009. 
V. 46. P. 3290-3300.

8. Mazzolti M., Marzani A., Bartoli /., Viola E. Guided 
waves dispersion analysis for prestressed viscoelastic 
waveguides by means of the SAFE method / /  Intern. 
J. Solids and Structures. 2012. V. 49. P. 2359-2372.

9. Miamoto T, Yasura K. Numerical analysis on isotropic 
elastic waveguides by mode-matching method / /  IEEE 
Trans, of Sonics Ultrason. 1977. SU-24. P. 359-375.

10. Pagneux V, Maurel A. Determination of Lamb mode 
eigenvalues / /  J. Acoust. Soc. Am. 2001. V. 110(3). 
P. 1307-1314.

11. Бобровиицкий Ю.И. Соотношения ортогонально­
сти для волн Лэмба//Акуст. журн. 1972. Т. 18. №4.
С. 513-515.

12. Eraser W.B. Orthogonality relations for Rayleigh— 
Lamb modes of vibration of a plate / /  J. Acoust. Soc. 
Am. 1976. V. 59. P.215-216.

13. Захаров Д.Д. Соотношения обобщенной ортого­
нальности для собственных функций в простран­
ственных задачах динамики упругого слоя / /  Изв. 
АН СССР. МТТ. 1988. № 6. С. 62-68.

14. Achenbach J.D., Xu У. Use of elastodinamic reciprocity 
to analyze point-load generated axisymmetric waves in 
a plate//Wave Motion. 1998. V. 30. P. 57-67.

А КУ С ТИ ЧЕ С КИ Й  ЖУРНАЛ том 63 № 5 2017



Н И ЗК О Ч Л С Т О ТН Ы Е  А С И М П Т О Т И К И  К О М П Л Е К С Н Ы Х  Л И С П Е Р С И О Н Н Ы Х  КРИВЫХ 473

15. AchenbachJ.D., Хи У. Wave motion in an isotropic elas­
tic layer generated by time-harmonic load of arbitrary 
direction / /  J. Acoust. Soc. Am. 1999. V. 106. P.83-90.

16. Zakharov D.D. Orthogonality of 3D guided waves in 
viscoelastic laminates and far field evaluation to a local 
acoustic source / /  Intern. J. Solids and Struct. 2008. 
V. 45(6). P. 1788-1803.

17. Baronian V.. Bonnet-Ben Dhia A.-S., Luneville E. 
Transparent boundary conditions for the harmonic dif­
fraction problem in an elastic waveguide / /  J. Comp. 
Applied Math. 2010. V. 234(1). P. 1945-1952.

18. ЗахаровД.Д. Условия Дирихле—Неймана и ортого­
нальность трехмерных собственных волн в слои­
стых твердых телах / /  ЖВММФ. 2010. 50(9).
С. 1598-1612.

19. Gregory R.D.. Gladwell I. Reflection of a symmetric 
Rayleigh—Lamb wave at the fixed or free edge of a plate / /  
J. of Elasticity. 1983. V. 13. P. 185-206.

20. МеркуловЛ.Г., Рохлин С.И. Дифракция волн Лэмба 
в пластине на полубесконечном разрезе //Д еф ек­
тоскопия. 1969. № 4. С. 24—36.

21. Меркулов Л.Г., Рохлин С.И. Прохождение волн 
Лэмба через участок с расслоением //Дефектоско­
пия. 1979. № 3. С. 19-22.

22. Пельп С.П., Шихман В.М. Рассеяние волны Рэлея 
на упругой полуполосе. сцепленной на торце с 
упругой полуплоскостью / /  ДАН СССР. 1987. 
Т. 292. № 2. С. 299-303.

23. DougallJ. An analytical theory of the equilibrium of an 
isotropic elastic plate //Trans, of Roy. Soc. Edinburgh. 
1904. V. 41. P. 129-228.

24. Mindlin R.D. (Опое M., Mediek M.A.) Mathematical 
theory of vibrations of elastic plates. In: Proc. llth An­
nual Symp. on Frequency Control. Fort Monmouth. 
Army Signal Engineering Laboratories (USA). 1957. 
P. 1-40.

25. Меркулов Л.Г., Рохлин С.И., Зобнин О.П. Расчет 
спектра волновых чисел для волн Лэмба в пласти­
не//Дефектоскопия. 1970. № 4. С. 12-17.

26. Меркулов Л.Г., Фирсов И.II. Спектр возбуждения 
волн Лэмба в пластине / /  Дефектоскопия. 1972. 
№ 5. С. 115-118.

27. Златин АЛ. О корнях некоторых трансцендент­
ных уравнений, встречающихся в теории упруго­
сти / /  Прикл. мех. 1980. Т. 16. № 12. С. 69-74.

28. Zakharov D.D., Castaings М.. Singh D. Numerical and 
asymptotic approach for evaluating complex wave- 
numbers of guided modes in viscoelastic plates / /
J. Acoust. Soc. Am. 2011. V. 130(2). P. 764-771.

29. Dunford N.. Schwartz J T. Linear Operators: General 
theory. N.Y.: Wiley — Interscience Publishers. 1958. 
2592 p.

30. Rokhlin S.I.. Wang L. Modeling of wave propagation in 
layered piezoelectric media by a recursive asymptotic 
method / /  IEEE Trans, of Sonics Ultrason. 2004. 
V. 51(9). P. 1060-1071.

31. Захаров Д.Д. Асимптотический анализ трехмерных 
динамических уравнений упругости для тонкой 
слоистой анизотропной пластины произвольной 
структуры / /  ПММ. 1992. Т. 59. № 5. С. 637-644.

32. Zakharov D.D. Asymptotic integration of 3D dynamic 
equations for thin multilayered anisotropic plates / /  
Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, Paris 11. 
1992. V. 315(8). P.915-920.

33. Zakharov D.D., Becker W. 2-D Problems of thin asym­
metric laminates//Zeitschrift fur Angewandte Matem- 
atik und Physik. 2000. V. 51(4). P. 49-66.

34. Zakharov D.D. High-order approximate low frequency 
theorv of elastic anisotropic lining and coating / /  
J. Acoust. Soc. Am. 2011. V. 119(4). P. 1961-1970.

35. Manconi E .. Sorokin S. On the effect of damping on dis­
persion curves in plates / /  Intern. J. of Solids and 
Structures. 2013. V. 50(6). P. 1966-1973.

36. Shuvalov A.L., Poncelet O.. Kiselev A. P. Shear horizon­
tal waves in transversely inhomogeneous plates / /  Wave 
Motion. 2008. V. 45(5) P. 605-615.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 63 №  5 2017


