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Рассмотрена задача об использовании вертикальной антенной решетки для фокусировки монохро­
матического поля в окрестность заданной точки подводного звукового канала. Обсуждается реше­
ние задачи, полученное с ограничением на начальные углы скольжения излучаемых волн. Ограни­
чение введено для повышения устойчивости решения к влиянию случайных возмущений поля ско­
рости звука. При этом излученное поле представляет собой волновой пучок, распространяющийся 
вдоль опорного луча, соединяющего центр антенны и точку фокусировки. В приближении геомет­
рической оптики получены аналитические оценки минимально возможных размеров фокального 
пятна. Получен упрощенный вариант формулы для вертикального масштаба пятна, который удобен 
для грубых экспресс-оценок и сопоставления фокусирующих свойств волноводов с разными про­
филями скорости звука.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Метод обращения волнового фронта многими 

авторами рассматривается в качестве инструмен­
та фокусировки монохроматического поля в за­
данную точку подводного звукового канала 
(ПЗК) [ 1 —4]. Более общий подход сформулиро­
ван в работе В.И. Таланова [5J. С его помощью 
можно рассчитать амплитудно-фазовое распре­
деление сигналов на элементах вертикальной ан­
тенной решетки для максимизации средней ин­
тенсивности поля в заданной области ПЗК.

В данной работе оба метода применены с вве­
дением дополнительного ограничения на началь­
ные углы скольжения волн. Без этого решение 
обычно представляет собой суперпозицию пуч­
ков, приходящих в точку фокусировки вдоль раз­
ных лучей |6 |. Даже слабые флуктуации скорости 
звука приводят к  независимым и неконтролируе­
мым изменениям фаз волн в пучках, что ведет к 
размытию фокального пятна в месте фокусиров­
ки, в котором эти пучки сходятся. Введение огра­
ничения позволяет получить более устойчивое 
(по отношению к  случайным возмущениям ско­
рости звука) решение в виде одного пучка, рас­
пространяющегося вдоль некоторого опорного 
луча 1 7 1 .

Целью работы является получение оценки ми­
нимально возможных размеров фокального пят­

на. Решение этой задачи можно найти путем не­
большой модификации известных формул для 
масштабов фокального пятна, создаваемого ан­
тенной в свободном пространстве [4]. Однако та­
ким образом удается оценить размер области фо­
кусировки лишь по порядку величины.

В данной работе предложена более точная ана­
литическая оценка, которая описывает сложную 
и немонотонную зависимость размеров фокаль­
ного пятна от координат точки наблюдения, в том 
числе сильные вариации масштабов пятна при 
приближении к каустике. Этот результат получен 
на основе аналитического решения задачи фоку­
сировки, которое удается найти в приближении 
геометрической оптики. Основное внимание уде­
лено анализу вертикального масштаба. Получен 
упрошенный вариант его оценки, позволяющий 
сравнивать фокусирующие свойства ПЗК с раз­
ными профилями скорости звука.

Материалы работы расположены в следующем 
порядке. В разд. 2 кратко изложена идея метода 
фокусировки Таланова, в предельном случае пе­
реходящего в традиционный метод обращения 
волнового фронта. Пример фокусировки поля 
методом обращения волнового фронта в глубоко­
водном ПЗК приведен в разд. 3. Здесь же получе­
но решение задачи фокусировки с введением до­
полнительного ограничения на углы скольжения
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излучаемых волн. Аналитические оценки размеров 
фокального пятна получены в разд. 4, а в разд. 5 их 
предсказания сопоставлены с результатами пря­
мого численного решения задачи фокусировки в 
плоскослоистом волноводе. Итоги работы подве­
дены в разд. 6 .

2. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ 
ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 
О ФОКУСИРОВКЕ ПОЛЯ

Рассмотрим плоскослоистый волновод с про­
филем скорости звука c(z), где z — вертикальная 
координата, равная нулю на поверхности и воз­
растающая с глубиной. Горизонт ^ = z,n на кото­
ром скорость звука принимает минимальное зна­
чение, называется осью ПЗК.

Поле формируется вертикальной антенной ре­
шеткой из N  акустических монополей, располо­
женных на глубинах Z\, ..., z,\- Следуя работе |5], 
сформулируем и решим задачу об оптимальном 
выборе комплексных амплитуд тональных сигна­
лов на элементах решетки (монополях) для фоку­
сировки суммарного поля в заданный интервал 
глубин на заданной дистанции наблюдения.

Пользуясь методом нормальных мод [8 , 9|, 
звуковое поле на расстоянии г от антенны пред­
ставим в виде

м N
«('■>«) =  £

т=1 л=1

Г

где ап — искомые амплитуды сигналов на элемен- 
тах решетки, (р „(г) и к т — собственные функции 
и собственные числа задачи Штурма—Лиувилля, 
М — количество распространяющихся мод. Мно- 

- 1/2житель г , описывающий геометрическую рас­
ходимость, здесь и далее опускаем.

Введем N  х  1 вектор а, элементами которого 
служат амплитуды а„. Предполагается, что он 
удовлетворяет условию нормировки

а+а = 1, (1)
где верхний индекс + означает эрмитово сопря­
жение. Это условие ограничивает полную излуча­
емую мощность.

Средняя интенсивность поля в диапазоне глу­
бин zu < z < zd на дистанции наблюдения /-равна

J  = — -—  f  d z\u{r,z)f = а"(?а, (2 )
z„ -  zu Jz„

где Q — N  x /V эрмитова матрица с элементами

Qnn, = ^  Ф,Лг,,)Ф„„ (г«,)ч.

Zd Z“ т.т,=I у1к т к ,„,
Id

х е ‘̂ \ dzfpm(z )<рт, (г).

(3)

Задача максимизации средней интенсивности./ 
сводится к выбору вектора а, максимизирующего 
квадратичную форму в правой части (2 ) с ограни­
чением (1). Решением этой классической задачи 
линейной алгебры является собственный вектор 
матрицы Q, отвечающий наибольшему собствен­
ному числу [ 1 0 1 .

При уменьшении ширины интервала [z„, z,i\ до 
нуля мы приходим к задаче о фокусировке поля в 
точку. При zu = Zd~ Z выражение (3) переходит в

Q..  = где

Ф т(гВ)Ф«.(г) •-ikmr
4Х„

(4)

Таким образом, Q = V V \ где V = {Vb ... ,V N) ' ■ 
Данная матрица имеет всего одно ненулевое соб­
ственное число, которому отвечает собственный 
вектор а = V/|V|.

Правая часть (4) представляет собой ком­
плексно сопряженную амплитуду поля, которую 
точечный источник, расположенный в точке фо­
кусировки (г, z), создал бы на п-м элементе антен­
ны. Отсюда следует, что при решении задачи о 
фокусировке поля в заданную точку метод Тала­
нова 15], как и должно быть, дает тот же результат, 
что и метод обращения волнового фронта.

3. ФОКУСИРОВКА ПОЛЯ 
И ФОРМИРОВАНИЕ УЗКИХ 

ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ
Рассмотрим плоскослоистый волновод с про­

филем скорости звука c(z), показанным в левой 
части рис. 1. Это так называемый профиль Манка, 
который часто используется для моделирования 
распространения звука в глубоком море [8 , 1 1 |. 
С использованием этой модели П ЗК будем 
исследовать фокусировку поля с помощью вер­
тикальной антенной решетки длиной 2 0 0  м, ра­
ботающей па частоте 500 Гц и перекрывающей 
интервал глубин от 0.4 до 0.6 км. Антенна имеет 
/V = 2 0 I элемент, которые расположены с шагом 
1 м. В правой части рис. 1 показаны лучи, выходя­
щие из центра антенны, то есть с глубины zs — 
=  0.5 км. Жирной линией изображен луч с на­
чальным углом скольжения % 0  = 6 °. Далее этот луч 
мы будем называть опорным и рассматривать фо­
кусировку в точки его траектории.
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с, км/с г, км

Рис. 1. Профиль Манка (слева) и лучевые траектории в волноводе с таким профилем скорости звука, выходящие из источ­
ника па глубине 500 м (справа). Жирной линией показана траектория луча с начальным углом скольжения Хо = 6”.

В верхней части рис. 2 показан результат реше­
ния задачи о фокусировке поля методом обраще­
ния волнового фронта в точку опорного луча, на­
ходящуюся на дистанции г = 70 км и глубине z  = 
= 2.24 км. Как видим, звуковое поле формируется 
суперпозицией двух волновых пучков, распро­
страняющихся вдоль лучевых траекторий, соеди­
няющих центр антенны и точку фокусировки. 
Одной из них является траектория опорного луча, 
показанная белой пунктирной линией. Такой вид 
решения вариационной задачи является доста­
точно общим 16 1.

Однако это решение задачи фокусировки не­
устойчиво по отношению к флуктуациям поля 
скорости звука. В присутствии относительно сла­
бых флуктуаций, вызванных внутренними волна­
ми, случайный набег фазы луча на дистанции по­
рядка десятков километров на частоте 500 Гц в 
рассматриваемом волноводе превышает л  [ 11]. 
Разные лучи, соединяющие центр антенны с точ­
кой фокусировки, пересекают некоррелирован­
ные неоднородности, и поэтому случайные набе­
ги их фаз некоррелированы. По этой причине ре­
зультат интерференции пучков, пришедших в 
точку фокусировки вдоль разных лучей, в присут­
ствии флуктуаций скорости звука, вообще гово­
ря, будет совсем не таким, как в невозмущенном 
волноводе. В условиях такого многолучевого рас­
пространения даже слабые флуктуации скорости 
звука могут заметно размыть фокальное пятно.

Более устойчивой фокусировки можно до­
стичь путем формирования поля в виде одного 
пучка, распространяющегося вдоль опорного лу­
ча. Если ширина пучка меньше или порядка вер­
тикального масштаба неоднородностей, лучи, об­
разующие пучок, приобретают примерно одина­
ковые случайные набеги фаз, и присутствие

Рис. 2. Фокусировка поля в точку опорного луча на 
дистанции 70 км (эта дистанция выделена вертикаль­
ной линией) в волноводе с профилем Манка. Вверху: 
фокусировка без ограничения на углы скольжения 
возбуждаемых волн (многолучевое распростране­
ние). Внизу: фокусировка с ограничением на углы 
скольжения лучей.
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неоднородностей приводит лиш ь к относительно 
малым изменениям интенсивности в вертикаль­
ном сечении пучка.

Для создания пучка процедуру, описанную в 
разд. 2, можно модифицировать, вводя ограниче­
ния на углы скольжения излучаемых волн, как 
это было сделано в работе [7]. Для того чтобы уг­
лы скольжения х  удовлетворяли условию

Xmin < X < Xmax> (5)

при решении вариационной задачи вектора ищем в
виде линейной комбинации векторов gv вида
gv = А'~1/2(1, е /2ш ‘п̂ . . . , е ' ' (лм)ш‘пТ ,  где
b — расстояния между элементами антенны, v — ин­
декс, нумерующий векторы. Элементы вектора gv 
представляют комплексные амплитуды поля 
плоской волны, распространяющейся под углом 
скольжения x v- Векторы gv ортонормированы, ес­
ли углы Xv удовлетворяют условию Nb(s\n xv+i — 
— sin Xv) — 2., где X —длина волны вблизи антенны. 
Принимая Xi =  Xmin- найдем все векторы, удовле­
творяющие указанному условию, из интервала (5) 
и обозначим их количество vmax. Решение вариа­
ционной задачи будем искать в виде а = Г а , где 
Г — матрица, столбцами которой являются векто­
ры g [ ,...,g v , а а  — новый неизвестный вектор. 
Теперь задача своди тся к максимизации квадра­
тичной формы У, =  а Т +(?Га с ограничением 
а ’ а  = 1, которое следует из (2). Ее решением яв­
ляется собственный вектор матрицы Г £)Г, отве­
чающий наибольшему собственному числу.

При фокусировке поля в точку Q = W 1 и
У, =  a T ^ W T a .  Матрица Г ! W T  имеет ранг 1, и 
решением задачи является вектор
а = ( V T ) + = T +V. При этом искомый вектор ком­
плексных амплитуд поля на элементах антенны 
равен

а = С Г Г 1 V, (6)

где С — нормирующий множитель.

В нижней части рис. 2 показан волновой пу­
чок, полученный путем решения задачи фокуси­
ровки с ограничением на углы скольжения излу­
чаемых волн

1 ° < Х < П ° .  (7)

При этом вектор а рассчитан по формуле (6). 
Введение ограничения позволило “ вырезать” из 
исходного решения пучок, распространяющийся 
вдоль выбранного опорного луча.

4. П РИ БЛ И Ж ЕН Н О Е АНАЛИТИЧЕСКОЕ 
РЕШ ЕН И Е ЗАДАЧИ Ф ОКУСИРОВКИ

Рассмотренные методы фокусировки факти­
чески дают лиш ь численное решение задачи. 
В данном разделе в приближении геометриче­
ской оптики мы получим аналитическое решение 
той же самой задачи. Это решение, которое при­
менимо лиш ь на достаточно высоких частотах, 
позволяет найти простые аналитические опенки 
размеров фокального пятна.

4. /. Описание фокусировки в приближении 
геометрической оптики

Рассмотрим ситуацию, когда возбуждаемое 
антенной поле представляет собой пучок, рас­
пространяющийся вдоль опорного луча и фоку­
сирующийся в заданной точке траектории. Для 
простоты будем полагать, что излучающая антен­
на непрерывна и на вертикальной линии г =  0 она 
создает начальное поле ы0(г). Поле в точке (г, z) 
равно

u(r,z) = j * 0 G (r ,z ,z0)u 0(z0) ,  (8)

где G(r, z , го)— функция Грина, выражающая ком­
плексную амплитуду поля точечного источника, 
расположенного в точке (0, го)- В приближении 
геометрической оптики вклад одного луча в функ­
цию Грина выражается соотношением [8, 11]

G (г, г, zo) =  А (г, г, гц) е'к* ГЛЛ,\  (9)

где Л (г, z, Zo) и S(r, z, Zo) — амплитуда и эйконал лу­
ча, соединяющего точки (0, го) и (г, г), к =  СО/са — 
волновое число, са =  c(Za) — минимальное значе­
ние скорости звука.

Для описания лучевых траекторий воспользу­
емся гамильтоновым формализмом [ 12], в рамках 
которого траектория в каждой точке дистанции г 
характеризуется своей координатой (глубиной) г 
и обобщенным импульсом (далее для краткости 
просто импульсом) р  -  я (г )ь т  х, где х — угол 
скольжения луча, n(z) =  с0/с(г) — показатель пре­
ломления. Таким образом, траектория задается 
функциями z ( r ,z 0,P0) и p ( f , z 0,P0), выражающи­
ми зависимость координаты и импульса луча со­
ответственно от дистанции г, начальной коорди­
наты го и начального импульса рп. Эйконал луча 
является аналогом механического действия и 
удовлетворяет известным соотношениям 113]

OZo OZ
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связывающим начальные значения импульса и 
координатыро и zo с р и z  — значениями этих вели­
чин на дистанции г  Из (10) следуют соотношения

d 2s
dzdz0

___I__Э 2S _ др/dzp
д ф р а  <iz 2 dz/dpd' 

Э\У _ dz/dtp
dzo <h/dpt)'

( H )

которые понадобятся нам далее.
Нас интересует ситуация, когда антенна воз­

буждает волновой пучок, распространяющийся 
вдоль опорного луча, который соединяет центр 
антенны (0, г0) и точку фокусировки (г ,г ) . Пола­
гая пучок достаточно узким, разложим эйконал S  
в ряд Тейлора вблизи точек z -  z  и z<, -  Zo и, рас­
сматривая разности (z  — z)  и (го — го) как малые 
величины, отбросим все слагаемые выше второго 
порядка малости. Пользуясь (10) и (11), находим

S (г ,z ,z 0) = S  + p ( z - z ) ~  ра(zo - z 0) ~  

(z -  z ) ( z 0 -  Za) +
Эг/Эд(

2dz/dp0 2dz/dp ()

( 12)

где S  = S(r,z,Zo), Po — начальный импульс опор­
ного луча. В данной формуле, как и во всех после­
дующих выражениях, значенияр и производных^ 
и г по начальным условиям взяты в конечной точ­
ке опорного луча.

Согласно (8), (9) и (12), для формирования 
пучка, фокусирующегося в точке (г, г ) , начальное 
поле следует выбрать в виде

«о(*о) = (/ о(^»)ехр >крп {z0 -  Zo) ~

ik  Эг/Эг0 
2 Эг/Эдо

(« о -  го)
2

(13)

где Uq(zo) — плавная огибающая, спадающая до 
нуля вне некоторой окрестности точки г0, размер 
которой велик по сравнению с длиной волны, но 
мал по сравнению с расстоянием между горизон­
тами поворота опорного луча. При этом сигналы, 
излученные из всех точек (элементов антенны) 
внутри данного интервала, в точке фокусировки 
сложатся в фазе. Такой выбор начального поля 
несколько иным способом обоснован в работах 
| 6, 14]. В них показано, что при

Vo{zo) =  - е х р  
о

n(zo -  го)
2\

О
(14)

излученный пучок будет иметь наименьшую 
среднюю по трассе ширину среди всех пучков с

начальной шириной а ,  распространяющихся 
вдоль данного опорного луча. Подставляя (9) в 
(8), пользуясь (12)—(14) и полагая, что величина 
амплитудного множителя А мало меняется на ши­
рине пучка, после вычисления гауссова интеграла 
получаем выражение для поля в окрестности точ­
ки фокусировки (г ,г):

и (г, г) =  Ле'Ф ехр о У ( г - г ) 2

2я(Эг/Эдо)2_Г

где Ф = к S  + p { z - z )  +

(15)

4.2. Оценка вертикального 
размера фокального пятна

В ситуации, когда зависимость интенсивности 
ноля М2 от глубины описывается гладкой ф унк­
цией, принимающей максимальное значение в 
точке фокусировки (г ,г ) , вертикальный размер 
фокального пятна А г естественно определить со­
отношением

н

Аг = ;— 7 [</г|и(т,г)|2, (16)
И 'з г ) | о

где Я  — глубина волновода. Подставляя сюда (15), 
находим

2а
(17)

где X =  2п/ k  — длина волны.

Этот результат получен для начального поля, 
заданного соотношениями (13) и (14). Размер 
апертуры антенны при этом формально не огра­
ничен. Тем не менее, естественно ожидать, что 
формула (17) даст правильную по порядку вели­
чины оценку минимально возможного размера 
фокального пятна при использовании антенны с 
конечной длиной порядка а . Получение более 
точной оценки для антенны заданной длины тре­
бует некоторого дополнительного анализа.

Обратимся к случаю свободного простран­
ства. Для простоты будем рассматривать малоуг­
ловое приближение, в котором функция Грина 
имеет вид

G(r,z,Zo) =
2 ni г

ехр i k ( z - Zg) 
2 г

2 \

а траектория луча задается выражением 
z = Zo + P i/, из которого следует, что Эz/dpQ =  г. 
Для сокращения выкладок рассмотрим излуче-
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ние пучка вдоль оси г, то есть положим рп = 0  и 
z0 = 0. В этом случае (13) принимает вил

(15) и (17) переходят в

u{r,z) = схр о 2к 2 2 ~
----------- 7 Z2пг~

(18)

и

4.3. Упрощенная оценка вертикального размера 
фокального пятна на оси ПЗК

Оценка вертикального размера фокального 
пятна (2 1 ) выражается через производную dz/dp0, 
которая является сложной функцией координат 
точки фокусировки. В данном разделе мы получим 
грубую оценку этой производной, которая, одна­
ко, позволяет суди ть о зависимости размера фо­
кального пятна от дистанции вдали от каустик и 
удобна для сопоставления фокусирующих свойств 
волноводов с разными профилями скорости звука.

Аг
= Хг 

2 a
(19)

соответственно.
Последнее соотношение сравним с результа­

том расчета ширины фокального пятна в свобод­
ном пространстве при использовании антенны с 
конечной апертурой размера а. При этом (18) пе­
реходит в

nz1/г sin \kazj(2r)\ 
kaz/(2r)

Подставляя эго выражение в (16), находим

А г  = — . (20)
а

Сравнивая (19) и (20), заключаем, что верти­
кальный размер фокального пятна антенны дли­
ны а равен размеру пятна антенны, создающей 
начальное поле, заданное (13) и (14) с о  = а /2.

Формулы для описания фокального пятна в 
волноводе, приведенные выше, аналогичны фор­
мулам в свободном пространстве с заменой г  на 
|Эг/Э/?о|. Поэтому для оценки вертикального раз­
мера фокального пятна в волноводе можно ис­
пользовать формулу

Az = X dz 
а dp„

( 21)

Отмстим, что при фиксированном zo имеет ме­

сто равенство dz/dp0 = (Эp0/d z ) '-  Воспользуемся 
следующим из ( 1 0 ) равенством dp0/d z  = —др/dz.it 
и отметим, что разброс импульсов лучей, соеди­
няющих разные точки (элементы) антенны с точ­
кой фокусировки, примерно равен Ар = fip/dz(\a. 
В малоугловом приближении Ар = Ах, где А х  — 
разброс углов прихода лучей в точку фокусиров­
ки. С учетом сказанного (21) переходит в

Az = А
А%

(22)

Начнем с очевидного равенства

dz.
dp0

- ш
dr_ 
dpa '

(23)

где дг/дрь — производная горизонтальной коорди­
наты лучевой траектории по начальному импуль­
су при фиксированной глубине конечной точки 
траектории г- Если траектория луча имеет ровно 
N  циклов, то г = ND , где D — длина цикла луча. 
Рассматривая D как функцию р,ь получаем 
дг/дра = NdD/dp0 . Формально заменяя N  на r/D, 
представляем данную формулу в виде

dr . г  (ID
dРа Ddp0

(24)

При г > D эго выражение дает правильную 
приближенную оценку производной дг/др0 вдали 
от каустик. Если центр антенны С0  и точка фоку­
сировки расположены вблизи оси ПЗК, этой 
оценкой можно пользоваться и па дистанциях г 
порядка дайны цикла D. Из (21), (23) и (24) следует

Ас /• dD
a D dp0

(25)

На практике вместо функции D(pu) удобнее 
пользоваться функцией D (xJ, выражающей зави­
симость длины цикла от угла Ха, под которым луч 
пересекает ось ПЗК z = za, то есть горизонт, па ко­
тором величина c(z) минимальна. Пользуясь за­
коном Снеллиуса, согласно которому отношение 
cosx / c(z) сохраняется вдоль лучевой траектории, 
преобразуем формулу (25) к виду

А^ = Xrc(z)c(z0) sinxsinXo 1 dD
a c] cos2 x „ s in xa D dXa

(26)

где z  — глубина точки фокусировки. Углы х  и Хо 
выражаются через ха с помощью закона Снелли- 
уса.

Если центр антенны и точка фокусировки рас­
положены около оси ПЗК, (26) переходит в

AZ ~ — В(Ха),
а В (Ха)

sinx,, 1 dD
cos2  x, A dXa

(27)
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Ф ункция /?(х„) количественно характеризует 
фокусирующие свойства волновода. В качестве 
примера на рис. 3 представлена эта функция, рас­
считанная для ПЭК с кардинально различающи­
мися профилями скорости звука. Это П З К с  про­
филем Манка, ПЗК с линейным профилем ско­
рости звука c(z) =  сц +  yz„ с0 =  1.46 км /с, у =  
=  0.0136 1/с, и ПЗК с постоянной скоростью зву­
ка и отражающими границами (изоскоростной 
волновод). В последнем примере для описания 
поля можно воспользоваться методом мнимых 
источников, и поэтому для Az, получается такая 
же оценка, как и в свободном пространстве. 
В ПЗК с линейным профилем и в изоскос корост- 
ном волноводе функция В(%а) вычисляется ана­
литически, и в обоих случаях получаем одинако­
вый результат В ( х „ )  = cos ’%0. Разница заключа­
ется в том, что в волноводе с линейным профилем 
эта формула описывает фокусировку около по­
верхности воды, а в изоскоростном волноводе 
она применима на любых глубинах. Как видим, 
при одинаковых значениях несущей частоты, 
длины трассы и размера антенны минимальный 
размер фокального пятна вблизи оси П ЗК  с про­
филем Манка будет существенно меньше, чем в 
двух других примерах.

4.4. Волновой параметр и горизонтальный 
размер фокального пятна

Обратимся к оценке горизонтального размера 
фокального пятна. При анализе этого вопроса 
ключевую роль играет волновой параметр

P = -^ k R ,.,  (28)
а

где Rc — радиус кривизны линии постоянной фа­
зы поля, которое создал бы на апертуре антенны 
точечный источник, помещенный в точке фоку­
сировки. В малоугловом приближении

Rc
dz/dpo

dz/dzo
Формула (28) переходит в известное выражение 
для волнового параметра в свободном простран­
стве, где К, =  г.

Интервал дистанций, на которых Р <  1, назы­
вается ближней зоной. В этой области модуль 
второго слагаемого в показателе экспоненты в
(13) принимает большие по сравнению с тс значе­
ния. При этом фазы сигналов, излученных эле­
ментами антенны с разных глубин Zo, в точке ф о­
кусировки (r,z)  складываются в фазе. Однако при 
удалении от этой точки фокусировка разрушается 
и амплитуда поля уменьшается.

Оценим расстояние А г, на котором происхо­
дит разрушение фокусировки. Полагаем, что вол­

Рис. 3. Функция В(%д) в трех волноводах. Сплошная 
линия: ПЗК профилем Манка. Пунктир:одинаковый 
результат, который получается для ПЗК с линейным 
профилем скорости звука и изоскоростного ПЗК.

ны распространяются под малыми углами сколь­
жения и глубина и импульс опорного луча на ди­
станции г +  Аг мало отличаются от значений этих 
параметров па дистанции г. Вновь пользуясь (8),
(9) и (12)—(14), получаем приближенное выраже­
ние для комплексной амплитуды поля в точке 
(r + A r ,z )  при условии, что фокусировка осу­
ществляется в точку (г, z)'.

u(r + Ar,z.) = Л (г + Ar,z ,Zo)e^  х

' |  dz.х  dz0e.xр ‘- z ; Y ( z o - z oy  -
-  \ 2_ \ 2 n(z<T2 ?о)

о 2

где

у  =  Эг/Э^о
dz./dp(

dz/bzy
dz/c)pQ <29>O f  O Z j  0Р[)

ф — несущественный для дальнейшего фазовый 
множитель. При вычислении производной по г  в 
правой части (29) воспользуемся малоугловым 
приближением, в котором

4z = p d c)z. _  dp_ d_bz_ _  Эp_ 
dr d r d p 0 c)p0 drdz0 dzu

и теоремой Лиувилля dp/dp(l dzjdzo 
-dz/dp„dp/dz.o = 1 113]. Получаем

Y = -A  r dz
\dpo

\-2

(30)

В точке фокусировки (при Ar = 0) Уобрашаст- 
ся в нуль. Фокусировка разрушается при Аг, отве-
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Рис. 4. Зависимость вертикального размера фокаль­
ного пятна от дистанции при фокусировке поля в 
волноводе с профилем Манка в точки опорного луча. 
Тонкая сплошная линия: оценка по формуле (21). 
Жирная сплошная линия: размер пятна при фокуси­
ровке методом обращения волнового фронта. Жир­
ная пунктирная линия: размер пятна при фокусиров­
ке методом Таланова в интервал [дубин шириной 40 м. 
Тонкая пунктирная линия (наклонная прямая): ана­
литическая оценка по формуле (27).

чающем условию k Y o 2/ 2 = и. Пользуясь (30) и 
заменяя о  на а / 2, получаем

Дг = ’I . (31)
а~

Найденная таким образом величина Дг является 
оценкой полуширины горизонтального размера 
фокального пятна для антенны размером а. По 
аналогии с тем, как формула (21) была преобразо­
вана в (22), перепишем (31) в виде

рых производная dz./dpt] обращается в нуль, всегда 
являются ближними зонами.

5. СОПОСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
О Ц ЕНКИ Ш И РИ Н Ы  ФОКАЛЬНОГО ПЯТНА 

С РЕЗУЛЬТАТАМИ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

В этом разделе приведены результаты провер­
ки точности аналитической оценки вертикально­
го размера фокального пятна (21).

На рис. 4 показаны результаты расчета величи­
ны Дг в волноводе с профилем Манка. Ф окуси­
ровка выполнена с ограничением начальных уг­
лов скольжения лучей внутри интервала (7). Точ­
ки фокусировки r„, п = 1, ..., 348, выбирались на 
траектории опорного луча с шагом по дистанции 
1 км от г, =  3 км до г348 = 350 км. При г = г„ поле 
фокусировалось на горизонте z„ — глубине опор­
ного луча на данной дистанции. С помощью мо- 
довой программы на каждой дистанции /'„по ф ор­
муле (1) вычислялось ноле u(r,n г). Расчеты пока­
зывают, что амплитуда поля внутри фокального 
пятна обычно не является плавной функцией глу­
бины, и положение основного максимума не­
сколько отличается от z„- Поэтому эффективную 
ширину пятна Дг мы находили из соотношения

г„+Дг/2 н
|  d z \u { r„ ,z f  = () .1 9 ^d z \u (r„ ,z f ■ (32)

Z „ -A z /2  0

Множитель перед интегралом в правой части 
подобран таким образом, что для «(/-„, г) вида

С е х р (-(г  -  £„)2/ А2), где С  и b — действительные 
постоянные, (32) дает то же Az, что и (16).

Д г  =

В дальней зоне, то есть при условии Pt> \, эйко­
налы всех лучей, соединяющих элементы антен­
ны с точкой наблюдения, примерно одинаковы. 
Аналогичным образом дело обстоит в соседних 
точках. При этом второе слагаемое в показателе 
экспоненты в (13), которое в ближней зоне “обес­
печивает” фокусировку, мало по сравнению с л. 
Если точка (г, г) находится в дальней зоне, то 
проходящие через нес волны имеют квазиплос- 
кие фазовые фронты. Пучок нс сужается около 
(/-,1), и поэтому говорить о продольном (горизон­
тальном) масштабе фокального пятна в дальней 
зоне не имеет смысла.В отличие от свободного 
пространства, в волноводе величина Р  является 
немонотонной функцией дистанции, и при дви­
жении вдоль опорного луча дальние и ближние 
зоны чередуются. Окрестности каустик, на кото­

4А,

(АХ)2

Ж ирной сплошной линией показаны значе­
ния А г при фокусировке поля обращением вол­
нового фронта, когда вектор амплитуд поля на 
элементах антенны а задается формулой (6). 
Ж ирная пунктирная линия соединяет опенки Az, 
полученные при фокусировке поля в интервал 
глубин шириной 40 м с центром в точке z„. При 
этом вектора находится методом Таланова, опи­
санным в разд. 2 и 3. Тонкая сплошная линия со­
единяет оценки Дг в точках /•„, рассчитанные по 
формуле (21). Тонкая пунктирная линия (наклон­
ная прямая) представляет аналитическую оценку 
Дг по формуле (27).

Как видим, все представленные на рис. 4 оцен­
ки неплохо согласуются между собой, и (27) дает 
правильную оценкулокальных максимумов зави­
симости вертикальных размеров фокального пят­
на от расстояния. Эти максимумы наблюдаются 
на тех дистанциях, на которых опорный луч пере­
секает ось ПЗК.
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6. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Кратко суммируя сказанное, подведем итоги 
работы.

Рассмотрена фокусировка звукового поля в 
плоскослоистом П ЗК  с помощью вертикальной 
антенной решетки с использованием традицион­
ного метола обращения волнового фронта и ме­
тода фокусировки поля в заданную область вол­
новода, предложенного в работе |5 |. Оба метола 
применяются с введением ограничения на на­
чальные углы скольжения излучаемых волн |7 |. 
При этом решение задачи представляет собой от­
носительно узкий пучок, распространяющийся 
вдоль некоторого опорного луча, соединяющего 
центр антенны и точку фокусировки.

Основным результатом работы является ана­
литическая оценка вертикального масштаба фо­
кального пятна (21). Несмотря на то, что она по­
лучена для ситуации, когда фокусировка выпол­
няется метолом обращения волнового фронта, 
численный пример, рассмотренный в разд. 5, по­
казывает, что данная формула применима и в том 
случае, когда поле фокусируется в небольшой ин­
тервал глубин. Более того, в последнем случае ф о ­
кальное пятно оказывается даже несколько более 
компактным и формула (21) более точно предска­
зывает его размер.

Анализ зависимости минимального размера 
фокального пятна от параметров задачи суще­
ственно упрощается путем перехода от (21) к (27). 
Последняя формула дает опенку Az  на оси ПЗК, 
где вертикальный масштаб фокального пятна 
максимален. Согласно (27), зависимость размера 
пятна от параметров волновода определяется 
функцией B(XiX которая в свою очередь опреде­
ляется зависимостью дчины цикла луча от угла 
его скольжения на оси ПЗК. Вычисление ф унк­
ций В{у_а) удобно для сопоставления фокусирую­
щих свойств П ЗК  с разными профилями скоро­
сти звука. В разд. 4.3 приведен пример такого со­
поставления.

Обратим внимание на тот факт, что при выво­
де формулы (21) фактически не используется 
предположение о плоскослоистости среды, и по­
этому она применима в переменном по трассе 
волноводе.

Результаты работы получены для регулярного 
волновода с известными параметрами. Важный 
вопрос о влиянии неизбежных неточностей моде­
ли среды на применимость полученных оценок 
выходит за рамки этой статьи. Формула (21) дает 
лиш ь оценку снизу предельно достижимой ш и­
рины фокального пятна. Исследование дополни­
тельного уширения пятна из-за рассогласования

между расчетной моделью и реальным ПЗК (вы­
званное, например, случайным возмущением по­
ля скорости звука) мы планируем провести в дру­
гой работе.

Авторы благодарны А.Ю. Казаровой и Л.Я. Лю­
бавину за обсуждение полученных результатов. 
Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ
15-02-04042 и 15-42-02390.
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