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ВВЕДЕНИЕ
При исследовании волновых процессов в де­

формируемых системах объектом анализа чаще 
всего становятся эволюционные и квазигипербо- 
лические уравнения градиентного типа, в кото­
рых нелинейные, диссипативные и дисперсион­
ные слагаемые представляются пространствен­
ными производными искомого поля смещений. 
В стержнях, пластинах и оболочках 11—4| низкоча­
стотная дисперсия определяется инерцией нор­
мального перемещения, высокочастотная — влия­
нием изгибающих моментов, нелинейность может 
быть геометрической и (или) физической, дисси­
пация характеризуется вязкостными свойствами 
материала и типом контакта волновода и среды.

В настоящее время теория соответствующих 
уравнений и методов их решения достаточно хо­
рошо разработана. У большинства уравнений, 
возникающих в приложениях, существуют клас­
сы точных решений |5 |, среди которых наиболь­
ший практический интерес представляют уеди­
ненно-волновые решения.

Стремление к большей адекватности при описа­
нии нелинейной волновой динамики деформируе­
мых систем может привести к тому, что в получае­
мых уравнениях наряду с фадиентными слагаемы­
ми появятся и неградиентные, характеризующие 
само искомое поле смещений [6—10|. При этом зна­
чительно усложнится аналитическая структура

уравнений, и проблема построения их точных ре­
шений приобретет особую актуальность [8].

ВЫВОД ЭВОЛЮ ЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим осесимметричное распростране­
ние продольных волн деформации в конструк­
тивно-неоднородной цилиндрической оболочке 
Кирхгофа—Лява, взаимодействующей с внешней 
нелинейно-упругой средой. Будем считать, что 
оси координат образуют правую тройку так, что 
ось дг направлена вдоль образующей, у  — по 
окружной координате, z  — к центру кривизны. 
Предполагаем, что внутри оболочка усилена си­
стемой взаимно-перпендикулярных ребер, жест­
кость которых много больше жесткости обшивки. 
Считая ребра расположенными достаточно часто, 
гак что масштаб конструктивной неоднородности 
значительно меньше характерной /шины распро­
страняющейся продольной волны, будем исполь­
зовать метод конструктивной анизотропии |11|, 
согласно которому вместо неоднородной рассмат­
ривается приближенно эквивалентная ей одно­
родная оболочка, выражения для усилий и момен­
тов которой содержат дополнительные слагаемые, 
ответственные за неоднородность.

Рассмотрим случай нелинейно-упругого мате­
риала обшивки с кубической зависимостью ин­
тенсивности напряжений с , от интенсивности дс-
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формаций е а , =  Ее, -  те], где Е — модуль Юнга 
материала обшивки, т — константа, определяе­
мая экспериментально 1111.

Заметим, что аналогичная задача в геометри­
чески линейной постановке без учета взаимодей­
ствия с упругой средой рассмотрена в работе 112|, 
где для компоненты продольной деформации по­
лучено эволюционное уравнение градиентного 
типа пятого порядка с кубической нелинейно­
стью, построено точное солитоноподобное реше­
ние и установлена связь с нелинейным уравнени­
ем Шредингера.

Среду, с которой взаимодействует оболочка, 
считаем нелинейно-упругой, рассматривая случай 
“мягкой” нелинейности [ 13, 14|. С учетом того, что 
в оболочках продольные и нормальные перемеще­
ния связаны уже в линейном приближении, слага­
емые, характеризующие влияние упругой среды, 
присутствуют в обоих уравнениях движения, при­
водимых ниже.

Из трех уравнений движения элемента обо­
лочки в осесимметричном случае останутся два, 
которые при сделанных выше допущениях будут 
иметь вид

ЭуУ,
Эл:

YИд и , з п— —т - с ,м  + с2м = 0 ,
g  Э/‘

Э2А/Л
Эл:2

+ k yN y +

ЭиЛ
дх>

y h d 2w , з п1------- у  -  c,»v +  C4W =  0 ,
g д/

( 1 )

где и, w — перемещения точек срединной поверх­
ности оболочки с радиусом кривизны R в на­
правлениях х  и z  соответственно, у — удельный 
вес материала оболочки, g — ускорение свобод­
ного падения, I — время, И — толщина оболочки, 
с , , ..., с4 — коэффициенты, характеризующие влия­

ние внешней среды, =  R 1 — кривизна оболочки 
в окружном направлении, Nx, Nv и Мх — усилия и 
момент в направлениях соответствующих коор­
динатных осей.

В соответствии с методом конструктивной 
анизотропии и согласно |11|, усилия и моменты 
неоднородной нелинейно-упругой оболочки за­
писываются в виде

" -  '  IN  =
1 - М

г(е,+М£,) +

М пх = - 1 ± 1 к х + 
1-М  1-М

а д , к,. +■ 1 ( EiS
-М '

е х + м
а д .

e.v ,

( 2 )

рЛ/2 q
где /* = — z dz, (к =  1, 3), м -  коэффициент

Eh/ 2 е,

Пуассона, е ,  =  и .  +  - u l  + - w 2 и е =  -  — -д е ф о р -

мании в срединной поверхности в направлении 
осей Ох и Оу  соответственно, Кх = -и>п  — пара­
метр изменения кривизны, £ , и Е2 — модули Юнга 
материалов, из которых изготовлены ребра, па­
раллельные^ и х .  У, и У ,-м ом ен ты  инерции сече­
ния ребер относительно линий, проходящих че­
рез их центры тяжести, и S2 — статические мо­
менты сечения ребер, У, и d2 -  расстояния между 
ребрами в направлениях^ и х.

Подставляя (2) в (1), получаем уравнения дви­
жения элемента оболочки в перемещениях (ниж ­
ний буквенный индекс обозначает дифференци­
рование по соответствующей независимой пере­
менной):

«XV -  + ихихх -  ̂ ( 3 и \и „  -  2(1 + м) х

х  k yuxuxxw -  (1+ ц ) Л ,« У  + (1 + М)k ;u xxw 2 +

+ 2(1 +  \ l ) k 2yuxWWx -  3MAjw2w J  -  £ |5 ^ ' ~ Ц2)х
Ehdi

х  w. - К» + gaiLiiLV = 0,
Eg Eh Eh

MkyUx -  k].w + У kyu] -  ~ -  (1 + m) x

4. з\ (i -  м ) а д i
3 E '

x  (k].u2xw -  k fa w 2) -  ) - '  £hd^

7« V )
Eg

w.

+ ж и . м а д у  н, _
Ehd, Ehd y "

w„ -
t-.nu 2

. C3(1-H2) w + c4( 1 - mL)w3 = 0 . 
Eh Eh

+
(4)

Для исследования уравнений движения (3), (4) 
введем в рассмотрение безразмерные независи­
мые и зависимые переменные

и* iT
А '

Eg__ /
\У (1 -Ц 2)/

(5)

где А — амплитудный параметр возмущения, / -  ха­
рактерная длина волны. В дальнейшем звездоч­
ки над безразмерными переменными опускаем. 
Подстановка переменных (5) в уравнения (3), (4) 
выявляет в последних три малых параметра:

е.
А е -IhR
7 '  E j- ~

h
R

характеризующих соответственно нелинейность 
волнового процесса, его дисперсию и тонкостен- 
ность оболочки. Рассмотрим случай, когда пара­
метры нелинейности, дисперсии и тонкосгенно-
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сти имеют одинаковый порядок малости 
£ , - £ , -  £) ~ £. Тогда я/ l  ~ у/г, т.с. рассматрива­
ются только длинные волны. Это закономерно, 
так как модель оболочки Кирхгофа—Л ява явля­
ется длинноволновым низкочастотным прибли­
жением трехмерной динамической теории упру­
гости .

Будем считать, что возмущение распространя­
ется с постоянной скоростью вдоль образующей 
оболочки и медленно изменяет свои параметры 
во времени. Согласно методу многих масштабов, 
введем в рассмотрение новые независимые пере­
менные и разложения зависимых переменных по 
степеням малого параметра £, соответствующие 
предположениям о характере возмущения:

£ =  J t-C 7 , Т =  £ / ,  U =  И0 +  £М| + . . . ,  

W -  w0 + ЕН», + ....
( 6)

Подставляя (6) в уравнения движения (3), (4), 
получим в низшем порядке по е систему уравнений:

(I - С 2) и ^  -  (iw()c =  0, (7)

Wo-pMo5 =  0. (8)

Из уравнения (8) находим связь между нор­
мальным и продольным перемещениями:

w„ = рм(>=. (9)

Подставляя (9) в (7), получим выражение для 
безразмерной скорости продольной волны в обо­
лочке:

между малыми параметрами, будем считать, что 
выполняются следующие отношения порядка:

Е ^ 0 - ю  = Ь с2 с,П1 =
КАШ
.2, ,2,2

Eh
2.с ^ - Ю А Т  _ b z 2 _ b c2

Eh E h 'd I

V-i:p R = Ml) = /,7е 2,
E h'd E l'lid Eh

_  cAh R '( \  -  p  ) =  2 m _  £-i
E E

где/», — постоянные: /», -  0 (1 ).
В первом нелинейном по параметру Е порядке 

получается система уравнений:

+ 2с и ^  -

-  b2u + hyu ' -  4 (l -  |i -  р 2) = О,
( 10)

-W, + рм,, -  h4w ^  + Ьуиш  -  b6wm  + ^  -

-  -  Ь-,щ + /»sw,; =  0.
( И )

Замечая, что два первых слагаемых (10) совпадают с 
двумя первыми слагаемыми уравнения (II), про­
дифференцированного по £ и умноженного на р, 
получаем с учетом (9), приравнивая остальные сла­
гаемые этих уравнений и обозначая U = м„:

U b + c fJ b  + cJJ tU b  + c jJ lU y .*
+ + С51/щ д£ = CbU -C nU ,

С 2 1 - р

Подставляя в безразмерное уравнение движения 
фронта возмущения найденную скорость, имеем

** = C V  «  f  =  > / b V  I <=> JC =

т.е. линейная продольная волна в цилиндриче­
ской оболочке распространяется со звуковой 
“стержневой” скоростью 1121.

При дальнейшем асимптотическом анализе 
будем учитывать, что жесткость ребра на изгиб, от­
несенная к единице длины пролета между ребра­
ми, обычно значительно превосходит цилиндри­
ческую жесткость обшивки, а площадь сечения 
ребра, отнесенная к единице длины пролета между 
ребрами, в несколько раз меньше толщины обо­
лочки 116|. Тогда, согласно “ принципу максималь­
ного упрощения Крускала” 117|, утверждающему, 
что физически реализуемые состояния системы 
хара ктер и зуются п росте й ш  и м и c o o t h o i пениями

где

с л =

г -  ь ц 2 _ >/Гу 
С' - 2 ^ - ' С2-  2 •

. _ 1 - р - р 2 - р ’ -3 /» ,р !

3 , ■ 
_ M2(l -M : ) + frJT ~/>|Ц -AsM

г _ _ А м _  „ _с5 -  I------ Т' Сь ~

2>/Г^Г
Ьг

2у]I -  р 2 ‘ 2у]\ -  р 2' 2yJ\ - р 2
by

Выведенное нейнтегрируемое уравнение явля­
ется новым и обобщает широкий класс квазиги- 
перболических уравнений нелинейной волновой 
динамики. При с5 = сь =  с7 = 0, т.е. для гладкой 
оболочки, не взаимодействующей с упругой сре­
дой, для компоненты деформации U  ̂ получается 
интегрируемое уравнение Гарднера. В случае ф и­
зически линейной неоднородной оболочки без 
внешней упругой среды, когда с, =  сь =  с7 =  0, для
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и-. имеем уравнение Кавахары. Если геометриче­
ски нелинейная гладкая оболочка окружена л и ­
нейно-упругой средой, т.е. при с, = с5 =  с7 = О, 
для U-. получаем уравнение Островского [ 181. Для 
геометрически и физически линейной однород­
ной оболочки (с2 =  с3 = с5 = 0) в переменных бе­
гущей волны для компоненты перемещения U 
получается уравнение Брезертона [19|. Все пере­
численные редукции, за исключением уравнения 
Островского, обладают классами точных солито- 
ноподобных решений.

ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНЫ Х РЕШ ЕНИЙ
Сначала построим точные уединенно-волно­

вые решения уравнения (12) в случае только квад­
ратичной геометрической нелинейности, т.е. при 
с, = 0. С помощью масштабных преобразований 
зависимой и независимых переменных

U = си, х  -  at,, I = Ьт, 

где

приведем (12) к виду

и,х + ихх + а и хихх -  р ихххх +

+  Wxxxxxx - W  +  6 w '  = 0 .

Переходя к бегущей переменной z = x - v t ,  
получаем

(1 -  v )u ,z + au ,u .z -  v ; zz z iz  ^ ( , 4 )

- P  “zzzz+ 4uzzzzzz-u + &u = 0 .

В настоящее время существует достаточно 
много эффективных методов построения точных 
решений неинтсгрируемых уравнений |5 |. Будем 
использовать метод логистической функции |20|.

Введем в рассмотрение функцию

(H z)
1+ е х р (г ) '

удовлетворяющую уравнению

(15)

ния. В данном случае Р = 3, поэтому в выражении
(17) следует положить N  = 3.

Последовательно дифференцируя (17) по z и 
подставляя каждый раз вместо Q. правую часть
(16) , найдем представления всех производных из
(14) в форме многочленов по степеням Q:

и. = 3a3Q 4 + (2а2 -  За3)Q* + (а, -  2a2)Q~ -  atQ,

ua  =  12fl30 5 + (6fl2 - 2 1 a 3)(?4 +

+ (2a, -  10a, + 9a})Q* + (-3a , + 4a2)Q  + a,Q,
и т.д. После подстановки этих выражений в ис­
ходное уравнение (14) останется сгруппировать 
слагаемые по степеням Q и приравнять нулю ко­
эффициенты при Q \ Q \ Q2......В результате полу­
чим переопределенную систему алгебраических 
уравнений для коэффициентов, входящих в (14) и
(17) , имеющую три нетривиальных решения.

В первом случае все коэффициенты выража­
ются через единственный свободный параметра,:

v  = - 4 L ,  а  = — — , М - 2-, y = - L ,  
288 12а, 48 288

с 35 п „ _(237з^153)а 
о -  — , а0 -  0, а, -

1
±84 + 1ЗОТЗ

(18)

а2 = ^ ( -3 ±  7з)а3.

Подставляя найденные значения а0, а ,, а , в (17) и 
используя тождество

ом ■*(>-«■•*). (19)

получаем решение

и = ^ ( - t h 3- ± V 3 th 2- +  t h -  +  -Уз), (20)
8 \ 2 2 2 /

график которого изображен на рис. 1.
Во втором случае все коэффициенты зависят 

уже от двух свободных параметров, а , и 8:

v  = i - 2 ^  
10 2880

а  = о _ 1 _ т  р = 0 y = Vj
6 а ,

г, 5а,а0 = 0 , a, = j , а2 = - - ^ ,
( 21)

Q: = Q 2 - Q .  (16)
и будем искать решение (14) в виде многочлена по 
степеням этой функции:

N
и = £ а , 0 \  (17)

/=о
где а, — неизвестные коэффициенты. Требование 
компенсации ведущих членов уравнения (14) имк 
и и,,,,„ определяет порядок полюса Р его рсше-

а решение имеет вид

и = — (t h — — th 3- ) ,  (22)
8 l 2 2/

график которою  изображен на рис. 2. Отметим, 
что в данном случае Р = 0, т.е. в уравнении (14) от­
сутствует одна из дисперсий, характеризующаяся 
инерцией нормального перемещения и конструк­
тивной неоднородностью. Для гладкой оболочки 
соответствующий коэффициент всегда положи­
телен.
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Рис. 1. Графики уединенно-волновых решений (20) для
уравнения (14) при а3 = I. Сплошная кривая соответ- Рис. 2. Графики уединенно-волновых решений (22)
ствует верхним знакам в (20). пунктирная — нижним. для уравнения (14).

В третьем случае коэффициенты также зависят 
от двух свободных параметров, о , и 5:

V  =  — -
дл + 40<7! -  10912д* 2 +  157376</ -  428544

576w
q 2(q 2 ±  S2q + 928)

У ~ 576и-
qJ8(5q2 ± 293(7 + 5372)

6 w
а  =

_q(2.3q2 ± 800</ + 1 2560) 

^  I44w
, 1 , 4 ± q  3

ао = ± -т> а\ = ± Т 7 Г - °2 =  - - о 3,2 vo 2Л '

Рассмотрим теперь общий случай уравнения 
(12). содержащею геометрическую и физическую 
нелинейности. После перехода к бегущей пере­
менной z = х  — v i  имеем

(I - v ) u li + a u iui z - u 2:uzz-  (24)
-  $ uzzzz + У“zzzzzz “  и  + 8м' =

Анализ ведущих членов и  указывает на 
первый порядок полюса решения, поэтому в (17) 
принимаем N  -  I . Применяя, как и выше, метод 
логистической функции, получаем систему ал­
гебраических уравнений, имеющую единствен­
ное нетривиальное решение со свободными пара­
метрами р и у:

где q = о,х/6, w = 5</: + 62q + 248.
Решение в этом случае отличается от (22) на­

личием дополнительного слагаемого

и = & ( t h £ - t h 3£ ] ± - l> th £ . (23)
8 V 2 2/ V5 2

Графики решения (23) для случаев а , =  10 и 
а3 = - 10 приведены на рис. 3 и 4 соответственно.

Заметим, что решения (20), (22), (23) получены 
для компоненты смешения среды, однако в неко­
торых случаях интерпретировать результаты удоб­
нее, рассматривая соответствующие солитонопо- 
лобные компоненты деформаций uv

v  = 3 - p  + Y, «  = ± ^ ( 5 у - Р ) ,
(25)

8 = «о = ±>/90у. а\ = -2 а0.

Искомое решение (17) с использованием (19) 
приобретает вид кинка:

и = ±V90y t h | .

Заметим, что, положив в (25) Р = 5у, получим 
решение уравнения, содержащего только физиче­
скую нелинейность. Случай с одной геометриче­
ской нелинейностью особый, и он разобран выше.
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и

Рис. 3. Графики уединенно-волновых решений (23) 
для уравнения (14) при aj = 10.

а

Рис. 4. Графики уединенно-волновых решений (23) 
для уравнения (14) при а? = —К).

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Проведенный анализ показал, что учет взаи­
модействия с внешней нелинейно-упругой сре­
дой оказывает существенное влияние на волно­
вой процесс в нелинейно- упругой неоднородной

цилиндрической оболочке. Для компоненты про­
дольного смешения выведено новое обобщенное 
неинтегрируемое уравнение шестого порядка, 
построены его точные солитоноподобные реше­
ния как при совместном учете геометрической и 
физической нелинейностей, так и при их учете по 
отдельности.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект №  16-01 -00176-а).
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