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ВВЕДЕНИЕ

Асимптотические методы продолжают играть 
важную роль в задачах исследования различных 
волновых явлений, поскольку приводят к анали­
тическим и в определенном смысле простым 
формулам для характеристик дифракционного 
поля. С прикладной точки зрения важным свой­
ством этих формул является предоставляемая 
ими возможность рассчитать поле в таких зада­
чах, в которых численные подходы сталкиваются 
с трудностями. Поэтому при выводе тех или иных 
асимптотических формул особое внимание уде­
ляется получению асимптотик, которые могут 
применяться в достаточно общих ситуациях, воз­
никающих в задачах дифракции. Одной из таких 
формул, обсуждению которой и посвящена дан­
ная заметка, является формула Фока [ 1 j для поля в 
области полутени при дифракции на гладком вы­
пуклом теле. Эта формула представляет собой стар­
ший член асимптотического разложения по обрат­
ным степеням параметра М  = (1<р/2)'^\ где А: — вол­
новое число падающей волны, р — радиус 
кривизны поверхности в плоскости падения на 
границе свет—тень. Удивительным свойством 
формулы Фока является то обстоятельство, что 
она, являясь старшим членом высокочастотной 
асимптотики, дает достаточно точное приближе­
ние даже для относительно невысоких частот. 
Так, например, в задаче дифракции на круговом 
цилиндре с диаметром, равным .длине волны, па­
раметр М  приблизительно равен 1.16. Тем не ме­

нее, погрешность формулы Фока оказывается ме­
нее 5% (см. рис. 111 г в 12)).

Вопросам улучшения формулы Ф ока, ее уточ­
нения или расширения области ее применимости 
уделялось большое внимание. Отметим лиш ь не­
которые работы. В 1967 г., анализируя граничные 
интегральные уравнения, S. Hong получил явные 
выражения для поправочных членов в теневой и 
полутеневой асимптотике дифрагированного по­
ля на гладкой выпуклой поверхности [3J. Были 
рассмотрены практически важные задачи акусти­
ческой дифракции на абсолютно жесткой поверх­
ности и дифракции электромагнитных волн на 
идеальном проводнике. В 1981 г. В.И. Иванов вы­
писал весь асимптотический ряд в двух конкрет­
ных задачах дифракции: на круговом цилиндре и 
на сфере [4|. В 1994 г. в [5] результаты S. Hong в ча­
сти теневой асимптотики были обобщены на слу­
чай импедансного краевого условия, а также были 
учтены эффекты, связанные с кручением геодези­
ческих, которые, по предположению, отсутство­
вали в рассмотренных в 13] задачах. Одновремен­
но с этим в 161 при рассмотрении асимптотики 
волн соскальзывания был проведен анализ допу­
стимых порядков значений поперечной кривизны 
А = р /р , , при которых классические асимптотиче­
ские формулы остаются справедливыми. В резуль­
тате были выделены два характерных случая, а 
именно случай умеренно вытянутого тела, когда 
А /М  = 0(1), и случай сильно вытянутого тела, ко­

гда а / М 1 =  0(1). Классические формулы высоко-
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частотной теории дифракции, и в частности ф ор­
мулы Ф ока, сохраняют свой асимптотический ха­
рактер при А ~ М '~ е, е > 0. При больших
значениях Л, вплоть до Л — М 2 Е, формулы пре­
терпевают некоторые изменения, но общая 
асимптотическая процедура сохраняется, так как 
сохраняется старшая часть оператора задачи /,0. В 
случае сильно вытянутого тела изменяется оператор 
/,0, что приводит к перестройке асимптотической 
процедуры.

При построении асимптотик поля дифракции 
на вытянутых телах приходится вводить предпо­
ложения о порядках величин, описывающих по­
верхность, таких как радиусы кривизны, круче­
ние и расходимость геодезических, и о характере 
их изменения вдоль поверхности. При рассмот­
рении умеренно вытянутых тел можно рассмат­
ривать достаточно общие постановки задач, ис­
пользуя всю полноту установленного Фоком |7] 
принципа локальности. В случае же сильно вытя­
нутых тел рассмотрение пока ограничено лишь 
телами, образованными параллельным перено­
сом или вращением кривых второго порядка. В 
15, 9, 10] рассмотрены задачи дифракции па сфе­
роиде, а в [111 на эллиптическом цилиндре. В дан­
ной работе мы исследуем поле в пограничном 
слое вблизи поверхности выпуклого узкого ги­
перболоида. Новизна по сравнению с [12] заклю­
чается в рассмотрении косого падения и в чис­
ленном исследовании интегралов.

Отметим также, что в задаче дифракции на ги­
перболоиде при помощи метода разделения пере­
менных может быть построено точное решение
[13]. Оно представляет собой ряд по сфероидаль­
ным функциям, который в случае высоких частот 
медленно сходится. В этом отношении получен­
ное здесь асимптотическое решение может ока­
заться более эффективным.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается стационарная задача высоко­
частотной дифракции. Зависимость от времени

чш  «предполагается в виде множителя е , который 
всюду ниже опущен. Поле удовлетворяет уравне­
нию Гельмгольца

Ди +  к 2 и -  0 (1)

и краевым условия на поверхности гиперболоида 
вращения, имеющего полуоси а и Ь, причем b а 
и kb  §> 1. Будем рассматривать два варианта крае­
вых условий: условия Дирихле, описывающие 
идеально мягкую акустическую поверхность, и 
условия Неймана, отвечающие идеально жесткой 
поверхности.

Пусть плоская волна

и -  cxp(/A^cos Д0 + /A-xsindj,) (2)
падает под малым углом к оси гиперболоида с его 
выпуклой стороны.

Представим полное поле и в виде ряда Фурье в 
цилиндрической системе координат:

« = ]>>„(/-,̂ )cos(mp). (3)
л=0

Для падающей плоской волны при этом имеем 
представление

и =  exp(/A:zcos-d0) ^ (  2 -  8£ ]
п=0 (4)

х  i"J„(krsin i30)cos(mp),

где 8"' -  символ Кронекера, а / „  -  функции Бес­
селя.

Введем вытянутые сфероидальные координа­
ты <Г|Л<Р) И 41

г  = щ/ r f  -  Wl - V ,  Z = pllS, (5)

где р  = 7 7 7  а 1 — фокусное расстояние. Поверх­
ность гиперболоида

2 2 
^— L - - \  ,2 2 1 Ь а

( 6)

является координатной поверхностью £ =
^0 = ь /р .

Мы будем искать асимптотику решения в по­
граничном слое вблизи поверхности, т.е. при зна­
чениях £,, близких к q0. Для этого в соответствии с 
идеей метода пограничного слоя введем растяну­
тую координату v по формуле

1 - 7 = - -кр
(7)

Координата v может принимать значения от нуля 
до асимптотически большой величины, в пределе 
до бесконечности. На поверхности гиперболоида 
v =  х, где

X -
ка~

( 8)

Если точка наблюдения лежит на некотором 
не малом расстоянии от вершины гиперболоида, 
поле в этой точке будет представлять собой волну, 
распространяющуюся в основном в положитель­
ном направлении оси z ■ Поэтому такую волну 
можно искать в рамках метода параболического 
уравнения. Представим поле в виде

и„ = еikp Ц (9)
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где функция ослабления U,, предполагается зави­
сящей от координат г) и v так, что дифференциро­
вание по этим координатам не приводит к изме­
нению асимптотического порядка. В старшем по­
рядке получим уравнение

д и .д и „4 + -(ГГ -  1)- 
0v 2 Эл

+

+ { ц и п + ^ - ^ и п = о.
2 4v

(Ю)

Решение этого уравнения может быть получе­
но при помощи разделения переменных в виде 
интеграла по параметру разделения:

U . = n + iY 'j f -
-Чл- \ )

A At)*.
\]ц2 -  lVv‘

X {M42(4v ) + RA<W 4 l ( - iv ))dt.
(ID

Выражение в фигурных скобках представляет со­
бой решение обыкновенного дифференциального 
уравнения по переменной V, которое получается 
после разделения переменных в параболическом 
уравнении (10). Это решение выражается через 
функции Уиттекера. В качестве линейно независи­
мых решений уравнения Уиттекера удобно взять 
функции Уиттекера M iln/2(-iv )  и Wiln/2( - iv ) . Пер­
вая из этих функций регулярна при v =  0 и ввиду 
этого отвечает падающей волне, а вторая, ввиду 
асимптотики 1151

И Ч ^ О - С ^ 2, (12)

отвечает волне, уходящей от поверхности. Таким 
образом, если отбросить в (II) второе слагаемое, 
получится представление для падающей волны

что позволит (см. далее) определить функции 
/1„(/). Функции же /<„(') имеют смысл коэф фици­
ентов отражения от поверхности и выражаются 
формулами

К « )  = ~
К м /:(- 'Х )

(13)

и

V x K n ,2( - iX) + W42( - iX)
для случая идеально мягкой и идеально жесткой 
поверхности соответственно. Эти формулы полу­
чены путем подстановки представления (II) в 
граничные условия и выполнения дифференци­
рования под знаком интеграла. Возможность вы­
полнения такого дифференцирования, так же как 
и дифференцирования но Г| и V, необходимого 
при подстановке представления (II) в параболи­
ческое уравнение, обеспечивается выбором кон­
тура интегрирования. А именно, контур интегри­

рования в комплексной плоскости параметра / 
должен уходить на бесконечность по направлени­
ям, обеспечивающим быстрое убывание подын­
тегрального выражения. Этот контур будет вы­
бран ниже.

ИНТЕГРАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ ДЛЯ А„

Переходя в (4) к переменным Г| и v и отбрасы­
вая асимптотически малые члены, получим в 
старшем порядке для гармоник Фурье следую­
щую формулу:

и'п = (2 — S°y"exp(“ (v + а 2)г|]х
____ L 2 ’ (15)

x y „ (V n 2-  I'/voc),

где

а  = yfictrd0. (16)

Мы считаем, что угол падения настолько мал, что 
а  является величиной порядка единицы.

Легко проверить, что функция U'„ удовлетво­
ряет параболическому уравнению (10), исходя из 
чего она может быть представлена в виде (II), т.е.

\Jr\2 - iVvJ ЧЛ “ 1
X M 4 2 (-iv )d t = (J'„(r\,v).

(17)

Равенство (17) справедливо при r| > 1 и v > 0 (пада­
ющая волна продолжается естественным образом 
внутрь гиперболоида, поэтому (17) справедливо не 
только при v > X- но и при v < х>- Будем рассмат­
ривать равенство (17) как интегральное уравнение 
относительно -4„(/). Решение этого уравнения мо­
жет быть получено непосредственным обращением 
интеграла при фиксированном V, однако мы произ­
ведем сначала некоторые упрощения. Функции 
/!„(/) как функции параметра разделения перемен­
ных не зависят от V. Тогда, замечая симметрию U'„ 
по v и а 2, можно заключить, что

* ,( ')  =
АЯШ  

М ч  2< -/а2)
(18)

не будут зависеть и от а . Таким образом, функции 
а„0) могут быть найдены из уравнения (17) при 
произвольным образом выбранных значениях v и 
а . Выберем их бесконечно близкими к нулю. Т о­
гда, ввиду асимптотики функции Бесселя 1161

у „( р ) ~ ± ( е ) - ,  р ^ „ ,

имеем

(19)

А КУ С ТИ ЧЕ С КИ Й  ЖУРНАЛ том 63 № 2 2017



132 А Н Д Р О Н О В

4 =  2 п = 10

Re/

0.010

0.005 -

>1 =  2

-0.005 -

-0 .0 10 _ J _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I—

0 5
Re /

>1 = 10

Re/

Рис. I. Подынтегральные выражения для v = I. а  = I, 
г| = 2 и 10. Вещественная часть дана сплошной лини­
ей. мнимая — пунктиром.

Рис. 2. Подынтегральные выражения для v = 2. а  = I, 
Г) = 2 и 10. Вещественная часть дана сплошной лини­
ей, мнимая -  пунктиром.

Ц ‘п ~  *"(2 8»)(т̂ 2 -  \)"/2у"/2, v 
2"л!

+ 0 . ( 20) Q, =
sh(nA.) ^2/:+1 -

I 2 + X2
4 ( 2(2 t  + 1)2

г £2 2< - 1-
(26)

Для правой части воспользуемся асимптотикой 
функций Уиттекера 116|

Л/„.„/2(р) ~ р<,,+1>/2, р - > 0 .  (21)

Тогда, приравнивая члены при степенях v и а ,  по­
лучим

_ _  со «±!
= '~ д г~ 2(- , )"(г'2 -  *> 2 ’ П > 1-2 я!

( 22)

Для дальнейшего достаточно найти частное 
решение этого интегрального уравнения. Причем 
при его построении мы можем выбирать контур 
интегрирования. Можно проверить следующее 
равенство:

(23)

где Q,, определяются теми же формулами 
для сфероида в |9 |:

| Г ( ц 1 + д ) г ( » ± 1 - а )

" л  Г 2(я + 1)

, что и

(24)

или, с учетом формул симметрии для гамма- 
функций,

П о
1

с !1(лА .)’

_ ( I  -  1/2)2 + X2

4 f 2( 2 f - l ) 2
Q 2Г-2’ (25)

Таким образом,

ая(»  = ( 2 - Ь У е п'П п0 ). (27)
Это позволяет написать представление для па­

дающей волны:

Л 14  I [4 тТЛ,̂ <“Л)"-.;н “г)еЛх
2 Л

х Q n(X)dX = exp I —/ ———L tj '„(Vn-’ - b H ’ (28)

г) > 1, v > 0, a  > 0.

Для сходимости этих интегралов мы загнули пра­
вую часть контура в верхнюю полуплоскость. 
Контур должен проходить в верхней полуплоско­
сти X, но обходить полюса в точках X = i(n + € )/2 ,
€ = 1,2,_снизу. Формула (28) является точной,
она справедлива при любых положительных v и a  
и т| > 1. Проверка тождества (28) производилась 
численным счетом на фортране. При этом для 
вычисления функции Уиттекера М  использова­
лись ее представление через функцию Кулона F и 
программа для вычисления волновых функций 
Кулона, разработанная в 117|.

Подынтегральные функции для v =  1, a  = 1, 
г] = 2 и Г| = 10 приведены на рис. I. Вычисления 
оказываются тем более трудоемкими, чем больше 
Г|. При увеличении v и а  ситуация еще более 
усложняется, см. рис. 2.

Тем не менее, для не слишком больших v, а  и 
П удается проверить тождество (28). На рис. 3 
приведена погрешность для п = 0 и п = 1 при
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V = 1, а  = 1. Интегрирование проводилось с по­
стоянным шагом на интервале от Re А. = - 10 до 
Re X = 90 по 10000 точкам интегрирования. При 
малых г] погрешность обусловлена недостаточно 
малым шагом, а при больших — недостаточно 
большим значением верхней границы интервала 
интегрирования.

ПОЛНОЕ ПОЛЕ

Вычислим полное поле

с‘*.II  Х1,\;"
U., = т Ь ^ !,х (291

X {M4 2 (4 v )+ R n(OK.n/2( -M )e K'Q n(r)dt,

Погрешность

Рис. 3. Погрешность численной проверки тождества 
(28) при v = 1, а  = I. При п = 0 погрешность дана 
сплошной линией, при п = I — пунктиром и при п = 2 — 
штриховой линией.

где коэффициенты Rn(t) выражаются формулами
(13) и (14) в случае условий Дирихле и Неймана 
соответственно.

Найдем производную по v для полного поля на 
поверхности в случае условия Дирихле. С учетом 
формулы для вронскиана

^  И.п/2^И.п/2 ~  М  1,.„/2̂ П.п/2 =  7ТГТТ-------- \ЧтН
получим

д и
dv v=X

х ^ ( - / « ) г ( ^ ± 1 + .л  и<//.
Г Ч 2 ( -Ъ )  \ 2 /

Аначогично для задачи Неймана имеем

_  2/ а - ь у Л '  г fn  +1)"
"v=X

М
! J 7 ~-

П.я/2(~'а ~)

1а Л -1

+ W4 2 (-ix )  \ 2

(30)

(31)

r [ m  + i t \ e K,dt.

При а  =  0 ввиду асимптотики (21) следует по­
ложить при п =  0

Mj,,a/2(-i&  ) _  e ~ix/4 
а

а при п > 0 заменить эту дробь нулем. В результате 
формулы (30) и (31) совпадут с полученными в 112|.

Интегралы в (30) и (31) плохо сходятся на пра­
вой полуоси. Выразим функцию Уиттекера

М 2( - / а 2) через функции (И при помощи фор­
мулы 1151

M 4 2 (-ia 2) = - Q ^ d L l)  ( /а 2) +г(тЧ
Г(п + 1) -л/ ' я2Г , . /  . . 2,

+ F ( ^ f  '  ^ <- 'а ) '

(32)

При подстановке второго слагаемого гамма-функ­
ция сократится, и в результате подынтегральное 
выражение будет аналитической функцией в верх­
ней полуплоскости I. Поэтому вклад этого слагае-

Im I

Рис. 4. Область на комплексной плоскости I. и кото­
рой наблюдаются погрешности при вычислении
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Re/
Рис. 5. Подынтегральное выражение для полного по­
ля на контуре интегрирования при х = l.cx = l.rj = 8. 
п =0.

мого обращается и нуль. В результате формулы (30) 
и (31) можно переписать в виде

д и ,
Эу V=X

*• ( 2 - 5 ' ,У  ,,

- i f e

, , T-//I + 1 .

W4 l ( - iD  г | « ± 1 _ /7|
dt,

4v=x
_ 2 / ( 2 - 8 S v%/E

я

e1*.

la i (SJ
r ( ^ ± i  +  /7

(33)

(34)

2/x ̂ , , / 2 ( - a )  + ^,,.„/3(-/x ) -  //)
///.

Эти представления практически не меняют пове­
дения подынтегральных выражений на правом луче 
контура интегрирования, однако существенно 
ухудшают сход и мосты |ри / —> Поэтому форму­
лы (33), (34) мы использовать не будем.

РЕЗУЛЬТАТЫ СЧЕТА
При вычислении функций Уиттекера 

И/„ я/2(-/х Т  входящих в выражения (30) и (31), об­
наружилось, что в верхней полуплоскости пара­
метра / имеется область, в которой программа 
COULCC, разработанная в 1171. выдает значения 
с погрешностью. Для = I эти области показаны 
на рис. 4. Контур интегрирования неизбежно 
проходит через область, в которой наблюдаются 
погрешности при вычислении функций Уиттеке- 
Ра И /^ Н Х ) -  Однако при малых значениях 1) 
подынтегральное выражение оказывается малым 
на гой части контура, которая попадает в область

И

Рис. 6. Распределение поля на поверхности гипербо­
лоида при х  = I.

неустойчивого счета, и погрешность не проявля­
ется. При больших же значениях Г| вклад от инте­
грала по области неустойчивости существенен и 
результаты счета имеют большую погрешность.
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И

2 -

а  = 1

О

2

-I------ 1____ I—

а  = 0.5

-1------ 1____ L.

а  = 0.25
I 1

а  = 0

— |------1-------1------ 1------ 1____ I____ I____ I____
I 2 3 4 5 6 7 8 9 1

Рис. 7. Распределение поля на поверхности гипербо­
лоида при х ~ 0.5.

Рис. 8. Распределение поля на поверхности гипербо­
лоида при X ~ 0.1.
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Для устранения этой проблемы построим ре­
куррентное правило:

WvX{z) = \z + 2 + 2 ц |^ м и (г) -

"  ^  -  Ц + И -> • К-2Х(<)-
(35)

Это правило следует из формул 9.234 1 и 2 из 115|. С 
помощью формулы (35) алгоритм вычисления 
функций Уиттекера в случае, когда первый индекс 
оказывается в проблемной области, может быть по­
строен следующим образом. Сначала вещ ествен­
ная часть первого индекса уменьшается на такое 
целое число т, что it -  т  оказывается вне обла­
сти неустойчивости. Тогда функции fVn_mn/2(-ix )  
и ИА,_т _, л/2(-/'Х) могут быть вычислены при помо­
щи программы из 117|. Затем, стартуя с этих значе­
ний, проводится счет по рекуррентной формуле
(35) в направлении увеличения вещественной ча­
сти р. Как показывают тесты, рекуррентные вы­
числения не приводят к накоплению ошибок и 
результаты счета имеют требуемую высокую точ­
ность.

Тем не менее, при вычислении интегралов, 
представленных в формулах (30) и (31), может 
происходить потеря точности. Связано это с тем, 
что на правой ветви контура подынтегральная 
функция сначала растет по абсолютной величи­
не, и тем быстрее, чем больше значения х  и а ,  а 
только затем начинает убывать. Причем убыва­
ние начинается при тем больших значениях |/|, 
чем больше Г). Характерный график подынте­
гральной функции при больших 1) приведен на 
рис. 5. Для контроля возникающих при интегри­
ровании погрешностей будем также вычислять 
интеграл от абсолютной части подынтегрального 
выражения. На представленных ниже графиках 
распределения давления на поверхности тонки­
ми линиями показаны значения интегралов от 
абсолютной величины, деленные на 1000, а сами 
погрешности можно увидеть в области rj > 9 при 
а  =  1.5 на рис. 6, где заметно неестественное на­
растание значений давления на освещенной сто­
роне и уменьшение на затененной.

Результаты расчетов по формуле (31) для поля 
на поверхности идеально жесткого гиперболоида 
вращения представлены на рис. 6—8. Сплошной 
линией показаны распределения поля при <р = 0.
т.е. на более затененной стороне параболоида, 
пунктиром — при <р = л, т.е. на стороне, обращ ен­
ной к приходящей волне, а штриховой линией — 
при ф = л /2 . Значения поля сосчитаны как сумма 
18 гармоник Фурье (однако уменьшение числа 
гармоник до 8 не приводит к заметным изменени­
ям результатов). Интегрирование проводилось по 
1000 узлов.

При больших 1), т.е. вдали от вершины гипер­
болоида, наблюдается стремление амплитуды

давления к значению |м| =  2, что соответствует 
геометрической оптике. При этом в случае малых
углов падения, а именно при сГ < х. вся поверх­
ность освещена, а при больших углах паления по­
является область тени.

СП И С О К ЛИТЕРАТУРЫ
1. Фок В.А. Дифракция радиоволн вокруг земной по­

верхности / /  Журн. эксперимент, и теор. физики. 
1945. Т. 15. № 9. С. 479-495.

2. Хёнл X., Мау> Л., Вестпфаль К. Теория дифракции. 
М.: Мир, 1964. 428 с.

3. Hong S. Asymptotic theory of electromagnetic and acous­
tic diffraction by smooth convex surfaces of variable curva­
ture//.!. Math. Physics. 1967. V.8. P. 1223-1232.

4. Иванов В.И. Вычисление поправок к асимптотике 
Фока для волнового поля вблизи кругового цилин­
дра и сферы / /  Записки научн. семинаров ЛОМИ. 
1981. Т. 104. Математические вопросы теории рас­
пространения волн. И. С. 102—110.

5. Andronov I.V, Bouche D. Calcul du second terme de 
l'exposant lin&que de propagation des ondes ram- 
pantes par une m&ode de couche limite / /  Ann. 
Тё1ёсоттип. 1994. V. 49. № 3-4. P. 199-204.

6. Andronov I. V., Bouche D. Asymptotic of creeping waves 
on a strongly prolate body / /  Ann. Тё1ёсогштшп. 1994. 
V. 49. № 3-4 . P. 205-210.

7. Фок В.А. Новые методы в теории дифракции / /  
Вестник Ленинградского университета. 1947. № 4. 
С. 5-11.

8. Андронов И.В. Дифракция на сильно вытянутом те­
ле вращения / /  Акуст. журн. 2011. Т. 57. № 2. 
С. 147-152.

9. Андронов И В. Дифракция плоской волны, падаю­
щей под малым углом к оси вращения сильно вы­
тянутого сфероида/ / Акуст. журн. 2012. Т. 58. № 5. 
С. 571-579.

10. Андронов И В. Рассеяние высокочастотной волны 
на сильно вытянутом теле / /  Акуст. журн. 2013. 
Т. 59. № 4. С. 419-423.

11. Андронов И.В., Лавров Ю.А. О рассеянии на эллипти­
ческом цилиндре с сильно вытянутым сечением / /  
Акуст. журн. 2015. Т. 61. № 4. С. 423—427.

12. Андронов И.В. Расчет дифракции на сильно вытя­
нутых телах вращения / /  Акуст. журн. 2012. Т. 58. 
№ 1.С. 28-35.

13. Bowman J.J., Senior Т.В.A., Uslenghi P.L.E. Electro­
magnetic and Acoustic Scattering by Simple Shapes. 
Amsterdam: North-Holland Publishing Company, 
1969.728 p.

14. Комаров И. В., Пономарёв Л. И., Слав и нов С. Ю. Сфе- 
роидальные и кулоновские сфероидальные функ­
ции. М.: Наука. 1976. 320 с.

15. Градштейн И.С., Рыжик И М. Таблицы интегра­
лов, сумм, рядов и произведений. М.: Гос. издат. 
физ.-мат. лит., 1963. 1100 с.

16. Справочник по специальным функциям /  Подред. 
Абрамовица М., Стиган И. М.: Наука, 1979. 832 с.

17. Thompson I.J., Barnett A.R. COULCC: a continued- 
fraction algorithm for Coulomb functions of complex 
order with complex arguments / /  Computer Physics 
Communications. 1985. V. 36. P. 363—372.

АКУС ТИ ЧЕС КИ Й  ЖУРНАЛ том 63 № 2 2017


