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Представлена теория резонансных колебаний на удвоенной и утроенной частотах в трубе, открытой на од­
ном конце. Г раничное условие на открытом конце получено с учетом полигармоничности колебаний ско­
рости на открытом конце и не содержит эмпирические параметры. Достигнуто хорошее качественное и 
количественное совпадение теоретических и экспериментальных результатов.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : резонансные колебания газа, открытая труба, скорость, давление, вторая и третья 
гармоники.
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Интерес к  колебаниям в трубах обусловлен их 
влиянием на интенсивность процессов тепломас­
сообмена и на динамику тонкостенных конструк­
ций 11—3]. Исследованию их посвящено большое 
количество работ, часть из которых можно найти 
в обзорах [4—7]. Нелинейность уравнений движе­
ния (внутритрубная нелинейность) и граничных 
условий обуславливают появление акустотерми- 
ческого эффекта [8, 9], стационарных вторичных 
течений [10—12], субгармонических колебаний 
[13, 14|. В случае колебаний в трубе с открытым 
концом наблюдается пульсирующая струя 115, 16]. 
Генерация высших гармоник является также од­
ним из нелинейных эффектов. Основываясь на 
нелинейной теории Честера [17] для резонансных 
колебаний в трубе с открытым концом, авторам 
[18] удалось выделить колебания на основной ча­
стоте со (со — циклическая частота), на частотах 2со 
и Зсо, и экспериментально определить эмпириче­
ские параметры, имеющиеся в нелинейном гра­
ничном условии [17] па открытом конце. Получе­
но удовлетворительное согласие теоретических и 
экспериментальных данных, соответствующих 
колебаниям на частотах со и 2<д Расхождение дан­
ных, относящихся к  колебанию на частоте Зсо, до­
стигает неприемлемой величины в 60%. Причина 
этого заключается, с одной стороны, в том, что 
граничное условие на открытом конце задается с 
помощью двух эмпирических параметров, с дру­
гой стороны, колебания скорости на открытом 
конце полагаются гармоническими, а не поли- 
гармоническими.

В настоящей работе ставится задача рассчи­
тать колебания на частотах 2со, Зсо при гармониче­
ских колебаниях поршня на частоте со. При этом 
граничное условие на открытом конце не должно 
содержать каких-либо эмпирических парамет­
ров, а колебания скорости должны быть полигар- 
моническими, т.е. содержать вклад высших гар­
моник.

Рассмотрим резонансные колебания в длин­
ной цилиндрической трубе с радиусом R, суще­
ственно меньшим по сравнению с ее длиной L0. 
На одном конце трубы расположен гармонически 
колеблющийся поршень с амплитудой смещения 
/0, причем /0 <  Ь(). Для описания колебаний вво­
дятся параметры [19]

М р = ю10/с 0, / I  = R ja f i ,  
e =  V / a L ,  S h= c o R/V,

где M  p — число Маха для поршня; Н —частотный па­
раметр; я — параметр, описывающий нелинейность 
внутри трубы; Sh — число Сгрухаля, описывающее 
нелинейност ь на открытом конце; с0 — скорость зву­
ка в невозмущенном газе; v  — коэффициент ки нема­
тической вязкости; V — амплитуда колебаний 
скорости на открытом ко гте  на частоте со; L  =  /.„ +  
+  oqR — эффективная длина трубы, а 0 — поправ­
ка Рэлея.

Принятые условия обеспечивают М р <§ 1, 
Sh 1. Положим также, что толщина акустиче­
ского пограничного слоя мала по сравнению с ра-
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10 Т К А Ч Е Н К О ,  Ф А Д Е Е В

д и у с о м ,  т . е .  Н t> 1 . Н а к о н е ц  п р и м е м ,  ч т о  а м п л и ­

т у д а  к о л е б а н и й  с к о р о с т и  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  с у ­

щ е с т в е н н о  м е н ь ш е  с к о р о с т и  з в у к а ,  т а к  ч т о  е  I ,  

т о г д а  п р и  р е ш е н и и  з а д а ч и  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  

м е т о д  в о з м у щ е н и й .

Р а с с м о т р и м  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .

П у с т ь  с м е ш е н и я  п о р ш н я  з а д а н ы  в  в и д е  хр = 
=  / 0 s i п  с о / ,  т о г д а  б е з р а з м е р н а я  с к о р о с т ь  п о р ш н я  

и м е е т  в и д  йр = М р c o s  о д .  О с о б е н н о с т ь  э т о г о  

у с л о в и я  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  с к о р о с т ь  з а д а н а  в  т о ч ­

к е ,  к о т о р а я  с а м а  с о в е р ш а е т  к о л е б а н и я .  П е р е х о д  к  

э й л е р о в ы м  к о о р д и н а т а м  с о в е р ш а е т с я  п о  ф о р м у ­

л е  14 ]

М р c o s r n /  =  й ( ( ) ,  / )  + х
Э й ( х ,  / )  

Э х
(2)

х=0
П у с т ь  в е д у щ и е  ч л е н ы  в  к о л е б а н и я х  с к о р о с т и  з а ­

д а н ы  в  в и д е

й ( х ,  / )  =  г ,  s i n  (кцХ +  a , ) s i n  ( 0 /  +  г\2) х

х  s i n ( 2 & ( |Х  +  a 2 ) s i n 2 < о / +  ( 3 )

+  r-2)s i n ( З Л 0х  +  a 3 ) s i n З ю / ,  a ,  1,

г д е  к0 =  со/с0 —  в о л н о в о е  ч и с л о  в  и д е а л ь н о й  ж и д ­

к о с т и ;  г , , а ,  —  к о н с т а н т ы  и н т е г р и р о в а н и я .  П о д ­

с т а в л я я  ( 3 )  в  ( 2 ) ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь

й(0, /) =  A/pCOSG)/ -

-  0.5МрГу c o s 2 ( o /  -  М pr22) c o s 3 ( 0 / ,
( 4 )

й  ( / . ,  / )  =  г ,  s i n  ( 0 /  +  / 2 s i n  2 с о /  +  / *3 s i п  3 ( 0 / ,  ( 9 )

г д е  Г | , г 2, г 3 — с о о т в е т с т в у ю щ и е  б е з р а з м е р н ы е  а м ­

п л и т у д ы  г а р м о н и к  с к о р о с т и  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е .  

С п е к т р а л ь н о е  р а з л о ж е н и е  с к о р о с т и  в  п у л ь с и р у ю ­

щ е й  с т р у е  н а  р а с с т о я н и и  xL = 3 R б у д е т  и м е т ь  в и д

й(х, = 3 R, / )  =  г ,  [ ( 0 . 5 о т 0 +  о „ )  + ( 0 . 5  +  а , )  х  

х  s i n  ( о /  +  а2 c o s  2 (0 /  +  а 3 s i n  3 с о /  +

+  a 4 c o s 4 ( 0 /  +  a s s i n 5 ( 0 / ] +  ( 1 0 )

+  г ,  [ с ,  c o s  ( о /  +  с 2 s i n  2 ( 0 /  +  с 3 c o s 3 ( 0 / ]  +

+  г 3 [ й п +  d2 c o s  2 ( 0 /  +  й 3 si n  З ш / ] .

П е р в ы й  ч л е н  в  к в а д р а т н ы х  с к о б к а х  с п р а в а  б ы л  

п о л у ч е н  р а н е е  | 2 0 | .  В т о р о й  и  т р е т и й  ч л е н ы  п р е д ­

с т а в л я ю т  в к л а д  в т о р о ю  и  т р е т ь е г о  с л а г а е м ы х  в

( 9 )  ;  ah c „d i -  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я  Ф у р ь е ;  

т{) —  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  м е ж д у  п о ­

с т о я н н о й  с о с т а в л я ю щ е й  с к о р о с т и  и  а м п л и т у д о й  к о ­

л е б а н и й  с к о р о с т и  г а з а  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  т р у б ы ,  

д л я  п а р а м е т р о в  у с т а н о в к и  | 1 8 |  ( / . „  =  1 . 7 0 6 5  м ,

/ 0 =  2 . 9 x 1 0  Зм) т0 =  0 . 2 2 8  [ 2 0 ] .  П о д с т а в и м  ( 9 ) ,

( 1 0 )  в  ( 8 )  и  в ы д е л и м  ч л е н ы ,  п р и н а д л е ж а щ и е  к о л е ­

б а н и я м  с о о т в е т с т в у ю щ и х  ч а с т о т .

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  ч а с т о т е  ( о  и м е е т  в и д  | 2 0 |

px(L, г) =  тг,й,(1, / ) ,  ( П )

г д е  к о э ф ф и ц и е н т  т о п р е д е л я е т с я  к а к

т =  ( 0 . 5  +  а , ) ( О . 5 / и 0 +  а{) +  0 . 5 й 2 ) .

о т к у д а

й ,  ( 0 ,  / )  =  M „ c o s ( 0 / ,  ( 5 )

й 2 ( 0 ,  / )  =  -0.5Mprx c o s  2 с о / ,  ( 6 )

й 3 ( 0 ,  / )  =  -М pr2 ] c o s  3 ( 0 / ,  ( 7 )

г д е  н и ж н и е  и н д е к с ы  у к а з ы в а ю т  н а  н о м е р  г а р м о ­

н и к и ,  й ,  =  uJ cq — б е з р а з м е р н а я  с к о р о с т ь .

М е т о д и к а  р а с ч е т а  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я  н а  о т ­

к р ы т о м  к о н ц е  п р и  г а р м о н и ч е с к и х  к о л е б а н и я х  

с к о р о с т и  д а н а  в  р а б о т е  [ 2 0 | .  О н а  б а з и р у е т с я  н а  

п р е д с т а в л е н и и  о  с т р у й н о м  х а р а к т е р е  и с т е ч е н и я  и  

с ф е р и ч е с к о м  в т е к а н и и  в  с т о к ,  р а с п о л о ж е н н ы й  в  

в ы х о д н о м  с е ч е н и и  т р у б ы .  Э т а  а с и м м е т р и я  п р и в о ­

д и т ,  в о - п е р в ы х ,  к  п о я в л е н и ю  в  с к о р о с т и  с т р у и  

п о с т о я н н о й  с о с т а в л я ю щ е й  и ,  в о - в т о р ы х ,  к  т о м у ,  

ч т о  н а  р а с с т о я н и я х  xL >  3 R о т  в ы х о д н о г о  с е ч е н и я  

с п е к т р а л ь н ы й  с о с т а в  с к о р о с т и  с т р у и  п е р е с т а е т  

з а в и с е т ь  о т  х, . Т о г д а  д а в л е н и е  в  в ы х о д н о м  с е ч е ­

н и и  м о ж н о  н а й т и  и з  в ы р а ж е н и я

p{L, / )  =  0 . 5 й 2 (xL ~ 3 R, / )  -  0 . 5 й 2 ( / . ,  / ) ,  ( 8 )

г д е  p(L, I) = p(L, / ) / p nc 02 .

П у с т ь  т е п е р ь  с к о р о с т ь  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  ( в  

в ы х о д н о м  с е ч е н и и )  с о д е р ж и т  к о л е б а н и я  н а  ч а ­

с т о т а х  (о , 2 (0 ,  З г а

З а м е т и м ,  ч т о  в е д у щ и е  ч л е н ы  в  г р а н и ч н о м  у с л о ­

в и и  д л я  к о л е б а н и й  н а  ч а с т о т а х  2 ( 0  и  3 ( 0  и м е ю т  п о ­

р я д о к  г2, т о г д а

К о л е б а н и е  н а  ч а с т о т е  2 ( 0  н е р е з о н а н с н о е ,  п о ­

э т о м у  р а д и  п р о с т о т ы  о г р а н и ч и м с я  в  г р а н и ч н о м  

у с л о в и и  д л я  н е г о  к в а д р а т и ч н ы м  ч л е н о м :

р7 ( L,  / )  =  b2r 2 c o s  2 ( 0 / .  ( 1 2 )

К о л е б а н и е  н а  ч а с т о т е  3 (0  р е з о н а н с н о е ,  п о э т о м у  в  

г р а н и ч н о м  у с л о в и и  ц е л е с о о б р а з н о  с о х р а н и т ь ,  

п о м и м о  к в а д р а т и ч н ы х ,  ч л е н ы  т р е т ь е г о  п о р я д к а .  

Т о г д а  п о л у ч и м

Рз{1, /) = W s i n 3(0/+ (13)
+  frxr2 c o s  3 ( 0 /  +  grxry s i n  3 ( 0 / ,  

г д е

Ьъ =  0 . 5 ( 2 ( 0 . 5 w 0 +  а 0 ) а 3 +

+  ( 0 . 5  +  at)a2 -  ( 0 . 5  + a])ai + я 2а 5 ] ,

/  =  \(0.5m0 + a 0 ) c 3 -  0 . 5 ( 0 . 5  +  ax)c2 +
+  0 . 5 a 2c ,  +  0 . 5 J ,  g =  ( ( О . 5 / и 0 +  a0)d2 +

+  0 . 5  ( 0 . 5  +  ax)d2 +  ayda 1-
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Г Е Н Е Р А Ц И Я  В Ы С Ш И Х  Г А Р М О Н И К  П Р И  Р Е З О Н А Н С Н Ы Х  К О Л Е Б А Н И Я Х

Р е ш е н и я  у р а в н е н и й  п е р в о г о  ( а к у с т и ч е с к о г о )  

п р и б л и ж е н и я  д а н ы  в  [ 2 1 ] .  В  с л у ч а е  Н §> 1 о н и  

п р и н и м а ю т  в и д

Р\ =  роСог,  c o s z ,  е х р / ( с о /  +  

и | =  /|C()s i n z i  (1  - е х р [ - ( 1  + / ' ) г | ] ) е х р / ( с о /  +

+  \\1, - л / 2 ) ,  р ,  =  ^ 0  + ( к - | ) е х р [ - ( 1 +  / ) х  ( 1 4 )

Со

х г р / о | ) .  7 ]  = - а - ( 1 - е х р [ - ( 1 + / ) л > / а ] ) ,
Pl)Cp

где =  к0х  х  (1 +  р', +  ф ") +  а, +  ф,, к 0 =  ш/с0 -  

волновое число, (3[ =  (6/2/?)(l +  ( к  -  l ) / V o )  -  д и с ­

персия, р',' =  - ( 3 j  — коэф ф иц иент по гл ощ ения , 
г] =  ( R  -  г ) /Ъ  —  безразмерная радиальная координа­

та, 5 = yj2v/a) — толщ ина акустического погранич­
ного  слоя, а  — число Прандтля, к  =  cpj c v — показа­
тель адиабаты, cp,cv — удельные теплоемкости при 
постоянном  давлении и объеме соответственно, 
(Х|,р, — ко н ста н ты  интегр и ро ва ни я , гь \|Г, — м о ­
дуль и главное значение аргум ента безразмерной 
ам плитуды  колебаний.

Для определения констант ос,,р,, \(Т, выраже­
ние для скорости в (14) усредняем по сечению и 
используем граничные условия (5) и (11) [20J. В 
результате получим

« |  1 + P i ) ,  Р ,  = k 0L $ \ + m r h

г, |c o s 2A:l)/ , | l  + p',j + |A:uZ,p| + х

X s in 2 k0L | l  + pi j |  = M p,

V i  =  a r c t g ( t g a , c t h p , ) .

П р и  т о ч н о м  р е з о н а н с е

a ,  = 0 ,  p ,  =  kaLP I  +  mrb i] = —  x
2m

-Ф  1
x V - P ' , ) + 4 mM.

( 1 5 )

( 1 6 )

-  k0L$\ k  v ,  = 0 .

И з  ( 1 6 )  с л е д у е т ,  ч т о  д л я  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  

( P ' i =  0 )  с в я з ь  м е ж д у  г ,  и  Мр я в л я е т с я  к в а д р а т и ч н о й  

Г\ ~ М р,

т о г д а  в м е с т о  ( 6 )  и  ( 7 )  м о ж н о  з а п и с а т ь

й 2 ( * , / )  =  0  ( 1 7 )

и

й 3 ( х , / )  =  0 .  ( 1 8 )

Д л я  о п и с а н и я  к о л е б а н и й  н а  ч а с т о т а х  2 с о  и  Зсо 

в о с п о л ь з у е м с я  с и с т е м о й  у р а в н е н и й ,  о п и с ы в а ю ­

щ и х  о с р е д н е н н о е  п о  с е ч е н и ю  д в и ж е н и е  г а з а  в  

т р у б е  [ 2 2 ] .  П р и м е н и м  к  н и м  м е т о д  в о з м у щ е н и й .  В  

р е з у л ь т а т е  д л я  к о л е б а н и й  н а  ч а с т о т е  2 с о  б у д е м  

и м е т ь

Р о
Э и ,  , др2 | 2 т №2 _  Э ( Р : Ц ' )  Э ( Р « “ '2 )  

Э  /  Э х  R Э  г Эх
Э/ь Эи, 2 ( к -  \)qw2 _  Эи, —Э/>,

+ к р0 —--------------- -  - IЩ  —-----и, — ,
ЭI ах R Эх ах

( 1 9 )

г д е  т „ , 2 =  - р

Э7',

Э и ,

э7
—  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е .

qw2 = ^ — =  —  т е п л о в о й  п о т о к ,  н и ж н и й  и н д е к с  w 
d r  „

с о о т в е т с т в у е т  п о л о ж е н и ю  н а  с т е н к е ,  ч е р т а  

с в е р х у  —  о с р е д н е н и ю  п о  с е ч е н и ю  т р у б ы .

И з  ( 1 4 )  л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  в ы р а ж е н и я  

е х р [ —  (1  + / ) т | ] ,  е х р [ - ( 1  + / ) г р / а ]  п р и  о с р е д н е н и и

п о  с е ч е н и ю  г р у б ы  д а д у т  в к л а д  п о р я д к а

5 / R ~ (1 /  Н) <§ 1, к о т о р ы м  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .  Т о ­

г д а ,  п о л а г а я

р2(х, t)  =  д , ( х ) е х р 2 / с о / ,  и 2 ( х ,  / )  =

= и,(х)ехр2/со/, t w2 = р0и2(х)(1 + /)Vvcox (20) 

х  ехр2/со/, qKl =  -(1  + /)д,(х)л/йсоехр2/со/, 

п о л у ч и м

2 р 0, Ю „ г ( х )  +  « * !  +  =  о ,
dx R

2кор2(х) + р 0с о  х  п
dx R ( 2 1 )

х ( 1 + /)р2( х ) Л  =  " Ь Р ^ Х
4

х  [ ( к  -  1 ) +  ( к  +  1 ) c o s 2 ^ , ] .

И с к л ю ч и м  и з  с и с т е м ы  ( 2 1 )  д а в л е н и е  д , ( х ) ,  т о г д а  

д л я  с к о р о с т и  и , ( х )  б у д е м  и м е т ь

+ 4^о | l  +  Pi + /р г |2 и2(х ) =

.2 2 (22)

2сп
- ( к +  1) s i n  2 z , ,

г д е  Р'2 =  - р 2 =  ( 5 2 / 2 Л )  ( l + ( к  -  1)/х/о) ,  5 2 = yjvja).

Р е ш а я  о д н о р о д н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е

^ 4 ^  +  Ак2Л \  +  [} '2 +  / р 2 ) 2 и 2 ( х )  =  0 ,  ( 2 3 )

н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  о н о  и м е е т  т о л ь к о  т р и в и ­

а л ь н о е  р е ш е н и е ,  т . е .  в е л и ч и н а  2k0L(\ + (3 ',)  =  л  н е  

я в л я е т с я  с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и е м  ( 2 2 ) ,  и  к о л е б а -

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  т о м  63 №  1 2017
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н и я  б у д у т  х а р а к т е р и з о в а т ь с я  ч а с т н ы м  р е ш е н и е м  

у р а в н е н и я

d ^  +  4 * о  ( *  +  Р !  +  Ф " )  и2(х) =dx1
. 2 2

/СО Л"I /  , ч . л
- — ( к  +  1 ) s  1 n  2z\-

2  с 0

( 2 4 )

В в е д е м  н о в у ю  п е р е м е н н у ю  у  =  2 * 0х  х  

х  (1 +  p j  +  / ' [ ) " ) ,  п р и  э т о м  в  п р а в о й  ч а с т и  с о х р а н и м  

т о л ь к о  в е д у щ и е  ч л е н ы ,  п о л о ж и в  (5, =  0 . Т о г д а  и м е е м

_ /С р (к+  1)Г|2 

8
и"(у) + и2(у) = As\n2zb Л = --------------------------- .  ( 2 5 )

Р е ш е н и е  ( 2 5 )  в  б е з р а з м е р н о й  ф о р м е  и м е е т  в и д  

u2(y) = Ci s i ny  + C2c o s y -
— ——2 - c o s  (_у +  2 а ,  +  2 / 'Р , ) .  

0̂

( 2 6 )

К о л е б а н и я  д а в л е н и я  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  и з  в т о р о ­

г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  ( 2 1 ) :

_  . .  . _  _  . ( к  -  IV - , ’Рг\У) =  / С |  c o s y  — / С 2 s i n  у Н-------------------— +
8

+  ( K + l ) / ~'2 [ c o s ( y  +  2 а ,  +  2 / р , )  +  ( 2 7 )
1 6

+  _ p s i n ( y  +  2 а ,  +  2 / р , ) ] .

К о н с т а н т ы  С ,  и  С2 м о ж н о  н а й т и ,  е с л и  п о д с т а в и т ь  

в ы р а ж е н и я  ( 2 6 )  и  ( 2 7 )  в  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 1 2 )  и

( 1 7 ) .  У д е р ж и в а я  л и ш ь  ч л е н ы  п о р я д к а  г , 2,  д л я  к о л е ­

б а н и й  с к о р о с т и  и  д а в л е н и я  п о л у ч и м

й2(х) -  ^ - { ( 1 6 6 2 -  к  +  3 ) s i п  2k0L(\ +  (3 ', ) (1  -  х) +
16 I

+  ( к  +  1) т с - 2 * 0Д1 + р ’, ) ( 1 - х )

X  c o s 2 * 0 L ( l  +  3 ' , ) ( 1  -  х ) [ ,  р2(х) — х
16 (28)

х  (1 6 /> 2 +  2  -  2 k ) c o s 2 * „ / . ( 1  +  Р 'и ) ( 1  - х  +

й2(х )  = —L |(16/», -  к  + 3 )s in к х  +  ( к +  1)х 
16

2
x irx c o s jrx ] ,  р2(х)  = —  |(2к — 2 -  16Э2) х  (29)

16
х  cos itx  +  ( к  +  l)T txs in лх +  2 к - 2 ] .

Р а с с м о т р и м  к о л е б а н и я  п а  ч а с т о т е  З с а  П р а в ы е  

ч а с т и  у р а в н е н и й ,  о п и с ы в а ю щ и х  э т и  к о л е б а н и я ,  

и м е ю т  т р е т и й  п о р я д о к  м а л о с т и ,  т о г д а  к а к  в  г р а ­

н и ч н о м  у с л о в и и  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  в е д у щ и е  ч л е ­

н ы  и м е ю т  в т о р о й  п о р я д о к .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  н е т  

н е о б х о д и м о с т и  р е ш а т ь  п о л н у ю  с и с т е м у  у р а в н е ­

н и й ,  д о с т а т о ч н о  р а с с м о т р е т ь  о д н о р о д н у ю  с и с т е ­

м у  в т о р о г о  п о р я д к а

Р о
Э « < 2) . Эр? 2т

Э /  Э х  R
(2)

+ = ^ ~  + f±»3 =  0,

др.
(2)

Э /
• + кд,, -

с) и(2)
2 ( к - 1 ) ? 2 _

( 3 0 )

Э х R
= 0,

г д е  н и ж н и й  и н д е к с  о т н о с и т с я  к  н о м е р у  г а р м о н и ­

к и ,  в е р х н и й  —  к  п о р я д к у  п р и б л и ж е н и я .  З д е с ь ,  т а к  

ж е  к а к  и  в  с л у ч а е  к о л е б а н и я  н а  ч а с т о т е  2 со , м о ж н о  

п о л о ж и т ь

( 3 1 )

р\2)(х, / )  =  р22) (х) ехр 3/(0/,
М‘2) (х, /) = и{2) (х) ехр 3/(0/,

= р0Мз2)(х)(1 -ь /) ̂ /3vco/ 2 ехр 3/со/,
= -(1 + 0 v f  (х)л/3асо/2ехр3/сог.

Т о г д а  б у д е м  и м е т ь

3p0/O)«f*(х) + dPi |Л* + 2po(l + <̂ 32)(x)>/3vco/2 = 0, 
dx R
(2), . 2du^hx)

3 /с ор\ Ч х )  +  р „ с „  — 2--------- +
dx

2<К~ 1)(1 + /) р ? \х )раа> /2  = 0. 
R

( 3 2 )

И с к л ю ч а я  и з  ( 3 2 )  д а в л е н и е ,  м о ж н о  п о л у ч и т ь  

у р а в н е н и е  д л я  а м п л и т у д ы  к о л е б а н и й  с к о р о с т и .  В  

б е з р а з м е р н о й  ф о р м е  о н о  п р и м е т  в и д

+ 9 * 02 (\ + р :  +  /р 'з ’ ) 2 й < 2) ( х )  =  0 ,  ( 3 3 )

dx '  '

+ 2 ( к -  1) +  ( к +  1) п-2каЦ\ +  р ',)(1 - х )  

х  s i n  2 * 0 Z ,(1  +  р , ) ( 1  —  x ) J ,  

г д е  x = х/ Lq .

П р и  т о ч н о м  р е з о н а н с е  k0L( 1 +  p j )  =  т с /2  в м е с т о  

( 2 8 )  и м е е м

г д е р з  =  - р з  = ( б 3/ 2 Л ) ( 1  +  ( к - 1 ) / л / а ) , 8 3 =  ^ / 2 v / 3 c o .  

Р е ш е н и е  ( 3 3 )  и щ е м  в  в и д е

w*2’ ( х )  = г3(3* s i n  3*0х ̂ 1 + р з  + / р з

+ а 3 +  /рз ехр/(\|/_з -л /2 ) .
( 3 4 )

М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  б е з р а з м е р н а я  а м п л и т у д а  к о ­

л е б а н и й  д а в л е н и я  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е
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P i ( D / M p

Рис. 1. Зависимость P2 ( L ) /M p  от безразмерной ча­
стоты г для трубы длиной L 0 = 1.7065 м с амплитудой 
смещения поршня /0 = 2.90 мм. Сплошная линия — тео­
рия (28), точки -  экспериментальные результаты 118].

/ f ( * )  = r f x

X  c o s 3 * 0x ( l  +  Рз +  ' Р з )  +  « з  +  /рз е х р / \ | / 3.
( 3 5 )

П о д с т а в л я я  ( 3 4 )  в  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  п о р ш н е  

( 1 8 ) ,  с р а з у  п о л у ч а е м

а ,  =  0 ,  Р з  =  0 .  ( 3 6 )

В  г р а н и ч н о м  у с л о в и и  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  ( 1 3 )  

п р и с у т с т в у ю т  н е и з в е с т н ы е  в е л и ч и н ы  г2 и  г 3.  В  

с л у ч а е  г ,  д о с т а т о ч н о  у м н о ж и т ь  п е р в о е  и з  в ы р а ж е ­

н и й  ( 2 9 )  в  т о ч к е  х  =  1 н а  е х р 2 / с о / ,  в ы д е л и т ь  в  п о ­

л у ч е н н о м  в ы р а ж е н и и  р е а л ь н у ю  ч а с т ь  и  с о п о с т а ­

в и т ь  п о с л е д н ю ю  с  ф о р м у л о й  ( 9 ) .  Т о г д а  и м е е м

С = -
к +  1 

1 6

9
л /- , - . ( 3 7 )

А н а л о г и ч н а я  п р о ц е д у р а  с  с о о т н о ш е н и е м  ( 3 4 )  в е ­

д е т  к  з а в и с и м о с т я м

/ 3 = r 3<2)s i n 3 A 0 £ ( l + p ; ) ,  =  ( 3 8 )

С  у ч е т о м  ( 3 7 )  и  ( 3 8 )  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  о т к р ы ­

т о м  к о н ц е  ( 1 3 )  п р и в о д и т с я  к  в и д у

“ 2/ МР

Рис. 2. Распределение скорости й2/ М р  по длине тру­
бы для /.Q =  1.7065 м (а) и Лц = 1.2864 м (б). Сплошная 
линия — теория (29) в случае Ь2 = 0.25, штриховая ли­
ния -  теория (29) в случае Ь2 0.08.

t f )U )  =  -ib>rl2 - * ± ± n r ; ' f -
' 6  , ( 3 9 )

-  igrtr2 s i n  3 A 0 Z , | l  +  Р з J .

Д л я  /з (2) п о л у ч и м

r m  r,i r ^ t ( C c - M W r, / i6 ) ; 1 (40)

c o s 2 Зк0Ц\ + р 'з )  + (3*0Трз +  g r , ) s i n 2 Зк0Ц\ +  Р з )

А н а л и з  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  ( к  +  \ ) n f i \ / \ 6  <  b 2,  т о г д а  с  д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю  в м е с т о  ( 4 0 )  м о ж н о  п о л ь з о ­

в а т ь с я  в ы р а ж е н и е м

J2) _  ' \Ьг
г3 ---------------------------------------------------------------------------

c o s 2 3k0L(l +  р з )  +  (ЗА ;0 £ Р з  +  g / - , ) s i n 2 3k0L(l +  р з )

(41)
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Рис. 3. Распределение давления p 2j М р  по длине 
трубы для /.„ = 1.7065 м (а) и L 0 =  1.2864 м (б). 
Сплошная линия -  теория (29) в случае Ь2 0.25, 
штриховая линия — теория (29) в случае Ь2 = 0.08, 
точки — экспериментальные данные 118].

Р е з о н а н с н а я  ч а с т о т а  о п р е д е л я е т с я  и з  в ы р а ж е н и я

c tg 3 A :0 Z , ( l  +  P j )  =  + gr}), ( 4 2 )
loo,

о т к у д а

к0Ц  1 + Рз) =  | .  (43)

Р а с с м о т р и м  с в о й с т в а  п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в .  

Н а  р и с .  1 п р е д с т а в л е н а  з а в и с и м о с т ь  p2( L ) / М р о т  

б е з р а з м е р н о й  ч а с т о т ы  г  =  ( 2 / л ) ( с о L0/c0) д л я  т р у б ы  

д л и н о й  Z,u =  1 .7 0 6 5  м  с  а м п л и т у д о й  с м е щ е н и я

гР /М „

Рис. 4. Зависимость г ( :>/ м р  от безразмерной 
частоты Z- Сплошная линия — теория (41) в случае 
пц 0.6133, штриховая линия — теория (41) в случае 
Оо = 1.5, точки — экспериментальные данные 118].

п о р ш н я  / 0 =  2 . 9 0  м м .  С п л о ш н а я  л и н и я  с о о т в е т с т в у ­

е т  т е о р и и ,  п о с т р о е н н о й  п о  в т о р о м у  в ы р а ж е н и ю  в

( 2 8 )  п р и  Ь2 =  0 . 2 5 ,  т о ч к и  -  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е ­

з у л ь т а т ы  и з  [ 1 8 ] .  Н а б л ю д а е т с я  х о р о ш е е  к а ч е с т в е н ­

н о е  и  к о л и ч е с т в е н н о е  с о г л а с о в а н и е  р е з у л ь т а т о в .

Р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т и  п о  д л и н е  т р у б ы  д л я  

Ц  =  1 . 7 0 6 5  м  и  / , 0 =  1 .2 8 6 4  м  с о о т в е т с т в е н н о  д а н ы  

н а  р и с .  2 а ,  2 6 .  З д е с ь  с п л о ш н ы е  л и н и и  —  т е о р и я  п о  

п е р в о м у  в ы р а ж е н и ю  в  ( 2 9 )  п р и  Ь2 =  0 . 2 5 ,  ш т р и х о ­

в ы е  л и н и и  —  р а с ч е т  п о  ( 2 9 )  в  с л у ч а е  Ь2 — 0 . 0 8 .  В и д ­

н о ,  ч т о  д л я  Ь2 =  0 . 0 8  м а к с и м у м  а м п л и т у д ы  к о л е б а ­

н и й  с к о р о с т и  о к а з ы в а е т с я  в  п о л т о р а  р а з а  б о л ь ш е ,  

ч е м  д л я  Ь2 =  0 . 2 5 ,  к р о м е  т о г о ,  и  м и н и м у м ,  и  м а к ­

с и м у м  д л я  м е н ь ш е г о  з н а ч е н и я  Ь2 о к а з ы в а ю т с я  

с м е щ е н н ы м и  в  с т о р о н у  о т к р ы т о г о  к о н ц а  т р у б ы .  

С р а в н е н и е  р и с .  2 а  и  р и с .  2 6  т а к ж е  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  

в  с л у ч а е  б о л е е  к о р о т к о й  т р у б ы  а м п л и т у д а  к о л е б а ­

н и й  с к о р о с т и  н е с к о л ь к о  в ы ш е ,  ч е м  в  б о л е е  д л и н ­

н о й  т р у б е .

Э п ю р ы  д а в л е н и я  д л я  д в у х  д л и н  т р у б  Ц  =  

=  1 .7 0 6 5  м и  L0 = 1 .2 8 6 4  м ,  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с .  З а  

и  р и с .  3 6  с о о т в е т с т в е н н о .  С п л о ш н а я  л и н и я  —  т е о ­

р е т и ч е с к и й  р а с ч е т  п о  в т о р о м у  в ы р а ж е н и ю  в  ( 2 9 )  

п р и  Ь2 = 0 . 2 5 ,  ш т р и х о в а я  л и н и я  — т е о р и я  п р и  Ь2 = 
= 0 . 0 8 ,  т о ч к и  —  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  д а н н ы е  1 1 8 ] .  

В и д н о  х о р о ш е е  к а ч е с т в е н н о е  с о г л а с о в а н и е  т е о ­

р и и  и  э к с п е р и м е н т а .  Т е о р и я  п р и  Ь2 =  0 . 0 8  л у ч ш е  

с о г л а с у е т с я  с  э к с п е р и м е н т о м  н а  в т о р о й  ч е т в е р т и ,  

о д н а к о  п р и  п р и б л и ж е н и и  к  о т к р ы т о м у  к о н ц у  т р у ­

б ы  р а с х о ж д е н и я  в о з р а с т а ю т .  Д л я  т е о р е т и ч е с к и х  

д а н н ы х ,  р а с с ч и т а н н ы х  п р и  Ь2 =  0 . 2 5 ,  н а о б о р о т ,  в о  

в т о р о й  ч е т в е р г и  г р у б ы  н а б л ю д а ю т с я  с у щ е с т в е н -
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Н а  р и с .  5 а  и  р и с .  5 6  с п л о ш н ы м и  л и н и я м и  

п р е д с т а в л е н ы  э п ю р ы  с к о р о с т и  |й з 2^ | / л / р  п о  ( 3 4 )  и  

д а в л е н и я  |/>*2 | | j Мр п о  ( 3 5 )  с о о т в е т с т в е н н о ,  т о ч к а ­

м и  —  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  д а н н ы е  [  181 п р и  / , 0 =  

=  1 .7 0 6 5  м .  В и д н о  д о с т а т о ч н о  х о р о ш е е  к а ч е с т в е н ­

н о е  и  к о л и ч е с т в е н н о е  с о в п а д е н и е  р е з у л ь т а т о в .

Д л я  п р о в е р к и  п р и н я т ы х  д о п у щ е н и й  о ц е н и м  

з н а ч е н и е  ч и с л а  С т р у х а л я  S h  д л я  у с л о в и й  п р о в е д е н ­

н ы х  р а с ч е т о в .  П о д с т а в л я я  р а с с ч и т а н н ы е  з н а ч е н и я  

с к о р о с т и  к о л е б а н и й  г а з а  н а  о т к р ы т о м  к о н ц е  т р у б ы  

д л я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п а р а м е т р о в ,  и м е е м  S h  =  0 .1 8 .  

Т а к и м  о б р а з о м ,  у с л о в и е  S h  <§ 1 в ы п о л н я е т с я .
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