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Исследование заполняет пробел, сущ ествую щ ий в изучении акустических проявлений газового 
вклю чения, расположенного вблизи межфазной поверхности, и позволяет аналитически описать 
поведение пузырька на малом (сопоставимом с его размером) расстоянии от границы . П оказано, 
что использование специф ической (бисф ерической) системы координат, позволяет провести раз­
деление переменных и приводит к  модиф ицированному уравнению Рэлея. Получены явные зави­
симости собственной частоты и затухания от расстояния до границы и ф изических параметров к о н ­
тактирую щ их сред.
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В В Е Д Е Н И Е

И н те р е с  к д и н а м и к е  п у з ы р ь ка , р а с п о л о ж е н н о ­
го  вб л изи  гр а н и ц ы , об усл о вл е н  ш и р о к и м  с п е к ­
тр о м  п р и л о ж е н и й  э то й  задачи в ге о ф и з и ке , м е д и ­
ц и н е , х и м и ч е с к и х  те х н о л о ги я х . С тр а сб ср г 111 
впервы е  о ц е н и л  в л и я н и е  гр а н и ц ы  на  с о б с тв е н ­
н у ю  ча сто ту  о д и н о ч н о го  п у зы р ь ка . П о к а з а н о , что  
задача о  п ул ь са ц и я х  п у зы р ь ка  вб л изи  а б со л ю тн о  
ж е с т к о й  гр а н и ц ы  э кв и в а л е н та  п о в е д е н и ю  двух 
о д и н а ко в ы х  п у з ы р ь ко в  в с в о б о д н о м  п р о с тр а н ­
стве , если у ч и ты в а ть  т о л ь к о  м о н о п о л ь н у ю  с о ­
с та в л я ю щ у ю  во в за и м о д е й ств и и  п у зы р ь ка  и е го  
з е р ка л ь н о го  и зо б р а ж е н и я .

П а с с и в н ы е  а к у с т и ч е с к и е  м етод ы  п р и м е н я ­
л и с ь  для д и а гн о с т и к и  п у з ы р ь к о в  в л а б о р а то р н ы х  
и н а т у р н ы х  у сл о в и я х  на п р о т я ж е н и и  н е с к о л ь к и х  
д е ся ти л е ти й  |2 —6 |. Э та м е то д и ка  ш и р о к о  и с п о л ь ­
зуется в о к е а н о л о ги и  для  и з у ч е н и я  п о д в о д н ы х  га ­
зо вы х  с и п о в  и гр я зе в ы х  в у л ка н о в  |7 —10|. Х а р а к ­
т е р н ы й  с и гн а л , с о п р о в о ж д а ю щ и й  р о ж д е н и е  п у ­
зы р ь ка , излучается  в те ч е н и е  в р е м е н и , ко гд а  
п у зы р е к  н а хо д и тся  на р а с с то я н и и  п о р я д ка  не ­
с к о л ь к и х  р а д и усо в  о т  гр а н и ц ы . Ш и р о к о  и с п о л ь ­
зуемая м одель с в о б о д н о го  п у з ы р ь ка  не является  
а д е кв а тн о й  для е го  о п и с а н и я . И з у ч е н и ю  б л и з ко й  
пр о бл е м ы  — а к у с т и к и  га з о н а с ы щ е н н ы х  о с а д ко в  — 
п о с в я щ е н ы  не д а вни е  п у б л и к а ц и и  | I I ,  12|.

С у щ е с тв у ю т  м н о го о б р а з н ы е  б и о м е д и ц и н с к и е  
м е т о д и ки , ко то р ы е  и с п о л ь зу ю т  м и к р о п у з ы р ь к и  в 
качестве  у л ь тр а зв уко в ы х  к о н т р а с т н ы х  а ге н то в . В 
б о л ь ш и н с тв е  п р а к т и ч е с к и х  сл учаев  м и к р о п у з ы ­

р е к  п ул ьси р уе т  в н е п о с р е д с тв е н н о й  б л и зо с ти  о т  
с т е н о к  сосуд ов . К о л и ч е с т в о  п у б л и к а ц и й , п о с в я ­
щ е н н ы х  э то й  п робл ем е , кр а й н е  в е л и ко , у п о м я ­
нем  то л ь ко  ча сть  из н и х  113— 19|. П о п ы т к и  н а й ти  
о тв е т  на в о п р о с , к а к  гр а н и ц а  сред  с р а зн ы м и  м е­
х а н и ч е с к и м и  св о й ств а м и  вл и яе т на а ку с т и ч е с ки й  
о т к л и к  м и к р о п у з ы р ь к а , б ы л и  п р е д п р и н я ты  в се­
р и и  раб от Д о й н и к о в а  и е го  со а в то р о в  120—241. 
И з у ч е н и ю  б л и з к о й  пр о бл е м ы  — р а ссе ян и я  п р о ­
с тр а н с т в е н н о -н е о д н о р о д н ы х  з в у ко в ы х  полей 
с ф е р и ч е с ко й  ч а сти ц е й  — п о св я щ е н а  работа |2 5 |.

Т р а д и ц и о н н ы й  п о д хо д , и с п о л ь з у ю щ и й  м етод 
зе р ка л ь н ы х  и с т о ч н и к о в  |1 | ,  по зв о л я е т  п о л у ч и ть  
л и ш ь  д о с т а то ч н о  грубое  о п и с а н и е  п ул ь са ц и й  п у ­
зы р ь ка  вб л изи  гр а н и ц ы , п о с к о л ь к у  е го  п р и м е н и ­
м о сть  о гр а н и ч и в а е тс я  усл ови ем  м алости  разм е­
р о в  п у зы р ь ка  п о  с р а в н е н и ю  с р а ссто я н и е м  д о  
о гр а н и ч и в а ю щ е й  п о в е р х н о с ти . В о зм о ж н о с т ь  
н а й ти  р е ш е н и е  в интервале  д и с т а н ц и й , с о п о с та ­
в и м ы х  с разм ером  п у з ы р ь ка , о б усл овл ен а  н а ч и - 
чи см  в н у т р е н н е й  с и м м е т р и и , п р и в о д я щ е й  к  с у ­
щ е с тв о в а н и ю  17 к о о р д и н а т н ы х  с и с те м , в к о т о р ы х  
п р и  р е ш е н и и  у р а в н е н и я  Л апл аса  пе р е м е нны е  
разделяю тся |2 6 |. Т о р о и д а л ь н ы е  и б и сф е р и че ­
с к и е  ко о р д и н а т ы  п р и н а д л е ж а т  к  э то м у  с п и с к у . 
О н и  у с п е ш н о  п р и м е н я л и с ь  п р и  о п и с а н и и  п о ве ­
д е н и я  з а кр е п л е н н ы х  в к л ю ч е н и й  127, 2 8 1 и п у ­
з ы р ь ко в , р а с п о л а га ю щ и х с я  вб л изи  ж е с т ко й  1291 и 
и м п е д а н с н о й  13 0 1 гр а н и ц ы . П о с к о л ь к у  н и  верх­
н и й  (и л и с т ы й  и л и  п е с ч а н ы й ) с л о й  о с а д ко в , ни  
б и о л о ги ч е с ки е  т к а н и  не явл яю тся  ж е с т к о й  ср е ­
д о й , в н а сто ящ е й  статье п р и в о д и тся  р е ш е н и е  за-
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д а ч и  о б  о б ъ е м н ы х  ко л е б а н и я х  п у зы р ь ка  вблизи  
м е ж ф а зн о й  п о в е р х н о с  ти м е ж д у  д в ум я  ж и д к о с т я ­
м и , ч т о  является  а л ь те р н а ти в н о й  м од ел ью  для 
р а ссм атри ваем ы х сред  (д ля  о с а д ко в  — э го  тр а д и ­
ц и о н н а я  м одель вол н овод а  П е ке р и са ).

М О Д Е Л Ь

Р а ссм о тр и м  п у з ы р е к , н а х о д я щ и й с я  в  ж и д к о ­

сти  п л о тн о с ти  Р |, с ко р о с т ь  зв у ка  в ко т о р о й  равна 
С|. Ц ен  тр п у зы р ь ка  н а хо д и тся  на  р а с с то я н и и  /; от  
гр а н и ц ы  со  в то р о й  средой  — ж и д к о с т ь ю  п л о т н о ­

сти  р , ,  со  с к о р о с т ь ю  з в у ка  с 2. Р авновесная  ф орм а 
п у зы р ь ка  — сф ера радиуса  R „ .  П ред пол агается , 
ч то  разм ер п у зы р ь ка  и р а ссто я н и е  д о  гр а н и ц ы  
м н о го  м е н ь ш е  х а р а кте р н ы х  д л и н  вол н  X , п р и с у т ­
с т в у ю щ и х  в задаче: е =  ( R 0, h ) / X  <  1. Будем и с ­
п о л ьзо ва ть  п о д хо д , п р е д л о ж е н н ы й  в работе |311, и 
м етод  а с и м п т о т и ч е с к и х  р а зл о ж е н и й , в ко то р о м  
м алы м  п арам етром  является  о т н о ш е н и е  е разм е­
ров  п у зы р ь ка  и р а с с то я н и я  д о  гр а н и ц ы  к  д л и н е  
во л н ы . В б л и зи  п у з ы р ь ка  среды  м о ж н о  сч и та ть  
н е с ж и м а е м ы м и . Вдали о т  п у зы р ь ка  следует у ч и ­
ты в а ть  к о н е ч н у ю  с к о р о с т ь  р а с п р о с тр а н е н и я  в о з ­
м у щ е н и й .

П о те н ц и а л  а к у с т и ч е с к о го  поля вереде  (1 ) ф(г) 
уд овл етворяет у р а в н е н и ю  Г ел ьм гол ьц а  и д о п у с ­
ка е т  и н те гр а л ь н о е  пред ставл ение  вида

« r )  =  f  Г
4 п  J L d n  d n  J

•Sl+Shii

где С(г, г') — ф у н к ц и я  Г р и н а , г — п о л о ж е н и е  т о ч к и  
н а б л ю д е н и я , г '  — т о ч к и  на п о в е р х н о с ти  S0 п у ­
зы р ь ка  и м е ж ф а зн о й  п о в е р х н о с ти  5 im, д /д п ' — 
п р о и зв о д н а я  п о  н о р м а л и  (н о р м а л ь  направлена  
в н у т р ь  п у з ы р ь ка  и в н у гр ь  среды  (2 ) ) . М ы  пред ста ­
вим  реш ение  для со б стве н н ы х  ко л еб ани й  п узы р ь­
ка , п о это м у  в правой части  уравнения  ( I ) отсутству­
ет член с  и с т о ч н и ко м . Н а  м еж ф азны х поверхностях 
потенциал  удовлетворяет гр а н и ч н ы м  условиям  не ­
пр е р ы вно сти  см е щ е н и й  и равенства сил.

В ы бор  ф у н к ц и и  Г р и н а , уд о в л е тв о р я ю щ е й  гр а ­
н и ч н ы м  усл о в и я м  на п о в е р х н о с ти , разделяю щ ей 
ж и д к о с т и , обращ ает в нул ь  и н те грал  п о  S im |3 1 |, 
т а к  ч то  в у р а в н е н и и  ( I )  остается  т о л ь к о  и н те грал  
по  п о в е р х н о с ти  п у зы р ь ка . Э та  ф у н к ц и я  Г р и н а  
для  ве р хн е го  п о л у п р о с тр а н с тв а  (среды  (1 ) )  им еет 
вид  1311

я/2-'~2к

(7 (г, г ')  =  —  f  fs in 0 < /0 < /x x  
2л  J J

о о
х  е х р { / [ а ( л г - х ’) +  Р О ' - / ) ] } х  

х  [е х р ( /у | г  -  z '\) +  К ( 0 ) е х р [ / у ( г  +  г ') ] ] .

(2 )

Здесь а  =  A:n s in  0 c o s x ,  Р =  £ 0s in  0 s in  х . У =  
=  A:,, c o s  0, к „  =  со /с |, где а) — частота  зв у ка . У гл ы  0 
и х  о п р е д е л я ю т н аправл ен ие  п л о с ко й  во л н ы , 
в кл ю ч а я  ко м п л е к с н ы е  зн а ч е н и я  угла  0. В о тл и ч и е  
о т  раб оты  1311 и спо л ьзуе тся  си сте м а  ко о р д и н а т  с 
ц е н тр о м , л е ж а щ и м  в гр а н и ч н о й  п л о с к о с т и , и 
о сью  z, проходящ ей через центр  пузы рька . К о э ф ­
ф и ц и е н т  о тр а ж е н и я  п л о ско й  волны  на гран ице  раз­
дела двух ж и д ко сте й  К (0 )  описы вается  ф орм улой

_  /л c o s 0  — 'L l2 - s in 2 0 ^

w c o s 0  +  -  s in 2 0

где m  =  p 2/ P i , n =  C |/c 2 .

Р еш ени е  у р а в н е н и я  (1 )  в пределах во л н о в о й  
зо н ы  м о ж н о  и с к а т ь  в виде ряда п о  м ал ом у пара ­
м етру £, х а р а кте р и зу ю щ е м у  м алость разм еров  п у ­
зы р ь ка  и р а ссто я н и я  д о  гр а н и ц ы  п о  с р а в н е н и ю  с 
х а р а кте р н о й  д л и н о й  вол н ы :

Ф (г) =  Ф „(г )  +  е ф ,( г )+  . . . ,

( 7 ( г , г )  =  С 0( г , г ' )  +  £ С |( г , г ' )  +  . . . .

Д л я  расчета с о б с тв е н н о й  ча сто ты  п ул ь са ц и й  и ра­
д и а ц и о н н о го  затухания  достаточн о  о гран ичи ться  
двум я пе р вы м и  членам и разлож ения |32 |. У равне­
ния  нул ево го  и перво го  порядка  и м е ю т вид

ф о(г) =

W r ) . ± j [ C „ <r, , ) ^ p  +  C |( r , , 1^ .  (5 )

— ЧМ*-' ) ——ГГ"Г"—" — Ф о (г ')——
ап  ап ’’ J

Э гу  с и с т е м у  следует д о п о л н и т ь  ки н е м а т и ч е с ки м  
и д и н а м и ч е с к и м  гр а н и ч н ы м и  у сл о в и я м и  на п о ­
ве р хн о сти  п у зы р ь ка .

Д и н а м и ч е с к о е  гр а н и ч н о е  условие  с о с то и т  в 
т о м , ч то  д а вл е н и я  в газе и ж и д к о с т и  у с т е н к и  п у ­
зы р ь ка  р а зл и ча ю тся  т о л ь к о  за счет п о в е р х н о с т н о ­
го  н а т я ж е н и я . Е сли Р, =  Р (г е  Л ',,,/). РК =

=  Д | ( Г „ /К )  ■ — д авл ения  в ж и д к о с т и  и газе , то

Р, =  Р , -  o (V  п ) ,  (6 )

где п  — е д и н и ч н а я  н о р м а л ь  к  п о в е р хн о сти  п у ­
зы р ь ка , о  — ко э ф ф и ц и е н т  п о в е р х н о с т н о го  н а тя ­
ж е н и я . П о л а га е тся , ч то  ур а в н е н и е  с о с то я н и я  газа 
в п у зы р ь ке  о п и сы в а е тся  п о л и гр о п о й  с п о ка за те ­
лем  у ', V и Vn — м гн о в е н н о е  и равновесное  зн а ч е ­
н и я  объем а, Р„ — р а вн о ве сн о е  давл ение  газа в п у ­
зы р ь ке . К и н е м а т и ч е с ко е  гр а н и ч н о е  усл ови е  на 
с т е н ке  п у зы р ь ка  им еет вил

С =  (»  ■ n ) re. v (7 )
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З десь £ — н о р м а л ьн о е  с м е ш е н и е  с т е н к и  п у з ы р ь ­
ка , v =  Уф.

Р Е Ш Е Н И Е

П е р в ы й  ш а г  в р е ш е н и и  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (5 ) 
с о с то и т  в о пр е д е л е н и и  п е р в ы х  д в ух  чл е но в  
а с и м п т о т и ч е с к о го  р а зл о ж е н и я  и н те гр а л ь н о го  
пред ставл ения  для ф у н к ц и и  Г р и н а  (2 ). В кл а д  
п е р в о го  сл а га е м о го  во  в то р о й  с т р о ч к е  у р а в н е н и я
(2 )  п р и в о д и т  к  ф у н к ц и и  Г р и н а  для  с в о б о д н о го  
п р о стр а н ств а , и первы е  чл е н ы  а с и м п т о т и ч е с к о го  
р а зл о ж е н и я  в ы ч и с л я ю тс я  д о с т а т о ч н о  п р о сто :

С,(г, г') =  ехр^ Д  |г ~  г '|) -  — !— + /&ц. ,8)
|г -  г '| |г  -  Г j

П роц ед ура  в ы ч и сл е н и я  вклада о т  в то р о го  слагае ­
м о го , для о б о зн а ч е н и я  к о т о р о ю  будет и с п о л ь зо ­

ваться си м в о л  G  (г , г ' ) ,  гр о м о з д ка  и с о с т о и т  в раз­
б и е н и и  п у ти  и н т е гр и р о в а н и я  на два  интервала: 

10, л /2 | ,  17t/2, - / 'о ° | и н а х о ж д е н и и  а с и м п т о т и к  в 
ка ж д о м  из н и х . П о с к о л ь к у  в ы ч и с л е н и я  с л о ж н ы е , 
п р и в о д и м  сразу  о к о н ч а т е л ь н ы й  результат:

G- (г . г ')  = =
I т  -  I

г  -  г '  +  2 г 'е  J /и  +  1
+

, /и +  I -  Ъ п п  , . . .+  ik „  ---------j ----------- +  2 т  С ( f i.A f)
т  -  1

где

С (п , т )  =

(д 2 - 1)1/2

\ т 2 -  \ ) 3' 2

2( я 2 -  I ) ' /2

' ( 1 - m V 2

2(1 -  л 2) '/2 

"(да2 -  ! ) у2

1 +

a rc tg

a rc tg

( l - n 2) ^

' ( 1 - * 2)V2
In

I -

'( w - I H i n - l )  

(n  +  1)(/и +  1)

( Я - 1 Н /Я - 1 )

( n  +  \) (m  +  \)J

(n  -  l ) ( l  -  m ) 

(n  +  l ) (m  +  l )

(1 -  /7)(m -  1) 

(n  +  l)(/w  +  1)

(1 -  w )(l — m )

1 +
L ■

V (/> +  D (/»  +  i)J

(1 -  w )(l -  m )

( /; +  1 )(m  +  1)J

n  >  1, m  >  1;

n  >  1, m  <  1;

n  <  1, m >  1;

n  <  1, m  <  1.

(9 )

Т а к и м  о б р а зо м , ф у н к ц и и  Г р и н а  н у л е в о го  и п е р в о го  п р и б л и ж е н и й  и м е ю т  с л е д у ю щ и й  вид:

С0(г,г') = ; +  :
1______ т  -  1

|г -  г ' +  2 z e \m  +  I

С | ( г , г ')  =  ( iw /c )G ,, G f =  2 т
( т - п )

1 т 2 - \
+  т С ( п , т )

(Ю )

П р и м е ч а те л ь н о , ч то  п о п р а в ка  п е р в о го  п о р я д ­
ка  является  п о с т о я н н о й , не за ви сящ е й  о т  п р о ­
с тр а н с тв е н н ы х  ко о р д и н а т . В в ы р а ж е н и и  для п о ­
п р а в ки  н ул е в о го  п о р я д ка  е . — е д и н и ч н ы й  в е кто р  
в н а п р а в л е н и и  о с и  z■ Ф у н к ц и я  Г р и н а  нул е во го  
п р и б л и ж е н и я  д о п у с ка е т  с л е д у ю щ у ю  и н те р п р е та ­
ц и ю : о н а  с о с т о и т  из д в ух  м о н о п о л ь н ы х  и с т о ч н и ­
к о в  в н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  — п р я м о го  и зер­
ка л ь н о го  о тн о с и те л ь н о  м е ж ф а зн о й  п о в е р х н о с ти , 
п р и ч е м  и н т е н с и в н о с т ь  з е р ка л ь н о го  и с т о ч н и к а  
та ко в а , ч то  о б е спе ч и ва е т в ы п о л н е н и е  гр а н и ч н о го  
усл о ви я . Д л я  о ч е н ь  тя ж е л о й  н и ж н е й  ж и д ко с т и

т  —> °о о н а  со о тве тствуе т  ж е с т к о й  гр а н и ц е , а для 
п р о т и в о п о л о ж н о го  случая  — л е гк о й  ж и д к о с т и  

т  —> 0 — а б с о л ю тн о  м я гк о й . К о гд а  п л о тн о с ти  

ж и д ко с т е й  о д и н а к о в ы , т о  т  =  1, и м ы  получаем  
ф у н к ц и ю  Г р и н а  в с в о б о д н о м  пр о стр а н стве .

Р еш ени е  н ул е в о го  п р и б л и ж е н и я  ф „(г ) ,  о п и с ы ­
ваю щ ее поле в н е с ж и м а е м о й  среде, уд овл етворя ­
ет у р а в н е н и ю  Л а п л а са  и гр а н и ч н ы м  усл о в и я м  (6 ),
(7 ). С в я з ь  м еж д у давл ением  и п о те н ц и а л о м  зада­
ется у р а в н е н и е м  Б е р н ул л и :
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г

Р и с. 1. И л л ю с т р а ц и я  б и с ф е р и ч е с ки х  ко о р д и н а т . П о ­

л о ж е н и е  д а н н о й  т о ч к и  задастся п е р есе че н и ем  сф еры , 

п о в е р х н о с т и , о б р а зо в а н н о й  в р а щ е н и е м  д у ги  с  ц е н ­

тр о м  в  т о ч к е  (х  =  a c ig O . z =  0 ) с  р а д и усом  a / |s in  б| в о ­
к р у г  о с и  0 г ,  и  а зи м у та л ь н о й  п л о с к о с т и . П о в е р х н о с ть  

4  =  4 о  сф ера с ц е н тр о м  в т о ч к е  (z  =  a c h ^ o .  

х  =  у  =  0 ) и  р а д и усом  a / |s h ^ 0|-

р,[ф(г,/)-ф„(/) +v2(r,/)/2] = (
=  - ( P ( r , t ) ~  Р „ ) .

м ы  ко о р д и н а т , д о п у с ка ю щ е й  разделение пере­
м е н н ы х  п р и  р е ш е н и и  ур а вн е н и я  Л апл аса  12 6 1. 
Б и сф е р и ч е ски е  ко о р д и н а т ы  (^ , 0 , ф ) св я за н ы  с 
д е ка р т о в ы м и  ко о р д и н а та м и  (х , у , z) сл е д ую щ и м и  
с о о т н о ш е н и я м и :

s in d c o s u /  s in  O s in  ф
х  =  а -----------------— , у  =  а ---------------- — ,

c h q - c o s f )  c h ^ - c o s d

г  =  a — - s h ^ - -  , a  =  /? „sh^u, (12)
c l iq  -  c o s  и

^ ,  =  In  [ / , / / ? „ +  >/(/,/y?0) 2 - l J .

П е р е м е н н а я  q  и зм е н я е тся  в пределах от - ° °  д о  +°°, 
а у гл ы  0 и ф  — о т  0 д о  л  и о т О д о  2 п  соответствен  но. 
П о в е р х н о с т ь  — п у зы р е к , а £ =  0 — гр а н и ч н а я  
п л о с к о с т ь  м е ж д у  ж и д к о с т я м и . Р и с у н о к  I и л л ю ­
с тр и р у е т  с т р у к т у р у  ко о р д и н а т н ы х  пове р хно сте й .

О бщ ее  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Л а п л а са , обладаю ­
щ ее п р е д п о л а га е м о й  о севой  с и м м е т р и е й , им еет 
с л е д у ю щ и й  ви д  |2 9 |:

ф ,д ,0 )  =  y j c h ^ - c o s i <̂ ll(q , i'» ,

< P n< ^>  =  ф Д ( о ) £ [д яе(я+,/2*  +  (13>
п - 0

где Р„(-д) — п о л и н о м ы  Л е ж а н д р а , фл((0) =  

=  ф „(^ , — зн а ч е н и е  по те н ц и а л а  на с те н ке  п у ­

зы р ь ка , п о с т о я н н ы е  а„ и /;„ определяю тся  из гр а ­
н и ч н ы х  у с л о в и й . Б с в о ю  очередь, ф у н к ц и и  Г р и н а  
и м е ю т  сл ед ую щ ее  представление:

З десь Рт  — ра вн о ве сн о е  давл ение  в ж и д к о с т и  вда­
л и  о т  п у зы р ь ка . П о с к о л ь к у  п о те н ц и а л  в у р а в н е ­
н и и  Б е р нул л и  определен с т о ч н о с т ь ю  д о  п р о и з ­
во л ь н о й  ф у н к ц и и  в р е м е н и , будем  в д а л ьней ш ем  

п о л а га ть  ф „( / )  =  0. В работе а н а л и зи р уе тся  л и н е й ­
ная задача, п о э т о м у  пренсб ре гается  н е л и н е й н ы м

чл е н о м  v 2/ 2 .

П р и  п у л ь с а ц и я х  давл ение  в п у зы р ь ке  м еняется  
во  врем ени , н о  остается пространствен но  о д н ород ­
н ы м , п о с ко л ь ку  д л ина  волны  в газе превы ш ает раз­
меры пузы р ька  в си л у  нал ичия  м алого  параметра е. 
П о ве р хн о сть  та ко го  го м о б а р и ч е ско го  пузы рька  б у ­
д ет э кв и п о те н ц и а л ь н о й , если пренебречь п о в е р х ­
н о с т н ы м  н а тя ж е н и е м  в д и н а м и ч е с к о м  гр а н и ч ­
н о м  у с л о в и и  (6 ) . Э то  усл ови е  н а кл ад ы вает о гр а ­
н и ч е н и е  на  в о з м о ж н ы й  с п е к т р  разм еров 
п у з ы р ь к о в  /?„ > 1 0  м к м . Д а н н о е  п р и б л и ж е н и е , 
им е ю щ е е  п р я м ы е  а н а л о ги и  с э л е ктр о с т а т и ко й , 
впервы е  б ы л о  и с п о л ь зо в а н о  в работе 13 3 1 и д о с та ­
т о ч н о  ш и р о к о  п р и м е н я л о с ь  в д а л ьн е й ш е м  127— 
29, 34 , 35|.

В о з м о ж н о с т ь  н а хо ж д е н и я  а н а л и т и ч е с ко го  ре­
ш е н и я  связана  с  в ы б о р о м  б и с ф е р и ч е с ко й  с и с т е ­

С “( г , г )  = - Ц  = G•Xд,ф|<;•,^Э•,ф•) =
г - г

_  V c h q - c o s t V c h ^ - c o s d ' y  у  (” ~ H > L  ( И )  

а ' ^  (п  +  |ш|)!я=0 ш=-л'  I I'

X С05|/Д(Ф -  ф,)|Я;,(д)/>лт (д > Ня*,/2̂ \

(г, г") = ______ j______ т  — 1

г — г' +  2 г 'е . | /и  +  1 

т  — I
= с Х « . ф| ф '>________ т +  I

_  л/сl i ^  -  c o s  d-v/ch^' -  c o s  Д ' т  -  1 ,,А
а т + 1

А - Л ( д - Ы ) !
х  X  У : ------  с o s  | //;(ф -  ф ) | х

х  р ;;\ъ )р ;;\х У )е <я+|/2^ 1.

(15)

П о с к о л ь к у  и с ко м о е  р е ш е н и е  ф(,(^ ,Д ) не за в и си т  
о т  а зи м у та л ь н о го  у гл а , в п о в е р х н о с тн ы е  и н те гр а ­
л ы  в у р а в н е н и и  (5 )  д а ю т  вклад  т о л ь к о  чл е н ы  с 
т  =  0 .
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П од ставл яя  в ы р а ж е н и я  (1 3 )—(15) в ур а в н е н и е  
н у л е в о ю  п р и б л и ж е н и я  (5 ) и п р и р а в н и в а я  к о э ф ­

ф и ц и е н т ы  п р и  е ' " * ' /  1’ / >„ ( д ) ,  в л е вой  и
пра во й  частях  у р а в н е н и я , по л уча е м  с и с т е м у  ал­
ге б р а и ч е с ки х  у р а в н е н и й  для  о пред ел ен ия  н е и з ­
в е стн ы х  ко э ф ф и ц и е н то в  а „, Ь„. П р и  в ы ч и с л е н и и  
и н те гр а л о в  и с п о л ь зу ю тс я  сл е д ую щ и е  в с п о м о га ­
те л ьн ы е  ф орм ул ы :

2  s i n t f ' r / d V / y '  Э  /  ч

"  =  “ № - c o s e f '  а ? ( - ) _

_ (ch^c -cosft')_3_( ) ? (16)
а  ъ

. 1 =  J 2 Y e H nt'/2*°P n( V ) .
л/c h ^ o  “  c o s r3 ' ~

А л ге б р а и ч е ски е  у р а в н е н и я  и их  р е ш е н и я  и м е ю т  
вид

а л =  ^ - ( Л+|/2^о +  е^ ' / 2^ а п _

_  енп+\/2Ъ,ь  ~\ ь  _  1 т  -  1 с -<л-н/2& х

"  J " 2 т  +  1

х  +  е(п+'1Щяа „  -  e - " ,+l/2S n] ,  (17)

У 2(/и  +  р е н "* '/2*"

®" ( л , - И ) е,й+,^ + ( ^ - 1 ) г - <п+1/̂ ’

V 2 (w -D g ~ (" +'/2fe"

Т о гд а  для  а н а л и т и ч е с ко го  р е ш е н и я  ур а в н е н и я  
н ул е в о го  п р и б л и ж е н и я  им еем :

Ф „(^ ,гТ ) =  -J c h Z ,-  c o s  13<рл( с о ) х /2 ^  е х

[ ( m  +  I V r ^  +  ^ - D e - * - ^ ]  п  (18>

П р и  о пр е д е л е н и и  р е ш е н и я  п е р в о го  п р и б л и ж е ­
н и я  воспол ьзуем ся  тем  о б сто я те л ь ств о м , ч то  эта 
п о п р а в ка  для с в о б о д н о го  п у зы р ь ка  и п у з ы р ь ка  у 
ж е с т к о й  гр а н и ц ы  не за в и с и т  о т  п р о с т р а н с т в е н ­
н ы х  ко о р д и н а т . П од ставл яя  ф ,(£, 0 )  =  c o n s t в 
ур а в н е н и е  п е р в о го  п р и б л и ж е н и я , наход им

Ф, =  ф *(ю ) (/0) /  с ) /?о(э ,£22.

C l2 =  \ -  2shS0£
( т  -  1)е

-<2«+1)4 (19)

+  |)e ,2n+l^° +  ( т  -  1)’

Н а ч а л ь н о й  т о ч к о й  н а ш е го  р а с с м о тр е н и я  бы ло  
ур а в н е н и е  Гел ьм гол ьца . Д л я  п о л у ч е н и я  анал ога  
у р а в н е н и я  Рэлея следует пер е й ти  к  вр е м е н н ы м  
п е р е м е н н ы м , соверш ая  о б р а тн о е  преобр а зо ва ни е  

Ф у р ь е  п о  частотам  фл(со) —» фл( / ) ,  ф|(<о) —> ф ,(/) =

=  -ф л( / ) (Л 0/сХ э|£22. Здесь т о ч к а  о зн а ча е т п р о и з ­
в о д н ую  п о  врем ени .

С О Б С Т В Е Н Н А Я  Ч А С Т О Т А  И З А Т У Х А Н И Е

К и н е м а т и ч е с ко е  гр а н и ч н о е  условие  (7 ) п о зв о ­
л я е т  у с та н о в и ть  св я зь  м е ж д у  и зм е н е н и е м  объема 
п у зы р ь ка  и зн а ч е н и е м  п о те н ц и а л а  на е го  гр а н и ц е :

— L — L (20)
Уо y j  y j  b n ' R 2

з н а к  м и н у с  связан  с в ы б о р о м  н а п р а вл е н и я  н о р ­
мали — в н у т р ь  п у зы р ь ка . В ы раж ая  п р о и зв о д н у ю  
п о  врем ени  о т  по те н ц и а л а  в у р а в н е н и и  Б ернул л и , 
получаем  и с к о м ы й  результат:

ф (^ |. Я ) =  Ы О  +  Ш  =  +
У о 312

+  Л У  R » R A C l-  =  A y _ A y \ Rо/ с ) х  (21)

К 0 3 0 'с  р , К0

x (7,o 2 +  o 2a k  =  0, 0 ;  =  0 20 2. 122 = ^ ,
Р Л

где О 0 -  со б стве н н а я  частота  с в о б о д н о го  п у з ы р ь ­
ка . П р о и зв о д н а я  тр е тье го  п о р я д ка  п р и в о д и т  к  и з ­
ве стн ы м  пробл ем ам  п р и  о п и с а н и и  р а д и а ц и о н н о ­
го  за туха н и я  |3 2 |. Д л я  се п р е о д о л е н и я , следуя 
|3 2 |, и сп о л ь зуе м  т о т  ф а кт , ч то  с т о ч н о с т ь ю  д о  чл е ­

н о в  в то р о го  п о р я д ка  п о  £ Д  К  ~  —12^Д К . Э то  п р и ­

вод и т к  о ко н ч а т е л ь н о м у  вид у м о д и ф и ц и р о в а н н о ­
го  у р а в н е н и я  Рэлея:

Д К + уДК + 122Д К  = 0, v = ^ i C , l V .  (22)
с

Н а л и ч и е  м е ж ф а зн о й  п о в е р х н о с ти  п р и в о д и т  к  и з ­
м е н е н и ю  и н е р ц и о н н о й  м ассы  п у з ы р ь ка  и и зм е ­
н яет е го  с о б с т в е н н у ю  ч а с то ту  12* и за туха н и е  V.

П р о с тр а н с тв е н н ы е  в а р и а ц и и  12* и v  о п р е д е л я ­

ю тся  повед ени ем  м н о ж и те л я  Г22(£ 0) ,  в ко то р о м  
следует вы д ел ить  я в н у ю  за в и с и м о с ть  о т  ра ссто я ­
н и я  д о  гр а н и ц ы  И и разм ера Rfl п у зы р ь ка :

Q 2 =  1 -  2( т  -  1 )7 (Л /Л о )2 -  I х
-<2и+1)

[ / ; / /? „  +  J U i/R S  -

"=о ( т  + !)[/»/ R q +  y ] ( h / R u y

(23)

<2/1+1)
+  ( / « - ! )

Н а  б о л ь ш и х  р а с с то я н и я х  о т  гр а н и ц ы  /; §> R „  в р я ­
д у  следует о с та в и ть  т о л ь к о  п е р в ы й  ч л е н , ч то  дает

122 = 1 - 1( т  -  1 ) / ( т  + 1)| х (Я„/2А).
Д л я  тя ж е л о й  н и ж н е й  ж и д к о с т и  т  —> °°  вы ра ­

ж е н и е  для  с о б с тв е н н о й  ча сто ты  совпадает с ф о р ­
м ул ой  (14 ) раб оты  1291 Для ча сто ты  п у зы р ь ка  у  аб -
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Р ис. 2 . Н о р м и р о в а н н а я  со б ств е н н а я  ч астота  
И = i l j L l i | к а к  ф у н к ц и я  р а с с то я н и я  л о  гр а н и ц ы  
А /Д о . Н и ж н я я  с п л о ш н а я  кр и в а я  со о тве тств уе т  п у ­
з ы р ь к у  н а л  с л о ем  о с а д ко в  /и  =  1 .95 . В ерхняя  с п л о ш ­
ная кр и в а я  -  п у з ы р е к  в  о са д ка х  т =  0 .5 1 . Ж и р н а я  
ш тр и х о в а н н а я  л и н и я  о п и с ы в а е т  за в и с и м о с ть  с о б ­
с т в е н н о й  ч а с то ты  для п у зы р ь ка  в  к р о в и  вб л и зи  с т е н ­
к и  а р те р и и  /я  =  0 .8 6 . Т о н к и е  ш т р и х о в а н н ы е  л и н и и  
с о о тв е тс тв у ю т  у ч е ту  т о л ь к о  м о н о п о л ь н о й  с о с та в л я ю - 
ш е й  во  в з а и м о д е й ст в и и  п у з ы р ь ка  и е го  з е р к а л ь н о ю  
и зо б р а ж е н и я .

с о л ю т и о  ж е с т к о й  гр а н и ц ы . Ф о р м у л а  для  радиа­
ц и о н н о го  за туха ни я  переход ит п р и  э то м  в 
ф о р м ул у  (4 0 ) э то й  статьи . Д л я  л е г к о й  ж и д к о с т и  
т  —> 0 в ы р а ж е н и е  для с о б с тв е н н о й  ча сто ты  пере ­
хо д и т  в ф о р м ул ы  (2 3 ), (24 ) работы  [3 5 ], о п и с ы в а ­
ю щ и е  с о б с тв е н н у ю  ча сто ту  п у зы р ь ка  у св о б о д н о й  
п о в е р х н о с ти . Р а д и а ц и о н н о е  затухание  в этом  
пределе обращ ается  в пул ь , п о с к о л ь к у  вблизи  
с в о б о д н о й  п о в е р х н о с ти  п у зы р е к  сове р ш а е т не 
м о н о п о л ь н ы е , а д и п о л ь н ы е  ко л е б а н и я . К о гд а  
среды и м е ю т оди наковы е  параметры: т  =  1, п  =  I, 
собственная  частота и затухание переходят в со о т­
ветствую щ ие значения  для свободного  пузы рька .

Р и с у н о к  2 и л л ю стр и р уе т  п овед ени е  безразм ер­

н о й  с о б с тв е н н о й  ча сто ты  £2 =  £2*/£20 в з а в и с и м о ­
сти  о т  н о р м и р о в а н н о го  р а ссто я н и я  д о  гр а н и ц ы  

Л /Rit для  х а р а кте р н ы х  парам етров  сред. Т и п и ч н о е  
о т н о ш е н и е  п л о т н о с т и  о са д ко в  к  п л о т н о с т и  воды : 
т  =  1 .95 . Н и ж н я я  с п л о ш н а я  кр и в а я  о п и сы в а е т  
п овед ени е  с о б с тв е н н о й  ча сто ты  п у зы р ь ка , н а хо ­
д я щ е го с я  в ж и д к о с т и , п р и  е го  уд а л е н и и  о т  гр а н и ­
ц ы , а ве р хняя  — поведение  с о б с тв е н н о й  частоты  
п у з ы р ь ка , на хо д ящ е го ся  в осадках . Т о н к и е  ш т р и ­
х о в а н н ы е  л и н и и  со о тв е тств ую т п р и б л и ж е н н о м у  
в ы р а ж е н и ю  для с о б с тв е н н о й  ч а сто ты , ко гд а  в 
б е с ко н е ч н о м  ряду учи ты ва е тся  т о л ь к о  первое 
слагаем ое , ч то  со о тветствует уче ту  т о л ь к о  м о н о ­
п о л ь н о й  со ста в л яю щ е й  во в за и м о д е й ств и и  п у ­
зы р ь ка  и е го  з е р ка л ь н о го  и зо б р а ж е н и я . В ы ч и с л е ­

н и я  для  п у зы р ь ка , на хо д ящ е го ся  в к р о в и  вблизи  

с т е н к и  а р те р и и  |2 2 | т  =  0 .9 /1 .0 5  =  0 .8 6 , и зо б р а ­
ж е н ы  ж и р н о й  ш т р и х о в а н н о й  л и н и е й .

П р о сл е д и м  п овед ени е  р а д и а ц и о н н о го  затуха­
н и я  в п р е д е л ь н ы х  случаях:

т ( т  -  п)
+  т С ( т ,  п ) . (24)

П р и  /м —> 1 ( a r c tg ( x )  — — >л--л'/з,
1 п (1 + х ) — — — > х  -  х 3/ 2  +  х ’/З )  ко э ф ф и ц и е н т  

за ту х а н и я  с тр е м и тс я  к  v  —> (£2(2 Ra/c )  х

х  (2 /3 )(1  +  п  +  я 2) х  (| +  /;) 1 и в случае равенства  

с ко р о с т е й  в  о б е и х  средах (п  =  1) совпадает с зату ­
х а н и е м  с в о б о д н о го  п у зы р ь ка . П р и  п  —> I в е л и ч и ­

на  v  ->  (£2,2 Rq/ c)  х  £242/я( 1 +  /я )-1. Д л я  тя ж е л о й  
н и ж н е й  ж и д к о с т и  это  вы р а ж е н и е  пе р е хо д и т в за­
ту х а н и е  п у з ы р ь ка  у ж е с т к о й  гр а н и ц ы , а для л е г­
к о й  с тр е м и тс я  к  н у л ю  (м о н о п о л ь н о е  и зл учен ие  
о тс у тс тв у е т ). П р и  т  — > 1 о н о  пе р е хо д и т в  затуха­
н и е  с в о б о д н о го  п у зы р ь ка .

Р и с у н о к  3 и л л ю стр и р уе т  поведение  безразм ер­

н о го  за ту х а н и я  v / v 0 (н о р м и р о в к а  в ы п о л н я е тся  на 
зн а ч е н и е  за туха н и я  для  с в о б о д н о го  п у зы р ь ка

v „  =  (£22,/?(|с ' ) )  в за в и си м о сти  о т  р а с с то я н и я  до 

гр а н и ц ы  И /R{) для  ха р а кте р н ы х  парам етров  сред. 
К о э ф ф и ц и е н т  затуха н и я  вы чи сл е н  на р е зо н а н с ­
н о й  ча сто те , и е го  п р о стр а н ств е н н а я  и з м е н ч и ­

в о сть  определяется  т о л ь к о  м н о ж и те л е м  £24. П о  
э то й  п р и ч и н е  для п у зы р ь ка  у  слоя  о с а д ко в  (ве р х ­
няя  кр и в а я  на р и с . 3 ) ко э ф ф и ц и е н т  за туха н и я  
ум е н ь ш а е тся  п р и  п р и б л и ж е н и и  к  гр а н и ц е , п о ­

с к о л ь к у  п о н и ж а е т с я  частота  £2. Д л я  п у з ы р ь ка , на ­
хо д я щ е го ся  в слое о с а д ко в , ко э ф ф и ц и е н т  затуха ­
н и я  растет п р и  п р и б л и ж е н и и  к  гр а н и ц е  (н и ж н я я  
с п л о ш н а я  кр и в а я  на р и с . 3 ), п о с к о л ь к у  у в е л и ч и ­

вается частота  £2. П р и  уд а л е н и и  о т  гр а н и ц ы , н о  на 
р а с с то я н и я х , м н о го  м е н ь ш и х  д л и н ы  в о л н ы , зату ­
ха н и е  ко л е б а н и й  п у зы р ь ка  над  слоем  о с а д ко в  в ы ­
ш е, чем  в случае с в о б о д н о го  п у зы р ь ка , п о с к о л ь к у  
о с а д ки  — более тяж ел ая  среда с м е н ь ш е й  с ж и м а е ­
м о с ть ю , н а л и ч и е  ко т о р о й  э кв и в а л е н тн о  п р и с у т ­
с т в и ю  з е р ка л ь н о го  п у зы р ь ка , ко л е б л ю щ е го ся  
с и н ф а з н о . Н а о б о р о т , для  п у зы р ь ка  в слое о с а д ко в  
зе р ка л ь н ы й  п у з ы р е к  будет колебаться  п р о т и в о - 
ф азно , и э т о  у м е н ь ш и т  затухание . Р азличие  пара ­
м етров  среды  для п у зы р ь ка  в к р о в и  — ш т р и х о в а н ­
ная ж и р н а я  л и н и я  на р и с . 3 — сто л ь  н е зн а ч и те л ь ­
н о , ч то  за ф и кс и р о в а ть  о тл и ч и я  в парам етрах его  
о с ц и л л я ц и й  кр а й н е  с л о ж н о .

В н а с то я щ е й  работе п р о д е м о н с тр и р о в а н а  эф ­
ф е кт и в н о с т ь  п р е д л о ж е н н о го  Е .Л . Ш е н д е р о в ы м  
подхода  [3 1 1 для  о п и с а н и я  д и н а м и к и  газовы х 
в к л ю ч е н и й  вб л и зи  м е ж ф а зн о й  п о в е р х н о с ти . П о -
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Рис. 3 . Н о р м и р о в а н н ы й  ко э ф ф и ц и е н т  р а д и а ц и о н н о ­
го  за туха н и я  v / v 0 к а к  ф у н к ц и я  р а с с то я н и я  д о  г р а н и ­
ц ы  А /К,| . В е р хн я я  с п л о ш н а я  кр и в а я  со о тв е тс тв у е т  п у ­
з ы р ь к у  н а д  сл о ем  о с а д ко в  от =  1.95, п =  0 .8 6 . Н и ж н я я  
с п л о ш н а я  кр и в а я  — п у з ы р е к  в  о с а д ка х  от =  0 .51 . 
п =  1.1 6 . Ж и р н а я  ш т р и х о в а н н а я  л и н и я  о п и с ы в а е т  за ­
в и с и м о с т ь  с о б с тв е н н о й  ч а с то ты  д л я  п у з ы р ь к а  в  к р о в и  
вб л и зи  с т е н к и  а р те р и и  от =  0 .8 6 , л  =  1 .0 8 . Т о н к и е  
ш т р и х о в а н н ы е  л и н и и  со о тв е тс тв у ю т  уч е ту  т о л ь к о  м о ­
н о п о л ь н о й  со ста в л я ю щ е й  в о  в з а и м о д е й с т в и и  п у ­
з ы р ь ка  и е го  з е р ка л ь н о го  и зо б р а ж е н и я .

л у ч е н н ы е  результаты  о тн о с я тс я  к  о тн о с и те л ь н о  
п р о с т о м у  сл учаю  — гр а н и ц е  м е ж д у  д в ум я  ж и д к и ­
м и  средам и . О д н а ко  ун и в е р с а л ь н о с ть  подхода 
13 11 по зво л яе т, в  п р и н ц и п е , п о л у ч и ть  р е ш е н и е  го ­
раздо более с л о ж н о й  задачи о  п о в е д е н и и  в кл ю ч е ­
н и й  вб л изи  гр а н и ц ы  ж и д к о с т и  и у п р у го й  среды .

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

П р о в е д е н н ы е  и ссл ед овани я  п о зв о л и л и  о п и ­
сать  объ ем ны е  ко л е б а н и я  п у з ы р ь ка , р а с п о л о ж е н ­
н о го  в интервале м ал ы х, в п л о ть  д о  ка с а н и я , р а с ­
с т о я н и й  о т  м е ж ф а зно й  гр а н и ц ы  м е ж д у  двум я  
ж и д к и м и  средам и. П о л у ч е н ы  а н а л и ти ч е с ки е  
ф о р м ул ы , о пр е д е л я ю щ и е  за в и с и м о с ть  с о б с тв е н ­
н о й  ча сто ты  и р а д и а ц и о н н о го  за туха н и я  о т  раз­
м еров п у зы р ь ка , р а ссто я н и я  д о  гр а н и ц ы  и ф и з и ­
ч е с к и х  парам етров  сред. П о ка з а н о , ч т о  и с п о л ь зо ­
вани е  п р и б л и ж е н н о й  м од ел и , у ч и ты в а ю щ е й  
т о л ь к о  в кл ад  м о н о п о л ь н о й  со ста в л я ю щ е й  во вза­
и м о д е й с тв и и  п у зы р ь ка  и е ю  з е р ка л ь н о го  и зо б р а ­
ж е н и я , обеспечивает х о р о ш у ю  а п п р о к с и м а ц и ю  
т о ч н о го  реш е н и я .

Работа в ы п о л н е н а  п р и  п о д д е р ж ке  Р Ф Ф И  
(п р о е к т  №  14-05-00334а) и Т О Й  Д В О  Р А Н  (п р о ­
е к т  №  0201363045).
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