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Рассмотрено распространение изгибны х волн по стержню , толщ ина которого  достаточно плавно 
уменьшается, обращаясь в нуль на конечном  отрезке стержня. С корость распространения волн при 
приближ ении к  заостренному ко н ц у  стремится к  нулю , а время распространения до заостренного 
конца  оказывается бесконечны м. К а к  следствие, волна, распространяющаяся по стержню , не отра­
жается от его конца . Количественно этот эффект рассматривался ранее в В К Б -приб л и ж ении . О ка­
залось, что при параболическом заострении стержня В К  Б -приближение является равномерной 
асим птотикой , справедливой (или несправедливой) в лю бом  сечении стержня. П ри параболиче­
ском  заострении уравнение изгибны х колебаний стержня имеет точны е аналитические решения в 
виде степенных ф ункций . На основе этих реш ений предложено модифицированное В К Б -приб л и - 
жение для реш ений уравнения стержней с непараболическим законом  изменения толщ ины . Вы­
числен и проанализирован входной импеданс параболически заостренного стержня.
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В В Е Д Е Н И Е

В раб оте  [1 ] р а с с м о тр е н о  р а сп р о с тр а н е н и е  и з ­
ги б н ы х  вол н  п о  с т е р ж н ю , се че н и е  ко то р о го  
ум еньш ается  вдоль е го  о с и  и  стр е м и тся  к  н у л ю  п р и  
к о н е ч н о й  д л и н е  с те р ж н я . П р и  э то м  с ко р о с ть  рас­
п р о с тр а н е н и я  и з ги б н ы х  вол н  т а к ж е  стр е м и тся  к  
н у л ю . П о ка з а н о , ч то  врем я р а с п р о стр а н е н и я  вол­
н ы  о т  н а ч а л ь н о го  сечен ия  д о  к о н е ч н о го  м ож ет 
б ы ть  равно  б е с ко н е ч н о с ти . С ко р о с т ь  ум е н ь ш е н и я  
се чен ия  д о л ж н а  б ы ть  д о ста то чн о  п л а в н о й , ч то б ы  
и зб е ж а ть  о т р а ж е н и й  о т  п р о м е ж у т о ч н ы х  с е ч е н и й . 
П р и  э то м  у с л о в и и  те о р е т и ч е с ки  в о з м о ж н о  п о л ­
н о е  п о гл о щ е н и е  и з ги б н ы х  в о л н  в за о с т р е н н о м , в 
ч а с т н о с ти , н о  п а р а б о л и ч е с ко м у  з а к о н у  сте р ж н е  
на к о н е ч н о й  д л и н е . С к о р о с т ь  и з ги б н ы х  вол н  п р и  
п а р а б о л и ч е с ко м  за о с т р е н и и  с те р ж н я  с тр е м и тс я  к  
н у л ю  п р и  п р и б л и ж е н и и  к  за о с т р е н н о й  к р о м к е , а 
врем я д о с т и ж е н и я  в о л н о й  к р о м к и  — к  б е с ко н е ч ­
н о с ти . В о л н а , вхо д ящ а я  в начал ьн ое  сечен ие  за ­
о с т р е н н о го  с т е р ж н я , н и к о гд а  н е  д о с т и гн е т  к р о м ­
к и  и , след овател ьно , не  о тр а зи тся  о т  нее. О т с у т ­
ств и е  о тр а ж е н и я  в ы зв а н о  не  ф и зи ч е с ки м  
п о гл о щ е н и е м  в  м атериале  с т е р ж н я , а и м е н н о  не ­
в о з м о ж н о с т ь ю  д о с т и ч ь  к о н ц а  с те р ж н я  за к о н е ч ­
н о е  врем я. П о  а н а л о ги и  с к о с м о л о ги ч е с к и м и  объ ­
е кта м и  — ч е р н ы м и  д ы р а м и , в  к о т о р ы х  с ко р о с ть  
р а с п р о с тр а н е н и я  света в с и л ь н о м  гр а в и т а ц и о н ­

н о м  поле зам едляется, в [11 введен те р м и н  “ в и б ­
р а ц и о н н а я  че р н а я  д ы р а ” . А н а л и з  в и б р а ц и о н н о й  
ч е р н о й  д ы р ы  провед ен  на  о с н о в е  В К Б -п р и б л и ­
ж е н и и  т е о р и и  р а с п р о с тр а н е н и я  и з ги б н ы х  волн . В 
д ал ьнейш ем  идея в и б р а ц и о н н о й  чер н о й  д ы р ы  ста­
ла д о ста то ч н о  п о п у л я р н о й . Т а к , в [2 ] д а н о , т а к ж е  в 
В К Б -п р и б л и ж е н и и , об о бщ е ни е  р еш ен ия  э то й  за ­
дачи  на  случай  п л а с ти н ы , п о к р ы т о й  т о н к и м  в и б ­
р о п о гл о щ а ю щ и м  слоем . Д обавл ен ие  в и б р о п о гл о ­
щ а ю щ е го  слоя  делает тр е б о в а н и я  к  т о ч н о с т и  в ы ­
п о л н е н и я  за о стр е н и я  менее к р и т и ч е с к и м и . 
Э к с п е р и м е н т ы , д е м о н с т р и р у ю щ и е  э ф ф е кти в ­
н о с т ь  п о гл о щ е н и я  в и б р а ц и й  п а р а б о л и че ски  за­
о стр е н н ы м и  пл асти нам и , о п и са н ы  в [3 , 4 ]. О б ш и р ­
н ы й  с п и с о к  более п о зд н и х  работ по  “ черн ы м  д ы ­
рам ”  в а ку с ти ке  приведен в  [5 ] и  в  [6 ]. Следует та кж е  
отм етить  соврем енны е работы м атем атического  
плана ( |7 |  и с с ы л ки  в  этой  работе), в ко то р ы х  рас­
см атриваю тся  проблем ы  вибрации  тверды х тел с 
гр а н иц ей , им ею щ ей  заострения. В этих  работах т а к ­
ж е  используется  В К Б -п р и б л и ж е н и е .

В работе [81, в о тл и ч и е  о т  раб от [1 —7 ],  п о л уче ­
н ы  т о ч н ы е  а н а л и ти ч е с ки е  р е ш е н и я  задачи о во л ­
н а х  в  с гс р ж н е , т о л щ и н а  к о т о р о го  и зм е н я е тся  по 
п а р а б о л и ч е с ко м у  з а к о н у , а ш и р и н а  — п о  с т е п е н ­
н о м у  с п р о и зв о л ь н ы м  п оказател ем  с те п е н и . А н а ­
л и т и ч е с к и е  р е ш е н и я  и м е ю т  вид  с те п е н н ы х  ф у н к -
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Р и с. 1. З а о с т р е н н ы й  с т е р ж е н ь  с  з а в и с и м о с т ь ю  т о л ­
щ и н ы  о т  о се во й  ко о р д и н а т ы  Л (х): х 0 -  ко о р д и н а т а  н а ­
ч а л ь н о го  с е ч е н и я , Х | — ко о р д и н а т а  н е к о т о р о го  п р о ­
м е ж у т о ч н о го  с е ч е н и я , врем я р а с п р о с т р а н е н и я  и з ги б -  
н о й  в о л н ы  д о  к о т о р о го  далее  в ы ч и сл я е  тся.

ц и й  с  п о ка за те л я м и  с те п е н и , у д о в л е тв о р я ю щ и м и  
а л ге б р а и ч е ско м у  у р а в н е н и ю  четвертой  с те п е н и . 
К  сож а л е н и ю , по л уче н н ы е  в [8 ] результаты  оста­
л и сь  неи звестн ы м и  специ алистам , и н те р е сую щ и м ­
ся в и б р а ц и о н н ы м и  ч е р н ы м и  д ы рам и . Н астоящ ая 
работа посвящ ена  р а зв и ти ю  результатов работы  [8 ]. 
В о спр о и зв е д е н ы  в ы ч и с л е н и я  ф ун д а м е н та л ь н ы х  
р е ш е н и й  18 1. П р е д л о ж е н а  м о д и ф и ка ц и я  В К Б -  
п р и б л и ж е н и я , и м е ю щ а я  более н и з к у ю  ч а с т о тн у ю  
гр а н и ц у  п р и м е н и м о с т и , чем  т р а д и ц и о н н ы й  м е­
то д  В К Б . В ы ч и сл е н а  м а тр и ц а  в х о д н о го  и м п е д а н ­
са п а р а б о л и ч е с ки  за о с т р е н н о го  с те р ж н я .

В К Б - П Р И Б Л И Ж Е Н И Е  Р Е Ш Е Н И Й  
У Р А В Н Е Н И Я  П А Р А Б О Л И Ч Е С К И  

З А О С Т Р Е Н Н О Г О  С Т Е Р Ж Н Я

Д алее п о д р о б н о  р ассм атри вается  то л ь ко  пара ­
б о л и ч е с ки й  з а к о н  за о стр е н и я  с те р ж н я . В ы делен - 
н о с т ь  и м е н н о  э т о го  з а к о н а  л е г к о  п о н я т ь  с п о м о ­
щ ь ю  В К Б -п р и б л и ж е н и я  р е ш е н и й  у р а в н е н и я  (3). 
К о р о т к о  воспр о и зве д е м  со о тв е тс тв у ю щ и е  в ы ­
к л а д к и , следуя 11 ,2 ]. П р и  д о с т а то ч н о  п л а в н о м  и з ­
м е н е н и и  с е ч е н и я  с т е р ж н я  р е ш е н и я  (3 ) м о ж н о  и с ­
ка ть  в  виде набора  че ты р е х  вол н :

Л у =  Л / х )  e x p  (/J к / х ) Д х ) . (4)

Л о ка л ь н ы е  вол н о вы е  ч и сл а  к , ( х )  равны

К у (х )  =
Е /( х )

е 2 , у  =  0 ,1 ,2 ,3 . (5 )

Д в а  в е щ е ств е н н ы х  к о р н я  (у  =  0 ,2 ) со о тв е тств ую т 
б е гу щ и м  во л н а м , два  м н и м ы х  к о р н я  ( / ' =  1,3) с о ­
о тв е тс тв у ю т  э к с п о н е н ц и а л ь н о  за т у х а ю щ и м  вол­

нам . З а в и с и м о с ть  а м п л и ту д  A j(x )  определяется  из 
з а ко н а  с о х р а н е н и я  э н е р ги и .

К р и т е р и й  п р и м е н и м о с т и  В К Б -п р и б л и ж е н и я  
за кл ю ча е тся  в м а л о сти  и з м е н е н и я  т о л щ и н ы  пл а ­
с т и н ы  на д л и н е  в о л н ы  и в  м а л о сти  и зм е н е н и я  л о ­
ка л ь н о го  в о л н о в о го  ч и сл а  на  д л и н е  во л н ы . О ба 
э ти  усл о в и я  д а ю т сл ед ую щ ее  неравен ство :

(  V/4
— — 2 h \ x ) / [ h ( x ) f  < \ ,  (6)

l l 2 p c r j

ш и р и н а  с т е р ж н я  d (x )  в э то  усл ови е  не входит.

Н а с  и н те р е с у ю т  с т е р ж н и , то л щ и н а  к о т о р ы х  
стр е м и тся  к  н ул ю  п р и  х  —» 0 . Р а ссм о тр и м  с т е п е н ­

н ы е  з а в и с и м о с ти  т о л щ и н ы : /г (х ) =  / г „ ( х / х 0) " ,  
я  >  0 . П од ставл яя  э ту  за в и с и м о с ть  в преды дущ ее 
н е р а вен ство , п о л у ч и м  усл о в и е , налагаем ое на  
м н о ж и т е л ь  £ и п о ка за те л ь  с те п е н и  я:

Д л я  о п р е д е л е н н о сти  р а с с м о тр и м  п о п е р е ч н ы е  
ко л е б а н и я  с т е р ж н я  с  п р я м о у го л ь н ы м и  п о п е р е ч ­
н ы м и  с е ч е н и я м и , м е н я ю щ и м и с я  вдоль о с и  
с те р ж н я  (р и с . 1). Т о л щ и н у  и  ш и р и н у  с те р ж н я  
о б о зн а ч и м  через А (х ) и  d (x )  с о о тв е тс тв е н н о . П л о ­
щ адь п о п е р е ч н о го  се че н и я  S (x )  и м о м е н т  и н е р ­
ц и и  / ( х )  р а в н ы  со о тв е тств е н н о

5 ( х )  =  h (x )d (x ) . (1 )

/< х )  =  ^ А ( х ) \ / ( х ) . (2 )

У р а в н е н и е  для  п о п е р е ч н о го  с м е щ е н и я  Т](х) га р ­
м о н и ч е с к и  ко л е б л ю щ е го с я  с те р ж н я  им еет вид

-р 5 (х )с о 2л  +  ( Е 1 ( х ) ц 'Г  =  0 . (3 )

X
'/2

/'/2
Е

12р0Г

\/л

<  1.

П р и  я  <  2 э то  усл о в и е  в ы п о л н е н о  т о л ь к о  для д о ­
с та т о ч н о  б о л ь ш и х  х ,  п р и  х  —» 0 о н о  не в ы п о л н я ­
ется . П р и  я  >  2 усл о в и е  в ы п о л н я е тс я  для  д о ста ­
т о ч н о  м а л ы х х . С  п р и б л и ж е н и е м  х  к  н у л ю  о н о  в ы ­
п о л н я е тся  все л уч ш е  и л уч ш е . П о ка за те л ь  
с те п е н и  я  =  2 х а р а кте р е н  те м , ч т о  левая ча сть  п о ­
сл е д н е го  неравенства  не  за в и с и т  о т  х . У сл о ви е  
п р и м е н и м о с т и  В К Б  ока зы ва е тся  р а в н о м е р н ы м  
п о  х . Е сл и  В К Б -п р и б л и ж е н и е  п р и го д н о  для тол­
сто й  части  с т е р ж н я , т о  о н о  п р и го д н о  и для т о н к о й  
е го  части  — п р и  х  —> 0 . И м е н н о  э ти м  и вы деляет­
ся п о ка за те л ь  с те п е н и  я  =  2 . П р и  я  =  2 условие  
п р и м е н и м о с т и  В К Б  (6 ) п е р е п и ш е тс я  в виде

З десь со — частота  ко л е б а н и й ; р , Е  —  п л о тн о с ть  и 
м одул ь  Ю н га  м атериала со о тв е тс тв е н н о ; ш т р и х  
о зн а ча е т  п р о и з в о д н у ю  п о  ко о р д и н а те  х.

X '/2

"/2 12рсо-

1/4

<§ 1.
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В о л новое  ч и сл о  и з ги б н о й  в о л н ы  в с те р ж н е  п р и  
п  =  2 с тр е м и тс я  к  б е с ко н е ч н о с т и  п р и  х  —> 0, а ф а­

зовая ср и гр у п п о в а я  cg с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н я ю ­
щ и х с я  вол н

с р
со
к

_  Э со_ п и Г
> .j -iЭк " I2

12рсо 

Е

2 \ 1/4

стр е м я тся  к  н у л ю  12, 3 ]. В рем я р а с п р о с тр а н е н и я  
в о л н о в о го  па ке та  с н е сущ е й  ча сто то й  со о т  сече ­

н и я  с к о о р д и н а т о й  х 0 д о  се че н и я  с к о о р д и н а т о й  
А', (р и с . 1) равно

-ч
*о / 2 ш > у /4

2 h i1 U 'c o V

П р и  А| —> 0 ве л и ч и н а  Т  —> со. Э то  о зн а ча е т, что  
во л н а , в ы ш е д ш а я  и з  у т о л щ е н н о й  ч а сти  с те р ж н я , 
за  л ю б о е  к о н е ч н о е  врем я не  д о й д е т  д о  за о с тр е н ­
н о й  к р о м к и  и ,  сл ед овательно , не  о тр а зи тся  о т  нее. 
Т а к и м  о б р а зо м , с те р ж е н ь  к о н е ч н о й  д л и н ы  м о ж е т  
п о л о с ть ю  п о гл о т и т ь  и з ги б н у ю  в о л н у , д аж е  если  
он  вы п о л н е н  из абсолю тно  н е п о гл о щ а ю щ е го  мате­
риала. Т а к о й  стерж ень м о ж н о  назвать в и б р а ц и о н ­
н о й  ч е р н о й  д ы р о й  (1 —6 1. П р и  реализации неотра­
ж а ю щ е го  стерж н я  основная  труд ность  заклю чается 
в то ч н о м  и с п о л н е н и и  заострения. К о м п е н си р о в а ть  
н е точности  м о ж н о  введением потерь  в материал 
с т е р ж н я , л и б о  н а н е се н и е м  т о н к о г о  слоя  в и б р о ­
п о гл о щ а ю щ е го  м атериала  на  п о в е р х н о с ть  с т е р ж ­
н я . С о о тв е тс тв у ю щ и е  расчеты  в  р а м ка х  В К Б -  
п р и б л и ж е н и я  д а н ы  в [2 |.

Т О Ч Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Я  
П А Р А Б О Л И Ч Е С К И  З А О С Т Р Е Н Н О Г О  

С Т Е Р Ж Н Я

П е р е й д е м  к  п о л у ч е н и ю  т о ч н ы х  р е ш е н и й  ур а в ­
н е н и я  (3 ). С ледуя [7 ] ,  и зм е н е н и е  т о л щ и н ы  с те р ж ­
н я  задаем в виде

К х )  =  ^ х \  (7 )
*о

а и зм е н е н и е  ш и р и н ы  в виде

d (x )  =  ^ x a. (8 )
*о

П о ка за те л ь  с те п е н и  а  в (8 ) п р о и з в о л ь н ы й , пара ­
м етры  Ь(),с /0 и м е ю т  р а зм е р н о сть  д л и н ы  и зад аю т 
т о л щ и н у  и ш и р и н у  с те р ж н я  в н е ко т о р о м  началь­
н о м  с е ч е н и и  a q .  П о д ста вл я я  (7 ) , (8 )  в (1 ) , (2 ) и д а ­
лее в (3 ) , п о л у ч и м  сл ед ую щ ее  д и ф ф е р е нц и а л ьно е  
ур а вн е н и е :

/>а 2+ “ г |  -  ( х 6+пГ1")" =  0, (9 )

где

6 =  1 2 ^ х 0

*к>)
(к(/?и)х 0) 4 , (10)

к(А0) 12 (о~

cW o ,

1/4

( И )

З десь  и далее с у =  л ]Е /р  — ю н го в с ка я  с ко р о с ть  
р а с п р о с тр а н е н и я  п р о д о л ь н о й  в о л н ы  в сте р ж н е . 

И щ е м  р е ш е н и е  (9 ) в виде с те п е н н о й  ф у н к ц и и :

n U )  =  * v. (12)

П о д ста в  и is (12) в  (9 ) и  проведя  не о б хо д и м ы е  д и ф ­
ф е р е н ц и р о в а н и я , о б н а р уж и в а е м , ч то  н е за в и си ­
м ая п е р е м е н н а я  х  с о кр а щ а е тся , и получается  ал­
ге б р а и ч е ско е  ур а в н е н и е  четвертой  с те п е н и  для 
по ка за те л я  v :

v ( v - l ) ( v  +  a  +  4 ) ( v  +  a  +  3 ) - />  =  0 . (13)

З а м е н о й

v = l i - a  +  3 

2
(14)

у р а в н е н и е  (13) св о д и тся  к  б и кв а д р а т н о м у  ур а вн е ­
н и ю  о тн о с и т е л ь н о  |х:

0.

Р е ш и в  е го  и п о д с та в и в  р е ш е н и я  в (1 4 ), п о л уч и м  
че ты р е  зн а ч е н и я  показател я  с те п е н и  в (12):

Н е тр у д н о  п р о в е р и ть , ч то  п р и  b — > 0  (н и з к и е  ча­
с то ты ) все к о р н и  (15) вещ ественны . К о л е ба н и я  
с те р ж н я  с и н ф а з н ы  во всех то ч ка х , вол н ы  о тс у т ­
с тв ую т . В д р у го м  предельном  сл уч а е /; со (в ы с о ­
к и е  ч а сто ты ) (15) дает п ару  вещ ественн ы х и пару 
ко м п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы х  ко р н е й . К о м п л е кс н ы е  
к о р н и  с о о тв е т с тв у ю т  р а с п р о с тр а н я ю щ и м с я  вол­
н а м , в е щ е стве н н ы е  — н е р а с п р о с тр а н я ю щ и м с я  
во л н а м . Т а к и м  о б разом , им еется п о л н а я  а н а л о ги я  
со  с те р ж н е м  п о с т о я н н о го  се че н и я , для к о т о р о го  
п о л н ы й  наб ор  р е ш е н и й  с о с то и т  из д вух  р а с п р о ­
с т р а н я ю щ и х с я  и  д вух  э к с п о н е н ц и а л ь н о  за туха ю ­
щ и х  вол н . К р и т и ч е с к о е  зн а ч е н и е  Ь, п р и  ко то р о м  
по явл яе тся  м н и м а я  со ста в л яю щ а я , равно

Ь* (16)
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Соответственно, критическая частота равна

Л  _of = -b * ^ k  =
2 X,,

9Су а  + 3 (X + 5 К
12 2 2 2

*0
I

- I n
Су

а  + 3 а  + 5 К)
2 2 *0

(17)

Критическая частота зависит от показателя степе­
ни а , т.е. от скорости уменьшения (увеличения) 
ширины стержня. Например, при уменьшении ши­
рины стержня по параболическому закону (<х = 2)

критическая частота равна of = 35 К  = 
4712 '  xl

h= 2.6су —“ . При неизменной ширине стержня а  = О

of =
*0

Ц  = 1.083с 
4712 Xq

ho
У 7ХП

. Наконец, при а  = —3

(увеличение ширины до бесконечного значения 
при х = 0) критическая частота равна нулю.

Отметим, что рассматриваемую конструкцию 
можно считать стержнем ло тех пор, пока ширина 
стержня много меньше локальной ллины изгиб- 
ной волны. Если это условие не выполнено, необ­
ходимо переходить к пластине переменной тол­
щины. Данная задача выходит за рамки настоя­
щей работы.

Полная масса заостренного стержня длиной х0 
равна

*0

М = р f S(x)dx ~ р—!—х0т/0А0, о. > -3. 
J 3 + а
•ч

(18)

Выражая из этой формулы х0 через М:
М  а  + 3 
Р  7 Л ,

(19)

и подставляя в (17), получим зависимость крити­
ческой частоты от показателя степени а  при фик­
сированной массе и начальном поперечном сече­
нии h0d0:

b ?  =  -T = :C y h 0(h 0d 0) \ p / M ) 2 ^  (2 0 )
4712 а +3

Из этой формулы следует, что при фиксирован­
ной массе критическая частота монотонно 
уменьшается при увеличении а  от —3 до +°°. Ми­
нимальное значение критической частоты, при 
а  = °о, равно

При этом длина стержня, в соответствии с (19), 
равна х0 = оо.

В следующих разделах решения, описываемые 
формулами (12), (15), будут использованы для мо­

дификации ВКБ-нриближения и для вычисления 
матрицы входного импеданса параболически за­
остренного стержня. Следует отметить, что ана­
логичный анализ для акустической черной дыры, 
описываемой уравнением второго порядка, про­
веден в рабо те 191.

МОДИФИКАЦИЯ ВКБ-ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ

Имея точное решение уравнения для стержня 
со специальным законом изменения его сечения, 
можно построить модифицированное ВКБ-при- 
ближение для произвольного стержня, более точ­
ное, чем ВКБ-приближение, основанное на точ­
ном решении для стержня постоянного сечения. 
Дальнейшее изложение проводится для частного 
случая стержня постоянной ширины а  = 0 (но 
переменной толщины). Пусть толщина стержня 
меняется по произвольному закону /;(х). Аппрок­
симируем локально А(х) параболой:

h(x) «  А0(х) = /;„ —— г̂1- .
х0

Два параметра этой параболы х0 и й0 определим, 
приравняв толщину и се первую производную те­
кущей толщине и ее производной исходного
стержня: A(x) = An(x); h \ x ) - h '0(x). В результате 
получим следующие выражения для этих двух па­
раметров:

x - x u = 2А(х)/А’(х); = ~h'(х)1 /h(x). (21)
xd  4

Далее запишем точные решения (12) для аппрок­
симирующей параболы:

Ло(х) = ( х -  xoy ,h). (22)
Здесь показатели степени v(/?) определяются по 
формуле (15) (при а  = 0). Параметр А для аппрок­
симирующей параболы равен, с учетом (21):

b = b(x) = 12 роз

Е

2
4

h\x)2
(23)

Перепишем (22) в экспоненциальном виде:

По(х) = exp(v(A)ln(x -  х0)) = expl v(A)f——
I  J ^ - x „

Далее учтем, что параметры аппроксимирующей 
параболы А„(х) зависят от х. Внося переменную 
величину v|A(x)| под знак интеграла в последней 
формуле, получим, с учетом (21), (23), модифици­
рованное ВКБ-приближение:

Т|(х) = Ло(*) = ехр( h(x)
(24)
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где

г + |2р“ / 4 «а ]
[_\2/ \2/ j Е  1 А’(х) J 1

1/2 (25 )

Т о ч н о е  р е ш е н и е  для  п а р а б о л и ч е с ко го  проф и ля  
п р и м е н и м о  п р и  л ю б ы х  накл онах h \x ) .  Следует 
ож ид ать , что  м одиф ицированное  В К Б -п р и б л и ж е - 
н и е  (24), (25) имеет менее ж естки е  о гр а н и че н и я  по  
н а кл о н а м , чем  для о б ы ч н о го  В К Б -п р и б л и ж е н и я  (6). 
Н етр уд н о  проверить , что  п р и  малы х н а кл о н а х  /г '(х ) 
(2 4 ), (2 5 ) п е р е хо д и т  в о б ы ч н о е  В К Б -п р и б л и ж е -  
н и е . Д е й с тв и т е л ь н о , п р и  м алы х h \x )  ф у н к ц и я  
s (x )  с тр е м и тс я  к

s (x )- Л'(д-)—>0 ->“ ± ( ± 0
1/2

12
рсо

,1/2
К х ) '

h \x )
. ( 2 6 )

С лагаем ое  —3 /2  о ста вл е н о , т .к .  и м е н н о  о н о  о б е с ­
п е ч и в а е т  со хр а н е н и е  п о т о ка  э н е р ги и . П одставляя  
(2 6 ) в (2 4 ), п о л у ч и м  после  э л е м е н та р н ы х  в ы ч и с ­
л е н и й

ПОД h (x )  3/4 e xp t j(± l) ';
1/2 [ 12рю  

E h (x )-

2 Л 1/4

d x

В о п р о с  о  пределах п р и м е н и м о с т и  м о д и ф и ц и р о ­
в а н н о го  В К Б -п р и б л и ж е н и я  (2 4 ), (25 ) тр е б уе т  д о ­
п о л н и т е л ь н ы х  иссл е д о ва н и й .

М А Т Р И Ц А  В Х О Д Н О Г О  И М П Е Д А Н С А

Д л я  анал иза  д е м п ф и р у ю щ и х  в о зм о ж н о с те й  за­
о с тр я ю щ е го с я  п о  с т е п е н н ы м  за в и с и м о с тя м  (7 ), 
(8 )  с те р ж н я  н е о б хо д и м о  зн а ть  м а тр и ц у  е го  вход ­
н о го  и м п е д а н са  со  с т о р о н ы  у т о л щ е н н о й  части . 
М а т р и ц а  в х о д н о го  и м пед ан са  Z  —  э то  м а тр и ц а  
2 x 2 ,  св я зы в а ю щ а я  с и л у  / 'и  м о м е н т  М , п р и к л а д ы ­
ваем ы е к  т о р ц у  с т е р ж н я , со  с м е ш е н и е м  Г| и у гл о м  
по в о р о та  г) ’ то рц а :

F  =  Z ur \  +  Z n r \ \

М  = Z2ln + Z23n'.
(27 )

П р и  в ы ч и с л е н и и  э л е м е н то в  Z j  м а тр и ц ы  и с п о л ь ­
зую тся  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  с те р ж н я

М  =  ~ E Ir \" ,  F = A f  =  - ( Е /т ]" У , 

- р ( 0 2Л’П =  F  =  ~ (Е /г \" ) "
(2 8 )

и усл о в и е  и з л у ч е н и я , ко то р о е  в  рассм атри ваем ом  
случае  св о д и тся  к  п р а в и л ь н о м у  вы б о р у  д в ух  и з  че­
т ы р е х  ф ун д а м е н та л ь н ы х  р е ш е н и й  вида (12) с  п о ­
ка за те л ям и  (15). И з  че ты р е х  к о р н е й  (1 5 ) н у ж н о  
взять  те , ко то р ы е  п р и  /> —><» с о о тв е тс тв у ю т  о д н о ­

р о д н о й  и н е о д н о р о д н о й  вол н ам , у х о д я щ и м  о т  на ­
ч а л ь н о го  се че н и я :

Г |(х) =  A x v* +  B x v\ (29)

где

v ,  =  —(Х +  З И
-.\2 / r i2 "

а  +  3) , / а  +  5)

а  +  З )2 / а  +  5 '2
-|2

+  Ь

'/2

v d = - * ± 3 +  1ь Г /а  +  3 \2 + / а  +  5 )2

I2 2 I 2 J _+

+  Г 4

а  +  3) / а  +  5
п 2 I 1/ 2

П о ка за те л ь  v 2 (к о м п л е к с н ы й )  со о тветствует рас­
п р о с тр а н я ю щ е й с я  в  о тр и ц а те л ьн о м  н а п р а в л е н и и  
о с и  х  во л н е , а п о ка за те л ь  v 4 (ч и с т о  вещ ествен ­
н ы й )  — за туха ю щ е й  в э то м  н а п р а в л е н и и  волне.

В ы б о р  р е ш е н и я  в  виде (29 ) обусл овл ен  у с л о в и ­
ем  и з л у ч е н и я  п р и  х  - э  0 . Д л я  д оказательства  п р а ­
в и л ь н о с т и  э т о го  усл о ви я  н е о б хо д и м о  р а ссм о т­
реть  более с л о ж н у ю  задачу о “ д е ф е кт н о й ”  ч е р н о й  
ды ре  с  в в е д е н н ы м и  п о те р я м и  в м атериале. Здесь 
на  т о н к о м , н о  не  б е с ко н е ч н о  т о н к о м  ко н ц е  
с те р ж н я  следует п о с та в и ть  условие  м я гк о й  ил и  
ж е с т к о й  гр а н и ц ы , р е ш и ть  э ту  задачу, а затем пе ­
р е й т и  к  пределу стр е м л е н и я  д еф екта  к  н у л ю . П о ­
д р о б н о е  и з л о ж е н и е  р е ш е н и я  э то й  о б щ е й  задачи 
вслед ствие  е го  гр о м о з д ко с т и  в ы хо д и т  за р а м ки  
н а с то я щ е й  р а б о ты . Результат э то го  ра ссм о тр е н и я  
с о с то и т  в т о м , ч то  представление (29) справедливо 
на  частотах  вы ш е  к р и т и ч е с к о й . П о с к о л ь к у  м ы  и н ­
тересуемся и м е н н о  с и ту а ц и е й , ко гд а  сущ е ствую т 
р а сп р о стр а н я ю щ и е ся  во л н ы , далее м а тр и ц а  и м п е ­
дан са  вы чи сл е н а  и м е н н о  на  основе  р е ш ен ия  (29).

Д л я  в ы ч и с л е н и я  м а тр и ц ы  Z  н е о б хо д и м о  в ы ­
р а зи ть  М , F  через А , В , я А , В  вы рази ть  через за ­
д а н н ы е  в е л и ч и н ы  Т |,г|’ в  н а ч а л ьн о м  се ч е н и и  

х  -  х 0. О п у с к а я  п р о м е ж у то ч н ы е  в ы кл а д ки , п р и ­
ведем о ко н ч а т е л ь н ы й  результат:

Z lx =
Е 1 {х  „ ) .

3
*0

v 2v 4( v 2 +  v 4 +  а  +  3 ),

7  _  Е К х  о)
Х 12 -  3-----

х ,  ( v 4 + a  +  3 ) ( v 2 + а  +  3) 

7  _  Е 1 (х  о) _  Е 1 ( х ,) ,  + у
S-2) — ,  V 2V 4, х 22 — ------------------------------ (V4 + V 22

*0 *0

(29 )

1).

П ереход я  в п о с л е д н и х  ф орм улах к  пределу 
х 0 —» °о, м о ж н о  п о л у ч и ть  вы р а ж е н и е  для  и м п е -
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Р и с. 2 . З а в и с и м о с ть  и м п е д а н са  z\\ о т  ч а с то ты : /  — 
К с ( г ц ) ,  2 — 1 т ( г ц ) .  Ч а сто та  н о р м и р о в а н а  н а  к р и т и ч е ­
с к у ю  ч а с то ту  of .  И м п е д а н с  н о р м и р о в а н  н а  и м п е д а н с  
с о с р е д о то ч е н н о й  м ассы  сте р ж н я .

дан са  о д н о р о д н о го  п о л у б е с к о н с ч н о го  с те р ж н я  

т о л щ и н о й  h{) Z <0):

Z ^  = - ( 1 + / ) к ( Л 0) 3£ 7 (А 0) ,

=  - iK (h 0) 2E H h 0) ,  (30 )

Z $ ?  =  / к (А0)2£/(А 0), 

z f2> = K(h0)E I(h 0).

В ф орм ул ах  (2 9 ) , (3 0 ) подразум евается  с те р ж е н ь  
е д и н и ч н о й  ш и р и н ы . Д л я  с те р ж н я  ш и р и н о й  d „  все 
эл е м е н ты  н у ж н о  у м н о ж и т ь  на э ту  ш и р и н у .

Д л я  удобства  пр е д ста вл е ни я  пол езн а  н о р м и ­
р о в ка , н а п р и м е р , на  м а ссо в ы й  и м п е д а н с  к о н е ч ­
н о го  с те р ж н я . Н у ж н о  т о л ь к о  п о д  и м п е д а н со м  
м а ссы  п о н и м а т ь  о т н о ш е н и е  с и л ы  к  с м е щ е н и ю , а 
не к  с к о р о с т и  ( к а к  в  а к у с т и к е ):

Z ac =  -  =  - о У М  =  - а - р ^ — х Л -  ri 3 + а
Н а  р и с . 2 п ривед ен а  ча сто тн а я  за в и с и м о с ть  к о м ­

п о н е н т ы  Z||(co) с  э то й  н о р м и р о в к о й .

М н и м а я  часть  <;и , о тве ч а ю щ а я  за п о гл о щ е н и е , 
о тл и ч н а  о т  нул я  н а ч и н а я  с  к р и т и ч е с к о й  ч а сто ты . 
Д алее о н а  уб ы вает (м о д ул ь  на р а ста е т), д о с ти га я  

м и н и м а л ь н о го  зн а ч е н и я  г И т ;п = 0 . 3 9  п р и  ч а сто ­
те , р а в н о й  п р и м е р н о  со =  2 . 1(0* ,  затем м е д л е н н о  
нарастает.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

О с н о в н ы м  результатом  р а б о ты  я в л я ю тся  п о ­
л у ч е н н ы е  т о ч н ы е  р е ш е н и я  (1 2 ), (15 ) ур а в н е н и я

и з ги б н ы х  ко л е б а н и й  с т е р ж н я  с п а р а б о л и че ски  
м е н я ю щ е й с я  т о л щ и н о й  — в и б р а ц и о н н о й  ч е р н о й  
д ы р ы . Н а й д е н о  то ч н о е  з н а ч е н и е  к р и т и ч е с к о й  ч а ­
сто ты  (17), (2 0 ), вы ш е  к о т о р о й  по явл яе тся  эф ф ект 
ч е р н о й  д ы р ы  — р а с п р о с тр а н я ю щ а я с я  во л н а , вре­
мя р а с п р о с тр а н е н и я  ко т о р о й  д о  за о с т р е н н о й  
к р о м к и  р а в н о  б е с ко н е ч н о с т и . Т о ч н ы е  р еш ен ия  
и с п о л ь зо в а н ы  для  м о д и ф и ка ц и и  В К Б -п р и б л и -  
ж е н и я  (2 4 ) , (2 5 ) с о о т в е т с т в у ю щ е го  у р а в н е н и я  
для  с т е р ж н е й  с  п р о и з в о л ь н о  и з м е н я ю щ е й с я  т о л ­
щ и н о й . Н а л и ч и е  т о ч н ы х  р е ш е н и й  п о зв о л и л о  п о ­
л у ч и т ь  п р о с ты е  в ы р а ж е н и я  (2 9 ) для  э л е м е н то в  
м а т р и ц ы  в х о д н о го  и м п е д а н с а  ч е р н о й  д ы р ы . В 
д а л ь н е й ш е м  предполагается  и сп о л ь зо в а ть  э ти  ре­
ш е н и я  для  о п р е д е л е н и я  м а тр и ц ы  в х о д н о го  и м п е ­
д а н са  “ н е с о в е р ш е н н о й ”  ч е р н о й  д ы р ы , заостре ­
н и е  ко т о р о й  не  д овед ено  д о  нул е в о й  т о л щ и н ы , и 
р а ссм о тр е ть  со б ств е н н ы е  ее ко л е б а н и я .
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