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Рассчитано поле радиационных сил и сферической капле, лежащей на твердой подложке. Силы 
формируются в результате воздействия на жидкость капиллярной волны, распространяющейся 
вдоль свободной сферической поверхности. Изучена структура акустических течений, возбуждае­
мых радиационными силами.
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ВВЕДЕНИЕ

Цель настоящей работы — исследование мед­
ленных вихревых течений в сферической капле 
вязкой жидкости. Течения порождаются радиа­
ционными силами, возникающими в объеме кап­
ли при распространении капиллярных волн на ее 
свободной поверхности. Колебания могут воз­
буждаться специальным инденгором, контакти­
рующим с каплей, или вибрациями подложки. 
Скорость медленных течений зависит от квадрата 
амплитуды капиллярных волн. Эффект аналоги­
чен явлению акустического течения, возникаю­
щему в ультразвуковых полях |1|. Эго явление 
хороню изучено и находит приложения в ряде 
технологий. В частности, биомедицинским при­
ложениям акустических течений посвящен об­
зор 121.

Течения внутри тонких слоев и капель жидко­
сти используются в нанотехнологиях для форми­
рования упорядоченных структур наночастиц 13 ,4|. 
Эти приложения стимулировали появление рабо­

ты 151. В ней рассчитано течение в слое, возбуж­
даемое поверхностными волнами, бегущими 
вдоль границы раздела твердое тело—жидкость.

Авторами был также проведен анализ генера­
ции течений капиллярными волнами в тонком 
плоском слое |6| и в капле цилиндрической фор­
мы [7|. Постановка задачи и схема ее решения в 
работах [6, 7| аналогичны, однако цилиндриче­
ская геометрия задачи |7| значительно усложнила 
расчеты по сравнению с работой |6|. Сфериче­
ская симметрия, рассмотренная ниже, еще боль­
ше усложняет расчетную часть.

КАП И ЛЛ Я Р Н Ы Е  ВОЛНЫ 
И РАДИАЦИО Н НЫ Е СИЛЫ

Рассмотрим сферическую каплю вязкой жид­
кости, лежащую на плоскости. Пренебрежем ис­
кажением сферической формы за счет силы тяже­
сти, считая радиус сферы достаточно малым и, 
как следствие, силы поверхностного натяжения —
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преобладающими. В результате развития не­
устойчивости при вибрациях подложки на по­
верхности капли должны возникнуть капилляр­
ные волны. Расчет мод колебаний сферической 
капли выполнен Рэлеем |8|. Детальное изложе­
ние этой теории дано в книге |9|, которой мы бу­
дем следовать.

Решение Рэлея для потенциала у  скорости 
колебаний u' = Vvy внутри капли в сферических 
координатах имеет вид

V = п / ') /т /М ,ф ) ,
т.1 ( I )

/ т , = г ехр(/тф )Р,т(cos0).

Здесь Р"' — присоединенная функция Лежандра, 
равная по определению

Р"' (cosG) = sin '"0
d mP,( cos0) 

</(cos0)m
(2)

где P,(cos0) — полином Лежандра. Как показано 
Рэлеем, собственные частоты капиллярных коле­
баний сферической капли определяются формулой

« & = - % / ( / - > ) ( /  + 2). (3)
p R

Здесь а  — коэффициент поверхностного натяже­
ния, R — радиус капли. Частоты (3) зависяттолько 
от числа /. Таким образом, (21 + 1) модам, имею­
щим при фиксированном значении /  различные 
значения числа т , отвечают одни и те же частоты. 
Иными словами, имеет место вырождение крат­
ностью (21 + I). Наименьшая собственная частота, 
как следует из формулы (3), соответствует значе­
нию / = 2. Она равна

, 2  _ 8а
Ыт2 — ГГ •

р R
(4)

Для капли воды с радиусом порядка 10 2 см соб­
ственная частота (4) лежит в районе нескольких 
килогерц, а при радиусе порядка 10~4 см она име­
ет порядок нескольких мегагерц, т.е. попадает в 
ультразвуковой диапазон.

Подчеркнем, что в настоящей работе рассмат­
риваются два типа движений среды: волны и тече­
ния. Оба движения описываются системой урав­
нений динамики вязкой несжимаемой жидкости:

—  + (uV)u =  - —  + vAu, d ivu  = 0. (5)
д/ р

Здесь и — скорость, р — давление, р — плотность, 
V — кинематическая вязкость жидкости. Разде­
лим в уравнениях (5) быстрое колебательное дви­
жение и медленное течение, для чего положим

u = u‘ + U, р =  р + Р. (6)

Штрихом помечены осциллирующие составляю­
щие. Для периодических колебаний считаем, что 
значения, средние по периоду, равны нулю:

(и) =  </0 =  0. (7)
Подставляя (6) в систему уравнений (5) и проводя 
усреднение, подучим систему уравнений для мед­
ленного течения:

— + (U V)U  = - — + vAU + F, div U = 0. (8)
dt p

Здесь
F = ((u’V )u ') (9)

— “ радиационная сила” , вызывающее течение 
благодаря наличию капиллярных волн на свобод­
ной поверхности жидкости. Угловые скобки 
означают усреднение по быстрым капиллярным 
осцилляциям. Поскольку, согласно теории Рэлея, 
поле скоростей капиллярных волн потенциально, 
формулу (9) можно записать как

f  = ! v (u'2) .  (10)

Подставляя в выражение (10) решение (1), и про­
водя усреднение, найдем

(■-’ ) = £  k j v -u ,.
т.1

т.1

(П )

(12)

СИДЫ  И ТЕЧЕНИЯ, 
И Н ДУЦ И Р УЕМ Ы Е  ОСНОВНОЙ МОДОЙ
В наиболее простом и важном случае, когда ка­

пиллярные волны возбуждаются на основной мо­
де {т = 0, / = 2), в суммах ( I I ) ,  (12) можно учесть 
только один член, содержащий полином Лежандра:

р'' = р2 = l(3 co s2 0 -  l) . (13)

При этом выражения (1 1), (12) примут вид 

= |Д02|2 y (3 c o s 2 0 + l) ,

Fr = K I^(3 cos20+ l), (14)

F„ = - |Д ,, |2 — sin 0cos0.

Компоненты радиационных сил (14) показаны на 
рис. 1. Полярный угол 0 отсчитывается от верти­
кальной оси. Кривая /  изображает радиальную 
проекциюсилы Fr. кривая 2 — проекцию |F0|. Вид­
но, что радиальная проекция положительна и до-

АКУС ТИ ЧЕС КИ Й  ЖУРНАЛ том 62 №  4 2016 2*



410 Л Е Б Е Д Е В -С Т Е П А Н О В . Р У Д Е Н К О

Рис. I. Зависимости компонент радиационной силы 
от полярного угла: /  — F „  2 —  Fq.

с т и га е т  м а кс и м у м а  на п о л ю са х  0 =  0 и 0 =  л. Д р у ­

гая п р о е кц и я  ведет себя более с л о ж н ы м  обра зом . 
О н а  о тр и ц а те л ь н а  в верхней  полусф ере 

(0 <  0 <  к/2) и п о л о ж и те л ь н а  в  н и ж н е й  полусф ере 

(л /2  <  0 <  л). П о л о ж и т е л ь н ы й  м а кс и м у м  д о с т и га ­

ется  п р и  0 =  З л /4 , а р а в н ы й  п о  а б с о л ю тн о й  вели ­

ч и н е  о тр и ц а те л ь н ы й  м и н и м у м  — п р и  0 =  л /4 . 

И м ея  в ы р а ж е н и я  (1 4 ). м о ж н о  р а ссч и та ть  к а р т и н у  
с и л о в ы х  л и н и й :

dr

Fr
г(0 ) =  С

F(,

co sO h '^ ' 

s in 4 Оу
(15 )

А н а л и з  с т р у к т у р ы  пол я  р а д и а ц и о н н ы х  сил  п о ­

казы вает, ч т о  “ а ку с т и ч е с к о е ”  те ч е н и е , и н д у ц и р о ­
в а н н о е  полем  о с н о в н о й  м оды  к а п и л л я р н ы х  ко л е ­

б а н и й  с ф е р и ч е с ко й  к а п л и , д о л ж н о  и м е ть  вид  н а ­
ры  т о р о и д а л ь н ы х  ви хр е й , вр а щ а ю щ и хся  в 
п р о т и в о п о л о ж н ы е  с то р о н ы . Л и н и и  т о к а  э т о го  те ­
ч е н и я  п о ка за н ы  на р и с . 2.

Е сли потребуется  ко л и ч е с т в е н н ы й  расчет те ­
ч е н и я , н у ж н о  буд ет реш а ть  ур а в н е н и я  д в и ж е н и я  
в я з ко й  ж и д к о с т и , за п и с а н н ы е  в сф е р и ч е с ко й  с и ­
стем е  ко о р д и н а т. Д л я  расчета с т а ц и о н а р н о го  л и -

Рис. 2. Линии тока в сечении тороидальных вихрей в 
сферической капле.

н е й н о го  те ч е н и я  у р а в н е н и я  (8 )  п р и м у т  сл е д ую ­
щ и й  вид:

A  U r - ± U r -
r 2 s in ; 0 5 0

(( /0sin 0) _  1 Ф  _ с 
р  дг

AUn + 2 5  U
г2 50

1 A ( r ^ )  + _ L
г 2д Л  > r s in O 5 0

о б )
I г 2s in ' oJ Рг д ер г  50

( t / 0sin 0 ) =  0.

В э ти х  ф орм ул ах  о б о зн а ч е н о

д ( / 1 А ( ГШ
г дг дг

—± ипвш
г ' s in  0 5 0 \  50

(17 )

Д в у м е р н ы й  ха р а кте р  задачи п о зво л я е т  ввести 
“ ф у н к ц и ю  т о к а "  Ф  и в ы р а зи ть  через нее к о м п о ­
н е н ты  с к о р о с т и  те ч е н и я :

5 Ф  „  1 5 Ф
и г =- и в = - (18 )

г  s in  0 5 0  /-s in  0 дг
К а к  н е тр у д н о  уб е д и ть ся , п р и  п о д с та н о в ке  э ти х  
с о о т н о ш е н и й  в у р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с ти  ( п о ­
следнее у р а в н е н и е  с и с те м ы  (1 6 ))  о н о  то ж д е с тв е н ­
н о  удовлетворяется .

К а к  и для п л о с ко го  те ч е н и я , уравнение  Ф ( г ,0 )  =  
=  co ns t о п и с ы в а е т  ф о р м у  л и н и й  т о к а . Д е й с т в и ­
те л ь н о , у р а в н е н и е  л и н и й  т о к а  п о  о п р е д е л е н и ю  
есть

dr _  rdB
U r  U 0 '

Л Ш  ЛЦУ
О тсю д а  с учетом  (18 ) по л уча ется  — d r =  - — d0,

дг  50
и л и  d'V =  0. С л е д овате л ьно , для  п о с тр о е н и я  л и -
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ний тока течения (рис. 2) нужно перейти и уран- 
нениях движения (16) от компонент скорости U к 
переменной V.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Рассчитано поле радиационных сил, возника­
ющих благодаря капиллярным колебаниям по­
верхности сферической жидкой капли. Проана­
лизирована структура силового поля. Качественно 
построена картина линий тока “ акустического" те­
чения, представляющего собой два вихря в форме 
торов, вращающихся в противоположные сторо­
ны. Работа фактически является продолжением 
работ авторов 13—71, посвященных акустической 
микрофлюидике.

Результаты работы могут быть использованы 
для создания приближенной модели структуры 
гидродинамических потоков в медленно испаря­
ющейся микрокапле коллоидного раствора с кон ­
тактными углами, близкими к 90° или близкими к 
180° (супергидрофобное покрытие), установлен­
ной на плоской вибрирующей подложке, и для 
определения управляющего воздействия этих по­
токов на процессы самоорганизации коллоидов 
для получения паттерна заданного типа в рамках 
подхода диссипативной динамики частиц (10). 
Прикладное значение таких работ обусловлено 
приложениями получаемых методом самосборки 
наноструктурированных матриц в оптической хе­
мосенсорике, электронике, нелинейной оптике и 
технологиях струйной печати 1111.

Исследования авторов поддержаны следую­
щими грантами: О.В. Руденко -  грантом Россий­
ского научного фонда № 14-22-00042, Г1.В. Лебе­
дева-Степанова — грантами Российского фонда 
фундаментальных исследований № 13-03-12276 
офи-м и № 15-03-08050а.
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