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ВВЕДЕНИЕ

В лите ра туре  им еется  б о л ь ш о е  ч и сл о  работ, п о 
с в я щ е н н ы х  д и ф р а к ц и и  и и з л у ч е н и ю  а ку с ти ч е 
с к и х  и э л е к т р о м а гн и т н ы х  в о л н  п е р и о д и ч е с ки м и  
б е ско н е ч н ы м и  р еш е тка м и . В ча стн о сти , в  работе 111 
р а ссм о тр е н а  д в ум е р н а я  задача о б  и зл у ч е н и и  звука  
эл е м е н та м и  п е р и о д и ч е с ко й  р е ш е т ки , ко то р ы е  
разделены зазорам и с  ж е с т к и м и  сте н ка м и . В работе 
12 1 рассм отрена двум ерная  задача излучения  реш ет
к и , со ставл енной  из стер ж н евы х преобразователей. 
Задача реш алась п р и  п о м о щ и  метода ч а сти ч н ы х  о б 
ластей. В работе 13) исследована д и ф р акц и я  поля 
н и ти  то ка  на б е с ко н е ч н о й  гребенчатой структуре , с 
ка н ав ка м и  п р я м о у го л ь н о й  ф ор м ы , -заполненны м и 
д и э л е кт р и к о м . Задача реш алась п р и  п о м о щ и  раз
л о ж е н и я  пол я  в и нтегр ал  Ф ур ье  с послед ую щ им  
п р и м е н е н и е м  метода ч а с т и ч н ы х  областей. В рабо
тах |4 —6) р ассм о тр ен ы  задачи д и ф р а кц и и  на ре
ш е тка х , со ста в л е н н ы х  из т о н к и х  э кр а н о в . В част
н о с т и , в |4 | исследована  а кусти че ска я  задача д и 
ф р а кц и и  на р е ш е тке  и з  л е н т  с усл овиям и  
и м п е д а н с н о го  ти п а . П р и  р е ш е н и и  этой  задачи 
т а к ж е  и сп о л ьзо в а л ся  м ето д  ч а с т и ч н ы х  областей. 
В работах |5 | и |6 | п р и  п о м о щ и  м етода задачи Р и 
м ан а —Гильберга  р а ссм о тр е н а  д и ф р а кц и я  п л о с 
к о й  в о л н ы  на р е ш е т ка х , с о с та в л е н н ы х  и з  э кр а н о в  
р а зл и ч н о й  ф о р м ы . В работе  |7 | исследована  д в у 
м ерная  задача д и ф р а к ц и и  п л о с к о й  вол ны  на м н о 
го р я д н о й  р е ш е тке , с о с то я щ е й  и з  б е с ко н е ч н ы х  
к р у го в ы х  ц и л и н д р о в . Задача реш алась  с и с п о л ь 
зован и е м  м а тр и ц ы  р а ссе я н и я  о д н о го  ряда реш е т
к и .  В 18 1 р а ссм о тр е н а  задача д и ф р а кц и и  пол я  т о 
ч е ч н о го  и с т о ч н и к а  и п л о с к о й  вол ны  на м н о го 

р я д н о й  р е ш е тке , со сто я щ е й  из б е с ко н е ч н ы х  
ц и л и н д р о в  п р о и з в о л ь н о го  се че н и я . Д л я  р е ш е н и я  
задачи и сп о л ьзо в а л ся  м о д и ф и ц и р о в а н н ы й  м етод 
н у л е в о го  п о л я . В работах |9 — 12| р ассм о тр ен ы  за
д ачи  р а ссе я н и я  на п л о с к и х  р еш е тка х  р а зл и ч н о го  
вида. В |9 | и ссл ед ована  задача д и ф р а кц и и  п л о с 
к о й  во л н ы  на р е ш е тке , со сто я щ е й  и з  б е с ко н е ч н о  
м ал ы х р е зо н а то р о в , за кр е п л е н н ы х  на а б со л ю тн о  
ж е с т к о й  с т е н к е , а в работе [10 | р а ссм о тр е н о  рас
се я н и е  п л о с к о й  в о л н ы  на  п л о с ко й  р еш е тке , с о 
с то я щ е й  из м ал ы х р езо на то р о в  Гельм гольца, к о 
л е б л ю щ и х с я  на у п р у ги х  с те р ж е н ь ка х . В 1111 рас
см о тр е н а  задача д и ф р а кц и и  п л о с ко й  вол ны  на 
б е с к о н е ч н о й  р е гу л я р н о й  се тке , в узлах ко то р о й  
нахо д ятся  с ф е р и ч е с ки е  ч а с ти ц ы  с м о н о п о л ь н ы м  
т и п о м  ко л е б а н и й . В работе 112 1 реш алась более 
общ ая задача д и ф р а кц и и  на м н о го р я д н о й  р е ш е т
ке , с о с та в л е н н о й  и з  н е с к о л ь ки х  рядов  у ка з а н н ы х  
вы ш е  р е гу л я р н ы х  с е то к . З ам етим , что  в по сл ед 
н и х  ч еты р ех  работах разм ер  эл ем е н тов  р е ш е тки  
бы л м н о го  м е н ь ш е  д л и н ы  во л ны . В работе 1131 и с 
следована  задача д и ф р а кц и и  п л о с ко й  э л е ктр о 
м а гн и т н о й  во л н ы  на п л о с ко й  б е с ко н е ч н о й  ре
ш е тке , в узлах к о т о р о й  р а сп о л о ж е н ы  и м п е д а н с - 
ны е  тела в р а щ е н и я  п р о и зв о л ь н о го  п о п е р е ч н о го  
се че н и я . Д л я  р е ш е н и я  задачи использовался  м о 
д и ф и ц и р о в а н н ы й  м етод  д и с к р е тн ы х  и с т о ч н и к о в  
( М М Д И )  1 1 4 -1 6 ).

Н а сто я щ а я  работа  является п р о д о л ж е н и е м  ра
бо ты  1131 п р и м е н и т е л ь н о  к  а ку с ти ч е с ко й  по ста 
н о в ке  зад ачи . В работе  рассм отрена  д и ф р а кц и я  
п л о с ко й  в о л н ы  на п л о с ко й  р еш е тке , со сто ящ ей  
из о д и н а к о в ы х  э кв и д и с т а н т н о  р а с п о л о ж е н н ы х
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Рис. 1. Геометрия задачи.

тел (не  обязательно тел вращ е н и я). П редполагает
ся , что  “ ц е н тр ы ”  тел располагаю тся  в о д н о й  плос
ко сти  т а к , ч то  реш етка  им еет два периода. Д ля  ре
ш ения  задачи использовался м етод д и с кр е тн ы х  ис 
т о ч н и к о в  ( М Д И ) ,  пр и че м  в случае, ко гд а  элементы  
реш етки  представлял и  с о б о й  тела в р а щ е н и я , и с 
пользовался М М Д И .

С у щ е с тв е н н ы м  о тл и ч и е м  д а н н о й  рабо ты  о т  
1131 явл яется  м етод  алгебра  и за ц и  и зад ачи . В р аб о 
те 113 1 для  перехода к  ал геб раической  систем е ис 
пользовался метод, у ч и ты в а ю щ и й  си м м е тр и ю  вра
щ ени я  элем ентов р еш е тки . П о  сущ еству, п р и м е н я л 
ся ко м б и н и р о в а н н ы й  м етод, т.е. использовался 
метод Галерки на и м етод ко л л о ка ц и и . В рассм атри
ваемом случае прощ е  п р и м е н я ть  м етод  ко л л о ка ц и и  
непосредственно  к  по в е р хн о стн о м у  инте гр ал ьн о м у 
у р а в н е н и ю , к  ко т о р о м у  сво д и тся  исход ная  задача 
д и ф р а кц и и . П р и  э то м , в о -п е р в ы х , в о зм о ж н о  рас
п р остр ан е ни е  метода на  п р о и зв о л ь н ы е  тела (н е  те 
ла вр а щ е н и я ); в о -в то р ы х , в р а м ка х  т а к о го  метода 
не требуется н ахо д и ть  ко э ф ф и ц и е н ты  Ф у р ь е  для 
ф у н к ц и и  Грина ( Ф Г )  р е ш е тки .

Ещ е о д н о  о тл и ч и е  д а н н о й  рабо ты  о т  работы  
1131 закл ю ча ется  в сп о с о б е  в ы ч и с л е н и я  Ф Г  ре
ш е т ки . В работе 1131 р яд  Ф Г  р е ш е т к и  разбивался 
на два слагаем ы х. П е рв ое  слагаем ое  представляло  
со б о й  Ф Г  с в о б о д н о го  п р о с тр а н с тв а . В торое  сла
гаем ое (т.е. ряд) н ахо д и л ся  п р и  п о м о щ и  преобра 
зо в а н и я  и с х о д н о го  ряда к  р яд у  п о  сф е р и ч е с ки м  
га р м о н и к а м . В р а м ка х  м етода , п р е д л о ж е н н о го  в 
н а сто я щ е й  работе, н е с к о л ь к о  п е р вы х  ч л е н о в  ряда 
Ф Г  с у м м и р о в а л и  н е п о с р е д с тв е н н о , а о с т а т о к  р я 
да определ яли  п р и  п о м о щ и  п р е о б р а зо в а н и я  е го  к 
ряду п о  с ф е р и ч е с ки м  га р м о н и к а м . П р и  т а ко м  
подходе по в ы ш а е тся  с к о р о с т ь  с х о д и м о с ти  ряда 
п о  сф е р и ч е ски м  га р м о н и к а м . О тм е ти м , ч то  пр е д 
л а гаем ы й  а л го р и тм  н а х о ж д е н и я  Ф Г  является 
о б о б щ е н и е м  м етода, п р е д л о ж е н н о го  в 117, 18 1.

К а к  и зв е стн о  |1 9 |,  р яд  Ф Г  р е ш е т ки  схо д и тся  
ч р е зв ы ч а й н о  м едленно п р и  усл о ви и , ч то  т о ч ка  на 

блю дения и то ч ка  и с т о ч н и ка  б л и зки  д р у г к  другу. 
С  использованием  ф орм улы  сум м и р о ва н и я  П уас
сона  ряд Ф Г  преобразуется в ряд п о  га р м о н и ка м  
Ф л о кс . О д н а ко  п р и  у ка за н н о м  вы ш е условии |19 | 
сходим ость  э то го  ряда не л учш е , чем  у исходного . 
Предлагаемый ал гор и тм  нахож дения  Ф Г  реш етки  
обладает двум я преим ущ ествам и . В о -пе р вы х , ряд 
по  сф ерическим  га р м о н и ка м  сходится д о статочно  
бы стро  при  правил ьном  вы боре соответствую щ его  
параметра, определ яю щ его  ч и сл о  членов  ряда Ф Г , 
которы е  сум м и р ую гся  н епосред ственно  (см . н и ж е ). 
В о -вторы х, ко эф ф и ц и е н ты  э то го  ряда представля
ю т  со бой  ве л ичины , за в и ся щ и е  т о л ь к о  о т  парам ет
ров  р е ш е т ки , н о  не о т  ге о м е тр и и  ее эл ем ентов . 
У ка за н н ы е  ко э ф ф и ц и е н т ы  м о гу т  б ы ть  в ы чи сл е 
н ы  заранее, т.е. д о  в ы ч и с л е н и я  эл е м е н то в  м а тр и 
цы  со о тв е тств ую щ е й  а л ге б р а и ч е с ко й  си сте м ы , 
ч то  с у щ е с тв е н н о  с о кр а щ а е т  время счета  на Э В М .

С  цел ью  у м е н ь ш е н и я  разм ера с о о тв е тс тв у ю 
щ ей а л ге б р а и че ско й  с и с т е м ы , т.е. для  ус ко р е н и я  
схо д и м о сти  м етода, в  д а н н о й  работе, к а к  и в рабо
тах  [15 , 16| и с п о л ь зо в а н ы  р а зл и ч н ы е  с и с те м ы  к о 
о р д и н а т  для  п о с тр о е н и я  н о си те л я  д и с к р е т н ы х  и с 
т о ч н и к о в ,  в ч а с тн о с ти , п р и м е н я л и  сф е р и ч е ски е , 
сф ероид альны е  и тор ои д ал ьн ы е  ко о р д и н а ты .

П О С Т А  Н О  В К А  З А Д А Ч  И

Р а ссм отр и м  п л о с к у ю  р еш етку , со с та в л е н н у ю  
из о д и н а к о в ы х  тел , и м е ю щ у ю  два  период а  dx и dv 
(см . р и с . I ) .  Введем д е ка р то в у  с и с те м у  ко о р д и н а т, 
пр и че м  о сь  г  н а п р а в и м  п е р п е н д и ку л я р н о  п л о с к о 
сти  р е ш е тки . Н ачал о  ко о р д и н а т  вы берем внутри  
ц е н тра л ьно го  элем ента  р е ш е тки . О б о зн а чи м  через 
S 0 п о ве р хн о сть  ц е н тр а л ь н о го  элем ента  р е ш е тки . 
С читаем , ч то  с т р у к т у р а  облучается  п л о с ко й  вол
н о й  вида

U " = exp(-/'A:/(sin 0о sin 0cos((p -  ф0) +  ̂| ^
+ cosG„ cos0)),

где к — во л новое  ч и с л о , (г.О.ср) — сф е р и че ски е  к о 

о р д и н а ты , 0 0,ф(> — у гл ы  п а д е н и я . П ред п ол а гае м , 
ч то  о кр у ж а ю щ е е  р е ш е т ку  п р о с тр а н с тв о  за п о л н е 
н о  о д н о р о д н о й  ср ед о й  т а к , ч то  р ассе ян но е  поле 
U' вне р е ш е тки  удо вл е тво ряе т о д н о р о д н о м у  ур а в 
н е н и ю  Гельмгольца

A U ' + к -’( / ' =  0 . (2 )

Н а  п о в е р х н о с ти  к а ж д о го  элем ента  р е ш е тки  в ы 
п о л н е н о  условие  Д и р и х л е

U  = 0. (3)
л и б о  Н ейм ана

™ = 0 .
дп

(4 )

где д/дп — п р о и зв о д н а я  п о  н о р м а л и , в н е ш н е й  к 

п о в е р хн о сти  тела, U =  и "  + и '  — по л н о е  поле  вне 
о б л а сти , за н и м а е м о й  р е ш е тко й .
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В то р и ч н о е  поле  в области  вне р е ш е тки  удовле
тв о р я е т  у сл о в и я м  п е р и о д и ч н о с ти  Ф л о к с :

и\х  + dx,y,z ) = U'(x,y,z)exp(-ihx), (5 )

U \ x ,y  +  dy,z )  =  U '(x ,y ,z )e x p (-ih y) , (6 )

где hx =  kdx s in  0 O cos<p„, h v =  kdr s in  Q„ s in  ф0 — па 
рам етры  Ф л о к е . Н а  б е с ко н е ч н о с т и  по л н о е  иоле 
уд о вл е тво ряе т усл о ви ям  и зл уч е н и я :

U (x ,y ,z )  =  U °(x ,y ,z )  +
00 *  (7)

+ Z  X  й;? ехр(-/кмг), z < zm,„.

U(x,y,z) = X  X  Ам ехрНк^г), г >
p = —<tj q = —оо

Здесь к *  =  и А х +  v A y ±  Г . w„ = hx +  2 up

dx '

( 8)

A„ +  2nq _  r r  2 I  
=  —-----------, Ew  =  \]k~ - u ~ - v q, з н а к  кв а д р а тн о го

dy
к о р н я  вы б ирается  из условия неполож ительности  
е го  м н и м о й  части . В ф ормулах (7) и (8 ) г т|п и г тах ~  
м и н и м ал ьн ое  и м аксим альное  значение  ко о р д и н а 

ты  z по вер хности  элемента р еш е тки , A*q и A pq — не 
известны е  ко э ф ф и ц и е н ты . Зам етим , что  величины  

N  =  Ait\ И |70| =  |л +о| пр ед ста вл яю т со б о й  м одули 

ко э ф ф и ц и е н т о в  о тр а ж е н и я  и п р о х о ж д е н и я  п л о с 
к о й  во л н ы  (1 ).

В Ы В О Д  И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  
И С П О С О Б  П О С Т Р О Е Н И Я  

В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И

Булем  р е ш а ть  п о с та в л е н н у ю  задачу с п о м о щ ь ю  
м етода в с п о м о га те л ь н ы х  т о к о в , к о т о р ы й  в даль
н е й ш е м  с в о д и тс я  к  М Д И  л и б о  М М Д И  113— 161. 
Д л я  э т о го  п р ед ста ви м  вол н овое  поле вне обл асти , 
за н и м а е м о й  р е ш е т ко й , в виде

U(r) =  U °(r)+  | у ( г ’) ( 7 ( г , г Ш  (9)

З д е с ь !  — всп о м о га те л ь н а я  п о в е р хн о сть , р а сп о л о 
ж е н н а я  в н у т р и  и с х о д н о й  п о в е р хн о сти  це н тра л ь 
н о го  элем ента  р е ш е т ки  a J  — неизвестная  
ф у н к ц и я , зад ан н а я  на  п о в е р хн о сти  Z . Ф у н к ц и я  G  
пред ставл яет с о б о й  п е р и о д и ч е с ку ю  Ф Г  р е ш е т ки , 
ко то р а я  и м ее т ви д  119|

G'(r,г’) = X  I  G » ( ^M)exp(-/>AI - iqhy), ( 10)

где
р = -< ю  q = —<х>

с„( К о )  =
е хр (-/А /?  )_____еш

' ( П )

КРЧ =  >/(л: - х  -  pdx)2 + O' -  у -  qdy)~ +  (z -  z ) 1.

Т а к и м  о б р а зо м , рассеянное  поле, за п и са н н о е  в 
виде (9 ) ,  удо вл е тво ряе т условиям  п е р и о д и ч н о с ти  
Ф л о ке .

Р а ссм о тр и м  в о п р о с  о  п о с тр о е н и и  носител я  
для н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  J .  В случае, если п о 
в е р хн о сть  ц е н тр а л ь н о го  элем ента  р е ш е тки  явл я 
ется  п о в е р х н о с т ь ю  вр ащ е н и я , то  для по стр о е н и я  
в с п о м о га те л ь н о й  п о в е р хн о сти  н е о б хо д и м о  задать 
п о в е р х н о с т ь  5 (| в по д ход ящ е й  о р то го н а л ь н о й  с и 
стем е  к о о р д и н а т  вр ащ е ни я : 

х  =  p(a ,P)coscp, у  =  p<a,p)sin(p, г  =  г (а ф ) ,  (12 ) 

где (р ,ф ,г) — ц и л и н д р и ч е с к и е  ко о р д и н а ты . П усть  
a  =  а ф )  — ур а вн е н и е  по вер хности  S 0 в д а н н о й  с и 
стем е ко о р д и н а т. Тогда для вспом огател ьной  п о 
в е рхн о сти  X  справедливы  следую щ ие  ур авне ни я  
| ! 5 ,  16]:

Ху =  Im ^ c o s c p , у х =  Im ^ s in tp ,  z-i =  R e i;, (13) 

где £, явл яется  н е к о т о р о й  ф у н кц и е й  п е р е м е н н о й  
г|ф ) =  а ф  +  /8 ) +  /ф  +  /8 ) (см . н и ж е ). К о о р д и н а ты  

a v  и Ру “ о бра за ”  т о ч к и  (а,р,<р) на и с хо д н о й  п о 
в е р х н о с ти  ц е н тр а л ь н о го  элем ента р е ш е тки  н а хо 
д ятся  и з  с о о т н о ш е н и й

a v  =  R er|, Ру =  Im p .  (14 )

В ф ор м ул е  для ф у н к ц и и  рф) п о л о ж и те л ь н ы й  па 
р ам етр  8  о тв ечае т за с те п е н ь  д е ф ор м ац и и  п о в е р х 
н о с т и  ц е н т р а л ь н о го  элем ента р е ш е тки . В ы бор  
парам етра  8 п о д р о б н о  о п и с а н  в работах 115, 16|. 
О тм е ти м , ч т о  п р и  ув е л и ч е н и и  в е л и ч и н ы  8 т о ч к и  
в с п о м о га те л ь н о й  п о в е р хн о сти  удаляю тся  в н утр ь  
эл ем е н та  р е ш е т к и , д в и га я с ь  по  о р то го н а л ь н ы м  
т р а е к т о р и я м .

В н а с то я щ е й  работе и сп о л ьзую тся  сф ер и че 
с к и е , сф ер о ид ал ьн ы е  (в ы тя н у ты е  и с п л ю с н у ты е ) 
и то р о и д а л ь н ы е  ко о р д и н а ты . В э т и х  ко о р д и н а та х  
сп р а в е д л и в ы  сл е д ую щ и е  ф ор м ул ы , связы ваю щ и е  
к о м п л е к с н ы е  п е р е м е н н ы е  £, и г| 115|:

т  =  exp(rK P)), Р е  |0 ,л | (15 )

в с ф е р и ч е с ки х  ко о р д и н а та х ;

£ Ф ) =  /c h ( r j(P ) ) ,

(^(P) =  /s h (n (P ) ) ) ,  Р е |0 ,л |

в в ы т я н у т ы х  (с п л ю с н у т ы х )  сф ероид альны х к о о р 
д и н а та х ;

^ф ) =  i f  c t h J ^ J ,  р  е  |0,2тс| (17)

в то р о и д а л ь н ы х  ко о р д и н а та х . З ам етим , ч то  в с л у 
чае с ф е р и ч е с ки х  ко о р д и н а т  мы  о б о зн а чи л и  
a  =  In  г , р  =  0.

В случае  п р о и з в о л ь н о го  элем ента р е ш е т ки , т.е. 
не тела в р а щ е н и я , в сп о м о га те л ь н ую  п о ве р хн о сть  
у д о б н о  с т р о и т ь  исход я  и з  па р а м е тр и ч е ски х  ур а в 
н е н и й  п о в е р х н о с ти  S 0. П усть  ур авн е н и я  по вер х 
н о с т и  .S’,, и м е ю т  вил

х = х(м. v ), у  = y(u,v), z = Z(u,v). ( 18)
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Тогда уравнения вспомогательной поверхно
сти можно определить гак, чтобы эта поверхность 
проходила эквидистантно от поверхности Л’0:

xz = x - 5 n x, уу = у  -  г у = г - й « . ,  (19)

г х ггде п = (пх,пу,п.) =  р — единичная нормаль к
К  х к \

поверхности 50. Здесь г„ и г. — производные радиус- 
вектора по координатам и и v, 8 — как и выше, по
ложительный параметр.

В силу периодичности рассматриваемой струк- 
туры и падающего поля задача сводится к  определе
нию функции У только на поверхности Z централь
ного элемента решетки. Для нахождения этой 
функции подставим выражение для волнового поля 
в виде (9) в граничные условия (3) или (4) на поверх
ности центрального элемента решетки. В результате 
получим следующее интегральное уравнение:

|б7(г,гУ(г')Л ' = Ч /" (г) , (20)

£
либо

X
соответственно в случае условия Дирихле или 
Неймана. Сделаем замену неизвестной функций 
У но формуле 115, 16|:

/  -  Jh9lu_j\ + (с и )2 (22)
в случае, когда решетка состоит из тел вращения, и 

/  = У |г„ х rv| (23)

в общем случае. В формуле (22) Лф и /к  = Л„ = /»,, — 
коэффициенты Даме соответствующей системы 
координат в точке с координатами (cu,Pv,<p) на 
вспомогательной поверхности I .  Точка вформуле
(22) означает дифференцирование но Pv.

АЛГЕБРА И ЗАЦИЯ ЗАДАЧИ И АЛГО РИТМ  
НАХОЖ ДЕНИЯ Ф Г  РЕШ ЕТКИ

В отличие от работы |13| будем решать инте
гральное уравнение (20) или (21) непосредствен
но, не разлагая неизвестные токи в ряд Фурье. 
Применим метод коллокации. Очевидно, что по
верхностные интегралы в (20) и (21) могут быть 
заменены на двойные интегралы по прямоуголь
нику lOjPmaJ х |0,2л| в случае, когда элемент решет
ки —тело вращения, либо |0,мтах| х 10, v max | в общем 
случае. Выберем в области интегрирования пря
моугольную сетку:

р. . п = 1. /V.
N \ 21

ф», т = 1. М.
М \ 21

(24)

либо

= n = 1' JV'

V т = им .
М \ 21

(25 )

Далее заменим двойные интегралы в формуле 
(20) или (21 (суммами Римана. Приравняем полу
ченные равенства в точках коллокации, которые 
выберем следующим образом:

=p(a(Pv),pv)cos<pM,

У*ц = p(a(pv).Pv)sin<pM, г* , = z(a(pv),pv) 
в случае тела вращения и

(26)

х * .  =x(M v, v M), =  z(mv, v m) (27)

в общем случае произвольного элемента решетки. 
Здесь v = I, N  и р = I, М. В результате перейдем от 
интегрального уравнения к  следующей алгебраи
ческой системе относительно неизвестных значе
ний функции /  в точках г(„„ на вспомогательной 
поверхности центрального элемента решетки:

(28)
/ 1=1  т = \

Здесь

Л « = С ( г * , г ят), b'v =  - f/" ( r* „)  (29)
в случае граничного условия (3) и

5(7(г*,гят) , V(1_ d U ° ( 0
л п т  ~ --------- I ----------- * 0  ~ ----------- Т ~ — '  1 -> Фап ап

в случае условия (4). В формуле (28) с„т = /(г„„,)ст, 
где a  — площадь элементарных ячеек, на которые 
разбивается область интегрирования в уравнении 
(20) или (21). Точки г,„„ в (29) и (30) выбираются с 
использованием формул (12)—(19). Отметим, что 
переход от интегрального уравнения к  алгебраиче
ской системе означает переход к  дискретным ис
точникам вторичного поля, г.е. переход к М Д И.

Рассмотрим вопрос о вычислении Ф Г  решет
ки. Как было указано выше, функция (7(г, г') пред
ставляется двойным рядом (10). Разобьем этот 
ряд на две суммы:

<7(г,О = X 5 > < * „> е * Р Н Р * г  ~ Ф У) +
WsOHsO

+ £  G0(Rpq)exp(-iphx - iq h y).
(31)

Пояснение относительно выбора параметра Q 
приведено ниже. Далее используем теорему сло
жения для функции Ga(Rpq) 1201:

<?«<*„) = Т ~ У У . №  + | ) ^ _ ^ 4 > j/(r ,r,)4's/(rw ),(32)
4л/ л-0 /=- (5 + /)!
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где

Ч^Дг.г') = j s(k R)Pj (cos 0)ехр(//Ф ), 

^v ,(rw ) =  hl2\ k  ppq )P‘(0)exp (- / l<f>pq).

причем ppq cos(pM = pdx, pw sin<pM = qdy, a R, 0 , 
Ф  -  сферические координаты вектора г — г',
Р'(х) — присоединенные функции Лежандра,

j s(x ), A’2,(jc) — сферические функции Бесселя и 
Ханкедя. Данное разложение справедливо при 
условии, что рм  > R. Учитывая, что аргумент при
соединенной функции Лежандра у величины 
*Рл/(гм ) равен нулю, замечаем, что в формуле (32) 
индексы 5 и / одинаковой четности |20|. Подста
вим далее разложение (32) в ряд в формуле (31). 
В результате получим

С(г.г’) =  ^  ^ G 0(Rpq)e\p(-iphx -  iqhy) +

(34)

где

Ъ  = X  X  ^s i(rpq)e \p(-iphx -  iqhy) +
m т>о

*  _ (35)
+ X  X  ^s i(rpq)e\p(-iphx - iq h y).

WH?e=-*
Таким образом, задача сводится к  нахождению 

сумм (35). Отметим, что, в отличие от работы 1131, 
в рассматриваемом подходе мы выделили в (31) 
сразу несколько первых членов ряда (10), а не 
только Ф Г  элемента в отсутствие решетки. При та
ком способе нахождения суммы ряда (34) удается 
обойтись суммированием достаточно малого чис
ла членов этого ряда для достижения приемлемой 
точности вычислений.

С использованием техники, описанной в 1131, 
можно получить следующее разложение сфериче
ской гармоники:

■ S-I

hl2\kr)P '(0)cxp  ( - /  / tp) = - q p -  х
пк

xja'w |  Pj (w/k)(isign(/)K ±  x)^ x
0 —ею

. 5 - /A ’

x exp(-/icx- /x H )—  = 1 .... x
X nk И+i

(36)

x J</w J P' (и>/А:)(к ±/sign(/)x); ехр(-/ку - / ‘x|x|)— ,
0 —oo ^

где x = V *2 - k 2 - w\ .

p ‘ ( x) =  d  P'W
5 dx '

pp\x) =  ( - \ ) lt^ £ p ‘(x), /> 0 .
(37)

(s + l)\
Верхние знаки в (36) относятся к  случаям, когда 
у  > 0 и х  > 0 соответственно.

Используем полученные разложения для сум
мирования рядов в (35). Представим величины 
Wd в виде

Wsl = X  X  ^  A rpq)exp(-iphx -  iqhy) +
\fcQq=Q+\

-О-1
+ X  X  ^s i(rpq)exp(-iphx -  iqhy) +

\feQq=-x
®  СЮ

+ X  X  V s,(rpq)exp(-iphx -  iqhy) + (38)
p=Q+\ q=-cю 

-Q -\  co

+ X  X  V ,i(rpq)exp(-iphx -iqhy) =
p = - v  q=-<x>

= и / ' + w "  + w " '  + < .
Положим r  = ppq, tp = cp„ в формулах (36) и под
ставим первые интегралы в этих формулах в пер
вые два ряда (38), а вторые — в третий и четвер
тый. Меняя местами суммирование и интегриро
вание, можно показать, что первые две суммы в
(38) преобразуются в интегралы:

•S—I
м/1"  _  J ___

*  "  я ^ +1
jdw  |  р ‘ (w/A:)(/sign(/)K + хУ  х

х 1 - g 2Qt' cxp(-iQi(dyx ± hy) d K 

g y(l -  g) I -  expH(dyX ±  hy)) x  ’

(39)

где верхний и нижний знаки относятся к w ', и W [J  
соответственно. В формуле (39) обозначено 
Qt = Q + I и g =  ехр(/(ЛЛ -  wdx)) . Третью и четвер
тую суммы в (38) преобразуем, используя форму
лу суммирования Пуассона по индексу q. В ре
зультате получим

< " v = - £ -  X  ±''sign(/)x /  х
к “ >'?=-*() (40)

х exp(~iQ\(dxx q ± hx) dw 

I -e x p (~i(dxx q ± h x) ) x 4 '

где x4 = yjk2 -  vq -  и»2. а знаки “ + ”  и ”  относят

ся к  w 'J ' и w ' '  соответственно. Таким образом, 
величины И^, представляют собой сумму двойных 
интегралов (39) и рядов (40). Исследуя асимпто
тики членов рядов (40), можно показать, что они
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Таблица I. Сравнение значений ФГ решетки, полученных двумя методами

0о=О *1.2 0.1 = «5° *1.2
у =  0.01 18.06092407 -  /0.268910574 903452 17. I I 820347 -/2.689488794 907116

18.06092412 -/0.268910554 242 17.118203 53-/2.689488774 331
у = 0.05 5.076064862 -  /0.258705164 43030 4.182555647 -/1.557155450 43842

5.076064871 -/0.258705144 265 4.182555651 -/1.557155421 374
у =  0.1 3.319285638 -/0.22766101 11608 2.434339849 -  /1.373365097 12030

3.319285646 -  /0.22766099 265 2.434339852 -  /1.373365077 397
у =  0.5 1.520281977 + /0.249972020 546 0.662631631 -  /0.707491635 642

1.520281985 +/0.249972041 265 0.662631633-/0.707491614 421

быстро убывают с ростом номера q, что подтвер
ждается численными экспериментами. Заметим, 
что способ вычисления величин w 'h W ]], W и

И/ >1,' полностью аналогичен методу, который по
дробно рассмотрен в 1131 и здесь не приводится. 
Как видно из формул (39) и (40), величины Wsl за
висят только от периодов решетки и параметров 
Флоке, т.е. не зависят от координат.

Сделаем замечание относительно выбора па
раметра Q. Следуя работе 118|, в которой приведен 
алгоритм нахождения периодической Ф Г  для дву
мерной задачи дифракции на периодически не
ровной поверхности, величину Q следует выби
рать из условия L/(Qtd ) < 0.5, где L — диаметр эле
мента решетки, a d — m in(</,,</,.). Более точный 
выбор параметра Q осуществляется при помощи 
численных экспериментов (см. ниже). При этом в 
качестве критерия выбора может служить, напри
мер, проверка точности выполнения закона со
хранения энергии.

В качестве выходных характеристик задачи 
рассмотрим амплитуды пространственных гар
моник, обусловленных дифракцией на решетке. 
Для нахождения этих величин преобразуем Ф Г  
решетки при помощи формулы Пуассона 1191:

сс <Х)
О'(г.г') =---- -— > у  ехр(-/'м„(д: -  х') -

2 d xd v ^ ^  Р (41)
•’  р= —со q= —со

- i v q( y - y ' ) - i r M\z ~ z \ ) / r M .
Далее подставим формулу (41) в соотношение (9). 
В результате получим представление волнового по
ля по плоским волнам вида (7) и (8). При этом ам
плитуды плоских волн, распространяющихся в 
верхнем и нижнем полупространствах, будут 
иметь вид

К я  =  5 , А о - -  '  |. /(г ')е х р (/к ;/к /л ',
^ * х Ч  у  1 1Щ v

J —  j ’./(r')exp(/K ,„/rV.v',
• г *  п п

А~ =  —
« г РЧ

где 8И — символ Кронекера.

(42)

(43)

РЕЗУЛ ЬТАТЫ РАСЧ ЕТОВ

Для проверки корректности и иллюстрации 
преимущества разработанного метода нахожде
ния Ф Г  решетки было проведено сравнение ре
зультатов расчета Ф Г  по описанному выше алго
ритму с результатами расчета Ф Г  при помощи 
формулы (41). В табл. 1 приведены значения ФГ, 
полученные указанными методами для значения 
параметра d /k  = 0.99, где к  — длина волны. Рас
сматривалось два угла падения плоской волны: 
нормальное падение и 0о =85°, ср(| = 0 . Верхняя 
строка таблицы соответствует результатам расче
та Ф Г  по формуле (41), а нижняя — по формуле 
(34). Значения Ф Г  приведены для разных значе
ний величины у =  \z ~ z \ld .  Параметры задачи 
имели следующие значения. Периоды решетки 
d, = 2dх, координаты точки источника и точки на
блюдения p = p' = 0.5<7t , ср = 0, ф '= 3.14159. 
В табл. I приведено также число /V, членов ряда
(41) и число /V, членов в формуле (34) (с учетом 
первой суммы), требуемое для стабилизации ре
зультатов в восьмом знаке после запятой. Пара
метр (7 = 5. Как следует из таблицы, относитель
ная разница значений ФГ, полученных при помо
щи обеих методик, не превосходит 3 x10 х, т.е. 
имеется хорошая точность вычисления ФГ. Видно 
также, что требуемое число членов ряда (41) на 3 -4  
порядка превосходит число членов в формуле (34) 
при условии, что у =  |г -  z \/d  мало. Таким образом, 
имеется существенное преимущество предлагаемо
го подхода перед способом, основанным на исполь
зовании ряда (41).

С целью проиллюстрировать непригодность 
ряда (41) при малых у для вычисления Ф Г  решет
ки был проведен численный эксперимент. А 
именно, была рассмотрена дифракция плоской 
волны на решетке, составленной из сплюснутых 
сфероидов с отношением полуосей а/с = 1.5. Вели
чина 2а = 0.9dx, частотный параметр d/к  = 0.499, 
отношение периодов решетки </,. = 2dx. Волна пада
ла под углами ф0 = 0 и 0О = 45°. Число дискретных
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Таблица 2. Пронерка выполнения закона сохранения энергии и максимальные значения невязки для разных 
геометрий элементов решетки

Форма элемента решетки N N
относительная 
ошибка выпол

нения (44)
максимальное 

значение невязки

Сфера
d/X = 0.75 0.09570941 0.8019428 5.481 x 10-'° 1.26 х I0~6

d/X  = 0.99 0.2574638 0.6809818 6.545 x I0~8 1.34 х 10~6

Сфероид
d/X = 0.75 0.1929387 0.7886600 1.03 x 10 4 0.0205

d/X = 0.99 0.3240981 0.6408552 1.542 x 10 4 0.0158

Тор
d/X = 0.75 0.2038698 0.7760832 4.555 x Ю“ч 3.47 х Ю"5

d/X = 0.99 0.3466273 0.6237944 5.113 x 10“ 9 5.04 х Ю-5

Трехосный эллипсоид
d/X = 0.75 0.1671849 0.8294257 4.905 x Ю-5 0.018

d/X  = 0.99 0.2809132 0.6932175 6.717 x I0~5 0.0215

источников составляло N -  14, М -  2 1, т.е. было не
большим. Рассчитывались модули коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны при по
мощи алгоритма нахождения ФГ, описанного вы
ше, и при помощи формулы (41). Полученные ре
зультаты различались в 5 -6  знаке после запятой. 
Однако время счета по обоим алгоритмам различа
лось на порядок: в случае использования форму
лы (34) оно составило примерно 20 с, а при ис
пользовании формулы (41) — около 10 мин. При 
дальнейшем увеличении отношения полуосей 
сфероида метод, основанный на использовании 
формулы (41), становится полностью непригод
ным, так как время счета по этому методу измеря
ется часами. Очевидно, медленная сходимость 
ряда (41) обусловлена малостью величины у для 
рассматриваемой геометрии элементов решетки.

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0 '---------- 1-------------1-------------1------------ 1—
0.25 0.50 0.75 1.00

d/X

Рис. 2. Частотная зависимость коэффициента отра
жения для решетки из сфер.

Для тестирования разработанной методики 
решения задачи дифракции было проверено вы
полнение закона сохранения энергии, который в 
рассматриваемом случае имеет вид

'’•=£(К1!+М % - <44)
РЧ

где Рц = cos0o — мощность падающей на решетку 
плоской волны. В формуле (44) суммирование ве
дется по всем распространяющимся плоским 
волнам. Точность выполнения закона сохранения 
энергии была опробована для решетки из акусти
чески мягких сфер, сплюснутых сфероидов, кру
говых торов, а также решетки, составленной из 
трехосных эллипсоидов. Параметры геометрии 
задачи имели следующие значения: период ре-

т

Рис. 3. Частотная зависимость коэффициента отра
жения для решетки из трехосных эллипсоидов.
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№
1.00

0.75 - 

0.50 - 

0.25 -

0.25 0.50 0.75 1.00
d/k

\U
1.0 -

0.8  -

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0.25 0.50 0.75 1.00
d/k

Рис. 4. Частотная зависимость коэффициента отра
жения для решетки из круговых торов.

Рис. 5. Частотная зависимость коэффициента про
хождения для решетки из сфер.

171,1

Рис. 6. Частотная зависимость коэффициента про
хождения для решетки из трехосных эллипсоидов.

шетки dy = 2dx\ диаметр сферы 2а = 0.9dx; оси 
сфероида 2а = 0.9dx, а/с = 3; диаметры тора со
ставляли 0.9dx — внешний и 0.3d x — внутренний; 
оси эллипсоида 2а = 0.9dx, а/с = 3, Ь/с - 2  (с — по
луось эллипсоида вдоль оси z)■ Волна падала под 
углами 0„ = 45°. ф„ = 0. В табл. 2 приведены зна
чения модулей коэффициента отражения и про
хождения плоской волны, а также относительная 
разность правой и левой частей в формуле (44) 
для двух значений параметра d /k .  Во всех случаях 
число дискретных источников было одинаковым 
и составляло N =  30, М = 45. Видно, что правая и 
левая части равенства (44) различаются менее чем
на 2 х 10 4. В последнем столбце табл. 2 приведены 
максимальные значения невязки краевого усло

|7У

dfk

Рис. 7. Частотная зависимость коэффициента про
хождения для решетки из круговых торов.

вия (3) на поверхности центрального элемента 
решетки. Невязка вычислялась посередине меж
ду точками коллокации. Как видно, в случае ди
фракции на решетке, составленной из сплюсну
тых сфероидов и трехосных эллипсоидов, макси
мальный уровень невязки имеет порядок 1—2%, 
т.е. достаточно мал. В случае более гладких эле
ментов решетки точность существенно выше.

Рассмотрим далее поведение коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны в зави
симости от параметра d /k .  Ниже всюду рассмат
риваются решетки, составленные из акустически 
мягких гел. На рис. 2—7 изображены частотные 
зависимости модуля коэффициента отражения и 
прохождения плоской волны при дифракции на 
решетке из сфер (рис. 2, 5), трехосных эллипсои
дов (рис. 3, 6) и круговых торов (рис. 4, 7). Рас-
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Рис. 8. Зависимость коэффициентов отражения и 
прохождения от коэффициента заполнения решетки. 
Решетка из сфер.

1Я..И7У

Рис. 9. Зависимость коэффициентов отражения и 
прохождения от коэффициента заполнения решетки. 
Решетка из трехосных эллипсоидов.

сматривалось нормальное падение плоской вол
ны. Диаметр сферы 2а = 0.9d, оси эллипсоида 
2а = 0.9d, а/с = 3, b/с  = 2, диаметры тора -  0.9d 
внешний и 0.3d внутренний. Сплошные кривые 
соответствуют случаю, когда периоды решетки 
одинаковы, а штриховые кривые — dy =  2dx. Как 
видно, имеются критические значения волнового 
параметра d /X , которые соответствуют возникно
вению новых распространяющихся (не затухаю
щих) пространственных гармоник. При нормаль
ном падении плоской волны данные критические 
значения волнового параметра находятся из соот 
ношения

d
X

qd] 

dy) '
p,q = 0,1,2..... (45)

Видно также, что имеется существенное отличие в 
поведении коэффициентов отражения и прохожде
ния для дифракции на решетке, составленной из 
трехосных эллипсоидов. В этом случае имеется до
статочно большой “ зазор”  между элементами ре
шетки, и поэтому модуль коэффициента отражения 
принимает меньшие значения, чем для решеток из 
сфер и круговых торов в рассматриваемом диапазо
не изменения волнового параметра.

На рис. 8 -10  изображены зависимости моду
лей коэффициента отражения (кривые /) и про
хождения (кривые 2) плоской волны для решеток, 
составленных из описанных выше элементов, от 
коэффициента заполнения ранетки т , т.е. от отно
шения диаметра тела к периоду решетки (при этом 
dx = dy). Рассматривалось нормальное паление 
плоской волны. Волновой параметр d /  X = 0.99 
(сплошные кривые на рисунках) и d/X = 0.75

(штриховые кривые). Соотношения между разме
рами тел были такими же, как и для рис. 2—7. Как 
видно из рисунков, относительно небольшое из
менение волнового параметра приводит к  суще
ственному изменению зависимостей коэффици
ентов отражения и прохождения. Во-первых, с 
ростом параметра т модуль коэффициента отра
жения возрастает (приближается к  единице в слу
чае решеток из тел вращения), а модуль коэффи
циента прохождения убывает (стремится к  нулю 
для решеток из сфер и торов). Во-вторых, диапа
зон, в котором коэффициент прохождения ре
шетки близок по модулю к  единице, шире в слу
чае, когда параметр d/X = 0.99, т.е. волновой пара
метр близок к  критическому значению.

т . \ и

Рис. 10. Зависимость коэффициентов отражения и 
прохождения от коэффициента заполнения решетки. 
Решетка из круговых торов.
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ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

На основе М ДИ разработан подход для реше
ния трехмерной задачи дифракции плоской вол
ны на плоской решетке, состоящей из идеально 
отражающих элементов. Выведено интегральное 
уравнение для двух типов граничных условий на 
поверхности элементов решетки. Приведен эф
фективный алгоритм нахождения Ф Г  решетки. 
Показано преимущество разработанного алго
ритма по сравнению со стандартным представле
нием Ф Г  в виде суммы гармоник Флокс. Прове
дена проверка выполнения закона сохранения 
энергии, позволяющая утверждать, что получен
ные результаты корректны. Показано, что невяз
ка граничного условия на поверхности централь
ного элемента решетки принимает малые значе
ния при небольшом количестве дискретных 
источников. Приведены зависимости модуля коэф
фициента отражения и прохождения плоской вол
ны от волнового параметра и коэффициента запол
нения для решеток, составленных из акустически 
мягких сфер, трехосных эллипсоидов и круговых 
торов. 11оказано наличие особенностей у частотных 
зависимостей коэффициентов отражения и про
хождения при критических значениях волнового 
парамсгра. Продемонстрирован тот факт, что ре
шетка становится более “ прозрачной" для значе
ний волнового параметра, близких к критическому.

Работа выполнена при поддержке Российско
го фонда фундаментальных исследований, про
ект № 14-02-00976.

С П И С О К ЛИТЕРАТУРЫ

1. Кудашева О.Л., Севрюгова II.В. Излучение звука бес
конечной периодической решеткой с зазорами / /  
Акуст. журн. 1976. Т. 22. № 3. С. 385-392.

2. Вовк И В. Излучение звука периодической решет
кой из стержневых преобразователей, звукоизоли
рованной с тыльной стороны слоем //Акуст. журн. 
1980. Т. 26. № 4. С. 522-527.

3. Кюркчан А.Г. Возбуждение нитью тока периодиче
ской ребристой структуры, обладающей свойства
ми искусственно жесткой поверхности// Радиотех
ника и электроника. 1999. Т. 44. № 7. С. 787-793.

4. Вовк И. В. Дифракция звука на решетке из лент ко
нечной прозрачности / /  Акуст. журн. 1985. Т. 32. 
№3. С. 378-381.

5. Шестопалов В.II. Метод задачи Римана—Гильберта 
в теории дифракции и распространения электро
магнитных волн. Харьков: ХГУ. 1971.400с.

6. Шестопалов В.II.. Литвиненко Л.И., Масалов С.А.. 
Сологуб В.Г. Дифракция волн на решетках. Харь
ков: ХГУ. 1973.288 с.

7. Yasumoto К.. Toyama //.. Kushia Т. Accurate analysis 
o f two-dimensional electromagnetic scattering from

multilayered periodic arrays o f circular cylinders using 
lattice sums technique / /  IEEE Trans. Antennas Prop- 
agat. 2004. V. 52. № 10. P. 2603-2611.

8. Кюркчан А.Г., Маненное С.А., Смирнов В.И. Анализ 
дифракции плоской волны и поля точечного ис
точника на многорядной решетке / /  Радиотехника 
и электроника. 2011. Т. 56. № 9. С. 1057-1068.

9. Лапин А Л  Поглощение звука решеткой резонато
ров с диссипацией / /  Акуст. журн. 2002. Т. 48. № 3. 
С. 428-429.

10. Лапин А.Д. Поглощение звука плоской решеткой 
монопольно-дипольных рассеивателей / /  Акусг. 
журн. 2006. Т. 52. № 4. С. 497-501.

11. Кобелев Ю.А. Рассеяние плоской звуковой волны 
сферическими частицами с монопольным типом 
колебаний, расположенными в узлах плоской без
граничной сетки с одинаковыми ячейками / /  
Акуст. журн. 2014. Т. 60. № I. С. 3-12.

12. Кобелев Ю.А. Многократное рассеяние звуковых 
волн сферическими частицами с монопольным 
типом колебаний, расположенными в узлах трех
мерной решетки с одинаковыми ячейками / /  
Акуст. журн. 2015. Т. 61. № 4. С. 432-441.

13. Маненное С.А. Дифракция плоской электромаг
нитной волны на трехмерной плоской решетке / /  
Радиотехника и электроника. 2010. Т. 55. № 4. 
С. 405-414.

14. Кюркчан А.Г.. Маненное С.А., Негорожина Е.С. Ре
шение задачи дифракции электромагнитного поля 
на телах вращения при помощи модифицированно
го метода дискретных источников// Радиотехника и 
электроника. 2006. Т. 51. № 11. С. 1285-1293.

15. Kyurkchan A.G.. Manenkov S.A. Application o f differ
ent orthogonal coordinates using modified method of 
discrete sources for solving a problem o f wave diffrac
tion on a body o f revolution / /  Journal o f Quantitative 
Spectroscopy and Radiative Transfer. 2012. V. 113. 
P. 2368-2378.

16. Маненное C.A. Новая версия модифицированного 
метода дискретных источников применительно к 
задаче дифракции на теле вращения / /  Акуст. 
журн. 2014. Т. 60. №2. С. 129-136.

17. Маненное С.А. Применение сплайн-аппроксима
ции для решения задачи дифракции на периодиче
ской решетке, расположенной над киральным по
лупространством / /  Радиотехника и электроника. 
2009. Т. 54. № 10. С. 1196-1206.

18. Маненное С.А. Решение задачи дифракции на пе
риодически неровной границе кирального полу
пространства / /  Радиотехника и электроника. 
20II.T. 56. №8. С. 923-931.

19. Васильев ЕЛО. Возбуждение тел вращения М.: Ра
дио и связь, 1987. 272 с.

20. Справочник по специальным функциям с форму
лами. графиками и математическими таблицами. 
Подред. Абрамовича М. и Стиган И М. М.: Наука. 
1979. 832 с.

АКУСТИ ЧЕСКИ Й  ЖУРНАЛ том 62 №  2 2016


