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Д л я  а к у с т и ч е с к и х  м е т а м а т е р и а л о в  с  п о т е р я м и  п р е д л о ж е н а  д и с к р е т н а я  м о д е л ь  в  в и д е  п е р и о д и ч е с к о й  

с т р у к т у р ы  с  я ч е й к а м и  п р о с т е й ш е г о  в и д а .  Э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  м о д е л и  о п р е д е л е н ы  с  п о м о щ ь ю  

к р и т е р и я ,  о с н о в а н н о г о  н а  р а в е н с т в е  д и с п е р с и и  в о л н .  И с с л е д о в а н ы  о б щ и е  с в о й с т в а  м о д е л и .  П р и в е 

д е н  п р и м е р  м о д е л и р о в а н и я  о д н о г о  и з  м е т а м а т е р и а л о в  о т р и ц а т е л ь н о г о  т и п а .  М о д е л ь  п о л е з н а  п р и  

а н а л и з е  в о л н о в ы х  с в о й с т в  и  с о з д а н и и  м е т а м а т е р и а л о в  с  з а д а н н ы м и  а к у с т и ч е с к и м и  с в о й с т в а м и .

К л ю ч евы е сл о в а :  а к у с т и ч е с к и е  м е т а м а т е р и а л ы ,  н о р м а л ь н ы е  в о л н ы ,  д и с п е р с и я ,  д е м п ф и р о в а н и е ,  э ф 

ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы ,  м о щ н о с т ь  п о г л о щ е н и я .
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I .  В В Е Д Е Н И Е

А к у с т и ч е с к и е  м е т а м а т е р и а л ы  ( А М М ) ,  я в л я я с ь  

н е  м а т е р и а л а м и  в  т р а д и ц и о н н о м  п о н и м а н и и ,  а  

я ч е и с т ы м и  п е р и о д и ч е с к и м и  с т р у к т у р а м и ,  с  в о л 

н о в о й  т о ч к и  з р е н и я  в е д у т  с е б я  к а к  о б ы ч н ы е  н е 

п р е р ы в н ы е  м а т е р и а л ы  н а  ч а с т о т а х ,  г д е  д л и н ы  

в о л н  п р е в ы ш а ю т  р а з м е р ы  я ч е е к .  В  з а в и с и м о с т и  

о т  у с т р о й с т в а  я ч е е к ,  и м е ю щ и х ,  к а к  п р а в и л о ,  м н о 

г о  с т е п е н е й  с в о б о д ы ,  т а к и е  м а т е р и а л ы  м о г у т  д е 

м о н с т р и р о в а т ь  ш и р о к и й  к р у г  р а н е е  н е  н а б л ю д а е 

м ы х  в о л н о в ы х  с в о й с т в ,  п о л е з н ы х  д л я  р е ш е н и я  

ц е л о г о  р я д а  н о в ы х  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч  1 1 ,  2 | .  О д 

н о й  и з  т а к и х  а к т у а л ь н ы х  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч  я в 

л я е т с я  с о з д а н и е  п о г л о т и т е л я  з в у к а  н о в о г о  т и п а  

( с у п е р п о г л о т и т е л я ) ,  э ф ф е к т и в н о с т ь  к о т о р о г о  с у 

щ е с т в е н н о  п р е в ы ш а е т  э ф ф е к т и в н о с т ь  и з в е с т н ы х  

с р е д с т в  п о г л о щ е н и я .  П р и н ц и п и а л ь н а я  в о з м о ж 

н о с т ь  с о з д а н и я  с у п е р п о г л о т и т е л я  и з  а к у с т и ч е с к и х  

м е т а м а т е р и а л о в  о т м е ч а л а с ь  в  р я д е  р а б о т  1 3 — 5 | .  О д 

н а к о  р е а л и з а ц и я  э т о й  в о з м о ж н о с т и  з а т р у д н е н а  н е 

д о с т а т о ч н о й  и з у ч е н н о с т ь ю  А М М  к а к  т е о р е т и ч е 

с к и ,  т а к  и  в  т е х н о л о г и ч е с к о м  и  э к с п е р и м е н т а л ь 

н о м  п л а н е .

Д а н н а я  р а б о т а  н а п р а в л е н а  н а  р е ш е н и е  о д н о й  

и з  т е о р е т и ч е с к и х  п р о б л е м .  В  н е й  п р е д л о ж е н а  о б 

щ а я  д и с к р е т н а я  м о д е л ь  а к у с т и ч е с к и х  м е т а м а т е 

р и а л о в  с  п о т е р я м и ,  к о т о р а я  з а м е т н о  у п р о щ а е т  

а н а л и з  и х  в о л н о в ы х  и  п о г л о щ а ю щ и х  с в о й с т в  и ,  

г л а в н о е ,  п о з в о л я е т  е д и н о о б р а з н о  о п и с ы в а т ь  и  

с р а в н и в а т ь  А М М  р а з л и ч н о й  ф и з и ч е с к о й  п р и р о д ы  

и  к о н с т р у к т и в н о й  с л о ж н о с т и ,  ч т о  п о л е з н о  п р и  с о 

з д а н и и  н о в ы х  А М М  с  т р е б у е м ы м и  с в о й с т в а м и .

П р е д л а г а е м а я  м о д е л ь  я в л я е т с я  о б о б щ е н и е м  

д и с к р е т н о й  м о д е л и ,  р а з р а б о т а н н о й  в  р а б о т а х  | 6 ,  7 |  

д л я  А М М  б е з  п о т е р ь .  О с н о в н а я  и д е я  м о д е л и р о в а 

н и я  с о с т о и т  в  з а м е н е  A M  М  к а к  с л о ж н о й  п е р и о д и 

ч е с к о й  с т р у к т у р ы  п е р и о д и ч е с к о й  ж е  с т р у к т у р о й  

п р о с т е й ш е г о  в и д а ,  я ч е й к а  п е р и о д и ч н о с т и  к о т о р о й  

с о с т о и т  и з  м и н и м а л ь н о г о  ч и с л а  с о с р е д о т о ч е н н ы х  

м е х а н и ч е с к и х  э л е м е н т о в  ( м а с с ,  у п р у г о с т е й  и  в я з 

к и х  д е м п ф е р о в ) ,  з н а ч е н и я  к о т о р ы х  п р и н и м а ю т с я  

в  к а ч е с т в е  э ф ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в  А М М .  К л ю 

ч е в ы м  м о м е н т о м  м о д е л и р о в а н и я  я в л я е т с я  м е т о д  

в ы ч и с л е н и я  э ф ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в ,  н а з в а н 

н ы й  “ в о л н о в ы м  с г л а ж и в а н и е м " .  С о г л а с н о  э т о м у  

м е т о д у ,  э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  н а х о д я т с я  и з  

у с л о в и я  р а в е н с т в а  д и с п е р с и о н н ы х  у р а в н е н и й  

н о р м а л ь н ы х  в о л н  А М М  и  м о д е л и .  Н и ж е  п о к а з а 

н о ,  ч т о  о н и  в  я в н о м  в и д е  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  х а р а к 

т е р и с т и к и  ( в х о д н ы е  и м г г е д а н с ы )  о д н о й  я ч е й к и  п е 

р и о д и ч н о с т и  А М М  и  п о л н о с т ь ю  о п р е д е л я ю т  в с е  

в о л н о в ы е  с в о й с т в а  А М М  ( с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е 

н и я ,  п р о с т р а н с т в е н н о е  з а г у х а н и е  н о р м а л ь н ы х  в о л н  

и  д р . ) ,  а  т а к ж е  н е к о т о р ы е  э н е р г е т и ч е с к и е  х а р а к т е 

р и с т и к и ,  в  ч а с т н о с т и  в е л и ч и н у  м о щ н о с т и  п о т е р ь  в  

я ч е й к а х  А М М .  К р о м е  т о г о ,  э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т 

р ы ,  о п р е д е л е н н ы е  в о л н о в ы м  с г л а ж и в а н и е м ,  п о з в о 

л я ю т  в  с л у ч а е  д л и н н ы х  в о л н  л е г к о  п е р е х о д и т ь  к  н е 

п р е р ы в н ы м  с р е д а м  и  н е п р е р ы в н ы м  “ в о л н о в ы м "  

у р а в н е н и я м .  Д л я  э т о г о  н у ж н о  р а с п р е д е л и т ь  и х  р а в 

н о м е р н о  н о  я ч е й к е  п е р и о д и ч н о с т и .

П л а н  с т а т ь и  с л е д у ю щ и й .  В н а ч а л е  д л я  п р о и з 

в о л ь н о г о  о д н о м е р н о г о  А М М  п р и в о д и т с я  е г о  д и с 

к р е т н а я  м о д е л ь  и  в ы ч и с л я ю т с я  е е  э ф ф е к т и в н ы е  

п а р а м е т р ы .  Д а л е е  и с с л е д у ю т с я  о б щ и е  в о л н о в ы е
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г д е  а и р  о б о з н а ч а ю т  и н д е к с ы  ( 1 , 2 )  и  ( 3 ,  . . . ,  / V ) ,  а  

в е р х н и й  и н д е к с  Г  —  т р а н с п о н и р о в а н и е ,  у р а в н е 

н и я  ( 2 )  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е

f„ = ^„v„,vu =  [ v „  V 2] T,  f u  =  [ / - „ / / .  ( 3 )

М а т р и ц а  в т о р о г о  п о р я д к а

* 1 1  * 1 2

* 2 1  * 2 2

Рис. 1. Ячейка периодичности одномерной дискрет
ной модели А М М  с потерями.

с в о й с т в а  м о д е л и ,  и  з а т е м  в  к а ч е с т в е  п р и м е р а  д а 

е т с я  а н а л и з  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н  в  о д н о м  и з  о т 

р и ц а т е л ь н ы х  А М М  с  п о т е р я м и .

2 .  П О С Т Р О Е Н И Е  М О Д Е Л И

Р а с с м о т р и м  о д н о м е р н ы й  м е т а м а т е р и а л  а к у 

с т и ч е с к о г о  т и п а ,  п р е д с т а в л я ю щ и й  с о б о й  п е р и о 

д и ч е с к у ю  с т р у к т у р у  ( ц е п о ч к у ) ,  я ч е й к о й  п е р и о 

д и ч н о с т и  к о т о р о й  я в л я е т с я  л и н е й н а я  д е м п ф и р о 

в а н н а я  к о л е б а т е л ь н а я  с и с т е м а  с  N  с т е п е н я м и  

с в о б о д ы .  Н а  ч и с л о  /V  н е  н а к л а д ы в а е т с я  к а к и х - л и б о  

о г р а н и ч е н и й .  У с л о в и е м  “ а к у с т и ч н о с т и "  ц е п о ч к и ,  

т . е .  с у щ е с т в о в а н и я  в  н е й  н о р м а л ь н ы х  в о л н  т о л ь к о  

о д н о г о  т и п а  | 6 | ,  я в л я е т с я  н а л и ч и е  у  я ч е й к и  п е р и о 

д и ч н о с т и  д в у х  в х о д о в ,  п о с р е д с т в о м  к о т о р ы х  о н а  

с о е д и н я е т с я  с  с о с е д н и м и  я ч е й к а м и .  П р е д п о л а г а 

е т с я ,  ч т о  я ч е й к а  о п и с ы в а е т с я  с и с т е м о й  л и н е й н ы х  

у р а в н е н и й

Л / й ( / )  +  / ? й ( / )  +  K u ( t )  =  f  ( / ) ,  ( I )

г д е  и ( 0  —  э т о  / V - в е к т о р  с м е щ е н и й ,  М  —  п о л о ж и 

т е л ь н о  о п р е д е л е н н а я  и н е р ц и о н н а я  м а т р и ц а ,  R  и  

К  —  н е о т р и ц а т е л ь н ы е  м а т р и ц ы  в я з к и х  д е м п ф е р о в  и  

у п р у г о с т е й .  В с е  м а т р и ц ы  к в а д р а т н ы е ,  п о р я д к а  /V,  

с и м м е т р и ч н ы е .  Т о ч к и  в в е р х у  о з н а ч а ю т  д и ф ф е р е н 

ц и р о в а н и е  п о  в р е м е н и .  Р а с с м а т р и в а я  д а л е е  г а р м о 

н и ч е с к о е  д в и ж е н и е  и  о п у с к а я  м н о ж и т е л ь  е х р ( — / с о / ) ,  

с в я з ь  м е ж д у  с и л а м и  и  п е р е м е щ е н и я м и  ( 1 )  п р е д с т а 

в и м  в  в и д е  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й

f  =  Z v , Z  =  R + i X , X  = - К - ы М .  ( 2 )
(О

З д е с ь  Z  —  э т о  п о л н а я  N  х  А - м а т р и ц а  и м п е д а н с о в  

я ч е й к и ,  v  =  й  — в е к т о р  к о м п л е к с н ы х  а м п л и т у д  с к о 

р о с т е й .  Т а к  к а к  я ч е й к а  и м е е т  т о л ь к о  д в а  в х о д а ,  т о  у  

y V - в е к т о р а  с и л  f  о т л и ч н ы  о т  н у л я  т о л ь к о  к о м п о н е н 

т ы  н а  э т и х  д в у х  в х о д а х .  П о л о ж и м ,  ч т о  и х  н о м е р а  

р а в н ы  1 и  2 .  Т о г д а ,  п р е д с т а в и в  в е к т о р ы  f ,  v  и  м а т р и ц у  

Z в  б л о ч н о м  в и д е  к а к

V = [va ’  V p Г ,
г

f  =  [ f „ ,  0 ] , z =

я в л я е т с я  с и м м е т р и ч н о й  к о м п л е к с н о й  м а т р и ц е й  

в х о д н ы х  и м п е д а н с о в  я ч е й к и  п е р и о д и ч н о с т и  о т 

н о с и т е л ь н о  д в у х  “ р а б о ч и х "  в х о д о в .  О н а  в ы р а ж а 

е т с я  ч е р е з  б л о к и  п о л н о й  м а т р и ц ы  ( 2 )  и  н а з ы в а е т 

с я  д о п о л н е н и е м  Ш у р а  | 8 | .  Э т а  м а т р и ц а  с ч и т а е т с я  

и з в е с т н о й :  о н а  м о ж е т  б ы т ь  р а с с ч и т а н а  п о  п о л н о й  

м а т р и ц е  и л и  и з м е р е н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о  н а  о д 

н о й  и з о л и р о в а н н о й  я ч е й к е  п е р и о д и ч н о с т и .

П у с т ь  в  ц е п о ч к е  р а с п р о с т р а н я е т с я  н о р м а л ь н а я  

в о л н а

v u ( " )  =  v t t ( 0 ) е х р ( / у / 7  -  / о ) / ) ,  ( 5 )

г д е  п  —  н о м е р  я ч е й к и ,  у  =  р  +  / 5  —  к о м п л е к с н а я  

п о с т о я н н а я  р а с п р о с т р а н е н и я ,  р  —  в о л н о в о е  ч и с 

л о ,  8  —  к о э ф ф и ц и е н т  п р о с т р а н с т в е н н о г о  з а т у х а 

н и я .  И с п о л ь з у я  у с л о в и е  ж е с т к о г о  с о е д и н е н и я  

я ч е е к ,  и з  ( 3 ) — ( 5 )  н е т р у д н о  п о л у ч и т ь  с л е д у ю щ е е  

д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е :

* п  + *2 2  +  2 ^ l 2 c o s y  =  0 ,  ( 6 )

к о т о р о е  о п р е д е л я е т  з а в и с и м о с т ь  о т  ч а с т о т ы  д в у х  

р а з л и ч а ю щ и х с я  з н а к о м  п о с т о я н н ы х  р а с п р о с т р а 

н е н и я  н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  и  

з а т у х а ю щ и х  в  п р о т и в о п о л о ж н ы х  н а п р а в л е н и я х .  

П р и  э т о м  и х  в о л н о в ы е  ч и с л а  о п р е д е л е н ы  н е о д н о 

з н а ч н о ,  ± р  +  2 я q ,  q  — ц е л о е  ч и с л о .  О т н о с и т е л ь н о  

в ы б о р а  н у ж н о й  в е т в и  д и с п е р с и и  с м .  | 9 ,  1 0 ] .

В  к а ч е с т в е  м о д е л и  о п и с а н н о г о  а к у с т и ч е с к о г о  

м е т а м а т е р и а л а  з д е с ь  п р е д л а г а е т с я  п р о с т е й ш а я  

д и с к р е т н а я  п е р и о д и ч е с к а я  с т р у к т у р а  с  т е м  ж е  

п р о с т р а н с т в е н н ы м  п е р и о д о м  / ,  ч т о  и  м о д е л и р у е 

м ы й  А М М ,  с  я ч е й к о й  п е р и о д и ч н о с т и ,  и з о б р а 

ж е н н о й  н а  р и с .  1 .  Я ч е й к а  с о с т о и т  и х  д в у х  р е а к т и в 

н ы х  э л е м е н т о в  ( э ф ф е к т и в н о й  м а с с ы  m e f r и  э ф ф е к 

т и в н о й  у п р у г о с т и  к сП)  и  д в у х  с о с р е д о т о ч е н н ы х  

в я з к и х  д е м п ф е р о в .  Д е м п ф е р  г , еП у ч и т ы в а е т  т . н .  

в н е ш н е е  т р е н и е :  с и л а  е г о  в я з к о г о  с о п р о т и в л е н и я  

п р о п о р ц и о н а л ь н а  с к о р о с т и  v , .  Д е м п ф е р  у ч и 

т ы в а е т  в н у т р е н н и е  п о т е р и :  с и л а  е г о  с о п р о т и в л е 

н и я  п р о п о р ц и о н а л ь н а  с к о р о с т и  д е ф о р м а ц и й ,  т . е .  

р а з н о с т и  с к о р о с т е й  v ,  —  v 2. В в е д е н и е  д в у х  д е м п 

ф е р о в  в  м о д е л ь  п р о д и к т о в а н о  н е о б х о д и м о с т ь ю  

у ч е т а  в с е х  в о з м о ж н ы х  п о т е р ь ,  к о т о р ы е  м о г у т  

и м е т ь  м е с т о  в  р е а л ь н ы х  А М М .  М о д е л ь ,  т а к и м  о б 

р а з о м ,  и м е е т  ч е т ы р е  э ф ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р а .

С и м м е т р и ч н а я  к о м п л е к с н а я  м а т р и ц а  в т о р о г о  

п о р я д к а  я ч е й к и  н а  р и с .  1 и м е е т  в и д  ( 4 ) ,  т р и  е е  э л е 

м е н т а  р а в н ы
А А Л

* 1 1  -  * к -  +  * т '  * 2 2  =  ~ * 1 2  -  * к >
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( а )  ( 6 )

Рис. 2. Форма прямой нормальной волны в демпфированном акустическом метаматериале (а) положительного 
и (б) отрицательного типов.

г д е  к о м п л е к с н ы е  и м п е д а н с ы

л

~  r l c f f + ^ /n  =  г 1еГГ” / a ) / w cfTi

А / К сГГ
-  г 2сГТ+ * к  “  г 2сГГ + --------

СО

в в е д е н ы  д л я  у д о б с т в а  а н а л и з а :  в н е ш н е е  т р е н и е  

о б ъ е д и н е н о  с  и н е р ц и о н н ы м  э л е м е н т о м ,  а  в н у т 

р е н н е е  т р е н и е  —  с  у п р у г и м  э л е м е н т о м .  Т а к о е  о б ъ 

е д и н е н и е ,  п о м и м о  у д о б с т в а ,  и м е е т  и  ф и з и ч е с к о е  

о б о с н о в а н и е  1 1 1 ,  1 2 | .

Д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  н о р м а л ь н ы х  в о л н  

м о д е л и  з а п и с ы в а е т с я  а н а л о г и ч н о  ( 6 ) ,  к а к

i m +  2zK- 2 z Kcos(y) =  0. (8)

С л е д у я  о б щ е й  и д е е  “ в о л н о в о г о  с г л а ж и в а н и я "  

| 6 | ,  д и с п е р с и о н н ы е  у р а в н е н и я  А М М  и  м о д е л и ,  

( 6 )  и  ( 8 ) ,  д о л ж н ы  б ы т ь  о д и н а к о в ы ,  о т к у д а  с л е д у е т ,  

ч т о  э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  м о д е л и  с л е д у ю щ и м  

о б р а з о м  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  в х о д н ы е  и м п е д а н с ы  

я ч е й к и  п е р и о д и ч н о с т и  А М М  ( 4 ) :

K e f f  =

w c f f  =  - - l m ( s u m ( Z H ) ) ,  
с о

c o l m U I 3 ) ,  r l c f f  =  R e ( s u m ( Z u ) ) ,

r 2 c f f  =  _ R e ( S | 2 ) -

( 9 )

З д е с ь  s u m ( Z a )  —  э т о  с у м м а  в с е х  ч е т ы р е х  э л е м е н 

т о в  м а т р и ц ы  ( 4 ) .  Э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  ( 9 ) ,  в  

з а в и с и м о с т и  о т  у с т р о й с т в а  я ч е й к и  п е р и о д и ч н о 

с т и  А М М ,  M o i y r  п р и н и м а т ь  л ю б ы е  д е й с т в и т е л ь 

н ы е  з н а ч е н и я .

3 .  С В О Й С Т В А  М О Д Е Л И

П р и в е д е м  н е к о т о р ы е  о б щ и е  с в о й с т в а  м о д е л и .  

Н а й д е м ,  п р е ж д е  в с е г о ,  в  я в н о м  в и д е  р е ш е н и е  д и с 

п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  ( 8 ) .  П р е д с т а в и м  е г о  в  в и д е

c o s ( y )  -  я  и л и  X - 2 а Х  +  I =  0 ,  X =  е х р ( / у ) ,  ( 1 0 )  

А К У С Т И Ч Е С К И Й  ЖУРНАЛ том 62 № I 2016

г д е

а  =  I

2  * к

с о
1 + 1 *

со

2 П 2 \ - i d 2u '

П 2 =  d 2 =

т с  f f  w c f r  K c f f

Д в а  к о р н я  у р а в н е н и я  ( 1 0 )  р а в н ы  Х] 2  =  а  ± ( а 2 —  1 ) , / 2 ,  

а  с о о т в е т с т в е н н ы е  п о с г о я н н ы е  р а с п р о с т р а н е н и я ,  

р а з л и ч а ю щ и е с я  з н а к о м ,  д л я  д в у х  н о р м а л ь н ы х  в о л н

( 5 ) ,  п р я м о й  и  о б р а т н о й ,  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  к а к

У 1 ,2  = Ф|.2(« )  + /5 1>2(со) = ± (ф -/1 п И ), (11)

где Л =  а2 +  (а2 — 1)|/2 =  Л, +  iA2 =  И к ‘ф« Ф е |—л, я|.
К а к а я  и з  э т и х  д в у х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  я в л я е т с я  

п р я м о й  ( т . с .  у х о д я щ е й  о т  и с т о ч н и к а  в  с т о р о н у  п о 

л о ж и т е л ь н ы х  л / ) ,  а  к а к а я  о б р а т н о й ,  з а в и с и т  о т  з н а 

к а  к о э ф ф и ц и е н т а  п р о с т р а н с т в е н н о г о  з а т у х а н и я  

5 ( с о ) ,  т а к  к а к  в  с и л у  з а к о н а  с о х р а н е н и я  э н е р г и и  

в о л н ы  д о л ж н ы  э к с п о н е н ц и а л ь н о  з а т у х а т ь  п р и  у д а 

л е н и и  о т  и х  и с т о ч н и к а .  Д л я  н а г л я д н о с т и  р а с с м о т 

р и м  с л у ч а й  м а л о г о  д е м п ф и р о в а н и я .  И з  ( 1 0 )  и  ( I I )  

в  э т о м  с л у ч а е  с л е д у е т

Е с л и  и с с л е д у е м ы й  А М М  о т н о с и т с я  к  к л а с с у  

п о л о ж и т е л ь н ы х  с р е д ,  т . е .  е с л и  е г о  э ф ф е к т и в н ы е  

м а с с а  и  у п р у г о с т ь  п о л о ж и т е л ь н ы ,  / л с1Т> 0 ,  к с1Г> 0 ,  т о  

в е л и ч и н ы  £ 2 ,  d x и  d 2 т а к ж е  п о л о ж и т е л ь н ы ,  т а к  ч т о  

п р я м о й  н о р м а л ь н о й  в о л н е  с о о т в е т с т в у е т  п о с т о я н 

н а я  р а с п р о с т р а н е н и я  ( 1 2 )  с о  з н а к о м  “ + ” .  П р и  э т о м  

е г о  в о л н о в о е  ч и с л о  и  ф а з о в а я  с к о р о с т ь  т а к ж е  п о 

л о ж и т е л ь н ы .  А  п о с к о л ь к у  д л я  п о л о ж и т е л ь н ы х  

А М М  и  с р е д  в е л и ч и н а  < о / £ 2  д о л ж н а  б ы т ь  в о з р а с т а -  

ю щ е й  ф у н к ц и е й  ч а с т о т ы  | 7 | ,  т о  и  г р у п п о в а я  с к о 

р о с т ь  п р я м о й  в о л н ы  т а к ж е  п о л о ж и т е л ь н а  ( р и с .  2 а ) .

Е с л и  и с с л е д у е м ы й  А М М  о т р и ц а т е л е н  ( т с|Т< 0 ,  

к е(Тс  0 ) ,  т о  в е л и ч и н а  £ 2  о с т а е т с я  п о л о ж и т е л ь н о й ,  а  

d | и  d 2 с т а н о в я т с я  о т р и ц а т е л ь н ы м и .  П о э т о м у  п р я 

м о й  в о л н е  в  э т о м  с л у ч а е  с о о т в е т с т в у е т  п о с т о я н 

н а я  р а с п р о с т р а н е н и я  ( 1 2 )  с о  з н а к о м  С о о т 
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в е т с т в е н н о ,  в о л н о в о е  ч и с л о  и  ф а з о в а я  с к о р о с т ь  

о к а з ы в а ю т с я  о т р и ц а т е л ь н ы м и .  А  т а к  к а к  д л я  о т 

р и ц а т е л ь н ы х  А М М  и  с р е д  в е л и ч и н а  c o / Q  д о л ж н а  

б ы т ь  у б ы в а ю щ е й  ф у н к ц и е й  ч а с т о т ы  | 7 | ,  т о  г р у п 

п о в а я  с к о р о с т ь  п р я м о й  в о л н ы  д о л ж н а  и м е т ь  п о 

л о ж и т е л ь н ы й  з н а к  ( р и с .  2 6 ) .

С л е д у е т  з а м е т и т ь ,  ч т о  г р у п п о в а я  с к о р о с т ь  з д е с ь  

п р и н и м а е т с я  р а в н о й  c g r  =  / дм / д р ,  х о т я ,  с т р о г о  г о 

в о р я ,  д л я  з а т у х а ю щ и х  в о л н  в  д е м п ф и р о в а н н ы х  

с р е д а х  э т о  в е р н о  л и ш ь  у с л о в н о .

З н а н и е  э ф ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в  А М М  п о з в о 

л я е т  т о ч н о  в ы ч и с л и т ь  н е  т о л ь к о  д и с п е р с и ю  и  п р о 

с т р а н с т в е н н о е  з а т у х а н и е ,  н о  и  н е к о т о р ы е  э н е р г е 

т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  в о л н  А М М .  Т а к о в а ,  в  

ч а с т н о с т и ,  м о щ н о с т ь  п о т е р ь  н о р м а л ь н о й  в о л н ы  в  

о д н о й  я ч е й к е  п е р и о д и ч н о с т и .  П о  о п р е д е л е н и ю ,  

э т а  м о щ н о с т ь  р а в н а

D  =  U * « v ,  ( 1 3 )

г д е  v  —  э т о  /V-в е к т о р  к о м п л е к с н ы х  а м п л и т у д  с к о 

р о с т е й  в с е х  с т е п е н е й  с в о б о д ы  я ч е й к и  А М М  и  R  —  

п о л н а я  м а т р и ц а  д е м п ф и р о в а н и я ,  с м .  ( 2 ) .  В о с п о л ь 

з о в а в ш и с ь  с о о т н о ш е н и я м и  ( 7 )  и  о д н и м  и з  с в о й с т в  

м а т р и ч н о г о  д о п о л н е н и я  Ш у р а  ( 4 ) ,  и м е н н о ,  v * Z v  =

=  v * Z a v a  ( с м .  | 6 ,  1 3 | ) ,  н е т р у д н о  в ы р а з и т ь  м о щ 

н о с т ь  п о т е р ь  ( 1 3 )  ч е р е з  э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы :

D  =  l R e ( v * Z u v a )  =

1 з  1 з  С 4 а )

=  2 Г ! е Г г М 2 + ^ Г 2 е Г г К - ^ | | 2 -

У ч и т ы в а я ,  ч т о  в  н о р м а л ь н о й  в о л н е  v 2 =  v , e x p ( / y ) ,  

э т у  м о щ н о с т ь  м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к ж е  ч е р е з  а м п л и 

т у д у  в о л н ы  | v , |  и  п о с т о я н н у ю  р а с п р о с т р а н е н и я :

D =  1 ^ - [ г , еГГ +  г 2еП < 1  - e ~ * c o s ( p )  +  e ~ 2 6 ) ] .  ( 1 4 6 )

П р и в е д е м  е щ е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  

к о л е б а н и й  э ф ф е к т и в н о й  н е п р е р ы в н о й  с р е д ы ,  к о 

т о р о й  э к в и в а л е н т е н  и с с л е д у е м ы й  А М М  в  д и а п а з о 

н е  ч а с т о т ,  г д е  е г о  н о р м а л ь н ы е  в о л н ы  я в л я ю т с я  

д л и н н ы м и  п о  с р а в н е н и ю  с  р а з м е р о м  я ч е й к и  п е р и 

о д и ч н о с т и  и  с л а б о  з а т у х а ю щ и м и ,  fy|2  1 .  Э т о  у р а в 

н е н и е  с л е д у е т  и з  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я  ( 8 )  и  

с о о т в е т с т в у е т  р а в н о м е р н о м у  р а с п р е д е л е н и ю  э ф 

ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в  ( 9 )  п о  я ч е й к е :

^efl'((0)( 1 “  + р с1Т(СО)(<02 + iw d ^ u  = 0 ,(15)
“ dx

г д е  K cfr( ( o )  =  к еП/  —  э ф ф е к т и в н ы й  м о д у л ь  у п р у г о 

с т и ,  р сП< с о )  =  —  э ф ф е к т и в н а я  л и н е й н а я  п л о т 

н о с т ь ,  и  —  с м е щ е н и е .  К о г д а  п о т е р ь  н е т  и  э ф ф е к 

т и в н ы е  п а р а м е т р ы  н е  з а в и с я т  о т  ч а с т о т ы ,  о н о ,  

о ч е в и д н о ,  с о в п а д а е т  с  о б ы ч н ы м  у р а в н е н и е м  

Г е л ь м г о л ь ц а  д л я  а к у с т и ч е с к о й  с р е д ы .

П  р и  в е д е \\ н  ы е  в ы  ш е  р е з у л ь т а т ы ,  п о л у ч е » ш  ы е  

д л я  о д н о м е р н ы х  А М М ,  р а с п р о с т р а н я ю т с я  н а  д в а  и  

т р и  и з м е р е н и я .  Т а к ,  м о д е л ь  д в у м е р н о г о  А М М ,  к о 

т о р а я  в  с л у ч а е  о т с у т с т в и я  п о т е р ь  и м е е т  т р и  э ф ф е к 

т и в н ы х  п а р а м е т р а  | 7 | ,  п р и  н а л и ч и и  п о т е р ь  д о л ж н а  

б ы т ь  д о п о л н е н а  т р е м я  э ф ф е к т и в н ы м и  в я з к и м и  

д е м п ф е р а м и ,  “ п р и п и с а н н ы м и ”  к  т р е м  э ф ф е к т и в 

н ы м  р е а к т и в н ы м  э л е м е н т а м  м о д е л и  ( а н а л о г и ч н о  

м о д е л и  н а  р и с .  I ) .  П р и  э т о м  и с т о ч н и к и  п о т е р ь  р а з 

л и ч н о г о  т и п а  р е а л ь н ы х  А М М ,  в  з а в и с и м о с т и  о т  

к о н с т р у к т и в н ы х  о с о б е н н о с т е й ,  м о г у т  п р и  м о д е л и 

р о в а н и и  п о п а с т ь  к а к  в  “ и н е р ц и о н н о е ”  д е м п ф и р о 

в а н и е  ( к а к  в  п е р в о м  с о о т н о ш е н и и  ( 7 ) ) ,  т а к  и  в  

“ у п р у г о е ”  д е м п ф и р о в а н и е  ( к а к  в о  в т о р о м  с о о т н о 

ш е н и и  ( 7 ) )  —  с м .  н и ж е  п р и м е р .

О д н о  и з  в а ж н ы х  и  п о л е з н ы х  с в о й с т в  п р е д л о 

ж е н н о й  д и с к р е т н о й  м о д е л и  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  о н а  

п о з в о л я е т  в ы я в и т ь  и  д е т а л ь н о  и с с л е д о в а т ь  о с о 

б е н н о с т и  д и с п е р с и о н н ы х  з а в и с и м о с т е й ,  н е о б х о 

д и м ы е  д л я  п о н и м а н и я  в о л н о в ы х  с в о й с т в  д е м п 

ф и р о в а н н ы х  А М М .

И з в е с т н о ,  ч т о  д е м п ф и р о в а н и е  с г л а ж и в а е т  и  

д е л а е т  с л а б о  р а з л и ч и м ы м и  м н о г и е  х а р а к т е р и с т и 

к и  р е а л ь н ы х  к о л е б а т е л ь н ы х  с и с т е м .  Т а к ,  в  с л у ч а е  

к о л е б а н и й  и н ж е н е р н ы х  к о н с т р у к ц и й  т а к и м и  х а 

р а к т е р и с т и к а м и  я в л я ю т с я  с о б с т в е н н ы е  ч а с т о т ы  и  

ф о р м ы .  И з в л е ч ь  э т и  х а р а к т е р и с т и к и  и з  э к с п е р и 

м е н т а л ь н о  и з м е р е н н ы х  д а н н ы х  —  с л о ж н а я  з а д а ч а ,  

д л я  р е ш е н и я  к о т о р о й  р а з р а б о т а н о  ц е л о е  н а у ч н о е  

н а п р а в л е н и е  —  м о д а л ь н ы й  а н а л и з ,  с о  с в о и м и  э к с 

п е р и м е н т а л ь н ы м и ,  т е о р е т и ч е с к и м и  и  в ы ч и с л и 

т е л ь н ы м и  м е т о д а м и  и  с р е д с т в а м и  1 1 4 | .

В  с л у ч а е  с  р а с п р о с т р а н е н и е м  в о л н  в  а к у с т и ч е 

с к и х  м е т а м а т е р и а л а х  и  б о л е е  о б щ и х  п е р и о д и ч е с к и х  

с т р у к т у р а х  и м е е т  м е с т о  т а  ж е  с и т у а ц и я .  В о л н о в ы е  

с в о й с т в а  э т и х  с т р у к т у р  х а р а к т е р и з у ю т с я  п о л о с а м и  

п р о п у с к а н и я  и  н е п р о п у с к а н и я ,  и х  ч а с т о т н ы м и  г р а 

н и ц а м и ,  т и п а м и  н о р м а л ь н ы х  в о л н ,  д и с п е р с и о н н ы 

м и  и  н е к о т о р ы м и  д р у г и м и  п а р а м е т р а м и .  К а к  п р а 

в и л о ,  и з в л е ч ь  э т и  х а р а к т е р и с т и к и  и з  э к с п е р и м е н -  

т а л  ы I ы х  д а н н ы х ,  и з м е р е н н ы х  н а  р е а л  ь н ы х ,  а  з н а ч и  г ,  

д е м п ф и р о в а н н ы х  с т р у к т у р а х  —  з а д а ч а ,  п о  с л о ж н о 

с т и  б л и з к а я  к  м о д а л ь н о м у  а н а л и з у .  И с п о л ь з о в а н и е  

п р е д л о ж е н н о й  в  э т о й  р а б о т е  д и с к р е т н о й  м о д е л и  

п о з в о л я е т  з а м е т н о  у п р о с т и т ь  е е  р е ш е н и е .

В ы ш е  у к а з ы в а л о с ь ,  ч т о  д л я  в ы ч и с л е н и я  э ф 

ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в  м о д е л и  д о с т а т о ч н о  и з м е 

р и т ь  м а т р и ц у  в х о д н ы х  и м п е д а н с о в  о д н о й  и з о л и 

р о в а н н о й  я ч е й к и  п е р и о д и ч н о с т и  д е м п ф и р о в а н 

н о й  А М М .  К а к  в и д н о  и з  ( 9 ) ,  п о с т р о е н и е  м о д е л и  

ф а к т и ч е с к и  о з н а ч а е т  т а к ж е  р а з д е л е н и е  п а р а м е т 

р о в  д е м п ф и р о в а н и я  и  с т р у к т у р н ы х  ( и н е р ц и о н 

н ы х  и  у п р у г и х )  п а р а м е т р о в ,  ч т о  д а е т  в о з м о ж н о с т ь  

и с с л е д о в а т ь  н а  м о д е л и  о т д е л ь н о  э ф ф е к т ы ,  о б у 

с л о в л е н н ы е  д е м п ф и р о в а н и е м  и  с т р у к т у р о й  к а к  

т а к о в о й .  В  ч а с т н о с т и ,  м н о г и е  д е т а л и  и  о с о б е н н о 

с т и  д и с п е р с и и  в о л н  в  и с с л е д у е м о м  А М М  м о ж н о  

п о л у ч и т ь  н а  м о д е л и  с  н у л е в ы м и  п о т е р я м и .  Б о л е е  

т о г о ,  н е к о т о р ы е  в а ж н ы е  в о л н о в ы е  х а р а к т е р и с т и к и
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м о ж н о  н а й т и  с  п о м о щ ь ю  э к с п р е с с - а н а л и з а  о д н и х  

т о л ь к о  з н а к о в  э ф ф е к т и в н ы х  и н е р ц и о н н ы х  и  у п р у 

г и х  п а р а м е т р о в  м о д е л и .  Т а к ,  в  | 6 ,  7 |  п о к а з а н о ,  ч т о  в  

п о л о с а х  н е п р о п у с к а н и я  э ф ф е к т и в н а я  м а с с а  и  э ф 

ф е к т и в н а я  ж е с т к о с т ь  д о л ж н ы  и м е т ь  р а з н ы е  з н а к и ,  

а  в  п о л о с а х  п р о п у с к а н и я  —  о д и н а к о в ы е .  П р и  э т о м ,  

е с л и  о б а  з н а к а  п о л о ж и т е л ь н ы ,  т о  и с с л е д у е м а я  

с т р у к т у р а  э к в и в а л е н т н а  п о  с в о и м  в о л н о в ы м  с в о й 

с т в а м  о б ы ч н о й  “ п о л о ж и т е л ь н о й ”  с р е д е ,  а  е с л и  о т 

р и ц а т е л ь н ы  —  т о  о т р и ц а т е л ь н о й  с р е д е ,  и м е ю щ е й  

о т р и ц а т е л ь н у ю  ф а з о в у ю  с к о р о с т ь .  Б о л е е  п о л н у ю  

и н ф о р м а ц и ю  о  в о л н о в ы х  с в о й с т в а х  и с с л е д у е м о г о  

А М М  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  п о с т р о и в  д и с п е р с и о н н ы е  

з а в и с и м о с т и  д л я  в о л н  в  м о д е л и  б е з  п о т е р ь ,  т . е .  р е 

ш и в  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  ( 8 ) ,  п о л о ж и в  в  н е м  

г  1с1Г =  г 2с1Т =  О-

4 .  П Р И М Е Р  М О Д Е Л И Р О В А Н И Я

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  м о д е л и р о в а 

н и е  о д н о м е р н о г о  А М М ,  с х е м а т и ч е с к и  п о к а з а н 

н о г о  н а  р и с .  3 .  Э т о  б е с к о н е ч н а я  с т р у н а ,  с ж а т а я  

с и л о й  Q  >  0 ,  н а  п е р и о д и ч е с к и  р а с п о л о ж е н н ы х  

у п р у г и х  о п о р а х .  С ж а т у ю  с т р у н у ,  в м е с т о  о б ы ч н о й  

н а т я н у т о й ,  в п е р в ы е  и с п о л ь з о в а л  X .  Л э м б  в  п р и 

д у м а н н о й  и м  н е п р е р ы в н о й  и с к у с с т в е н н о й  с р е д е  

[ 1 5 ] ,  к о т о р а я  с ч и т а е т с я  и с т о р и ч е с к и  п е р в о й  м е т а 

с р е д о й  о т р и ц а т е л ь н о г о  т и п а .  В  А М М  н а  р и с .  3  п о 

т е р и  в н у т р е н н е г о  т и п а  с о д е р ж а т с я  в  о п о р а х  и  

п р е д с т а в л е н ы  и з в е с т н о й  м о д е л ь ю  К е л ь в и н а —  

Ф о х т а  | 1 6 | ,  т . е .  п а р а л л е л ь н ы м  с о е д и н е н и е м  п р у 

ж и н ы  с  ж е с т к о с т ь ю  к  и  с о с р е д о т о ч е н н о г о  в я з к о г о  

д е м п ф е р а  с  к о э ф ф и ц и е н т о м  д е м п ф и р о в а н и я  г. 
Г а р м о н и ч е с к и е  к о л е б а н и я  о д н о р о д н о й  с т р у н ы  

о п и с ы в а ю т с я  у р а в н е н и е м

и ' \ х ) - к 2и ( х )  =  0 .  к 2 =  е ^ - 2 ,

( р  —  л и н е й н а я  п л о т н о с т ь ) ,  к о т о р о е  и м е е т  т о л ь к о  

э к с п о н е н ц и а л ь н о  в о з р а с т а ю щ и е  и л и  у б ы в а ю щ и е  

р е ш е н и я  е х р ( ± Ь :  —  / с о / ) .  Я ч е й к а  п е р и о д и ч н о с т и  

А М М  о п и с ы в а е т с я  м а т р и ц е й  и м п е д а н с о в  ( 4 )  с  

э л е м е н т а м и

7  _  c h ( с т )

s h ( a )
Z\2 -  2̂1 -  iZo

1

s h ( a )

Рис. 3. А М М  в виде сжатой струны на периодических 
упругих опорах с потерями.

а  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  ( 8 )  з а п и с ы в а е т с я  к а к

И з  с о о т н о ш е н и й  ( 1 6 )  в и д н о ,  ч т о  и з  д в у х  д е м п 

ф е р о в  м о д е л и  н а  р и с .  1 о т л и ч н ы м  о т  н у л я  я в л я е т с я  

т о л ь к о  п е р в ы й  д е м п ф е р  с  к о э ф ф и ц и е н т о м  д е м п 

ф и р о в а н и я  Г|сП,  В н у т р е н н и е  п о т е р и  о п о р ,  т а к и м  

о б р а з о м ,  п р и  м о д е л и р о в а н и и  о к а з а л и с ь  о т н е с е н 

н ы м и  к  п о т е р я м  в н е ш н е г о  т и п а .  Э т о ,  в п р о ч е м ,  н е  

п р о т и в о р е ч и т  ф и з и к е  и  в ы з в а н о  о с о б е н н о с т я м и  

к о н с т р у к ц и и  А М М :  о д и н  и з  д в у х  в х о д о в  э л е м е н т а  

К е л ь в и н а — Ф о х т а  н е п о д в и ж е н  ( “ з а з е м л е н ” ) ,  а  в т о 

р о й  с о е д и н е н  н е п о с р е д с т в е н н о  с  э ф ф е к т и в н о й  

м а с с о й .

В  с о о т в е т с т в и и  с о  с к а з а н н ы м  в ы ш е  о б  а н а л и з е  

в о л н о в ы х  с в о й с т в ,  р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  д и с п е р 

с и ю  в о л н  в  м о д е л и  б е з  п о т е р ь .

К а к  в и д н о  и з  ( 1 6 ) ,  э ф ф е к т и в н а я  ж е с т к о с т ь  о т р и 

ц а т е л ь н а  н а  в с е х  ч а с т о т а х  ( и з - з а  т о г о ,  ч т о  с т р у н а  

с ж а т а ,  а  н е  н а т я н у т а ) ,  а  э ф ф е к т и в н а я  м а с с а  я в л я е т с я  

м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ е й  ф у н к ц и е й  ч а с т о т ы ,  и м е 

ю щ е й  о д и н  н у л ь  н а  н е к о т о р о й  ч а с т о т е  а 0 .  В ы ш е  

э т о й  ч а с т о т ы  з н а к и  м а с с ы  и  ж е с т к о с т и  п р о т и в о п о 

л о ж н ы .  П о э т о м у  н а  ч а с т о т а х  а  > с т 0  н о р м а л ь н а я  в о л 

н а  н е д е м п ф и р о в а н н о й  м о д е л и  ( и  с т р у к т у р ы )  и м е е т  

ч и с т о  м н и м у ю  п о с т о я н н у ю  р а с п р о с т р а н е н и я  и  э к с 

п о н е н ц и а л ь н о  у б ь и * а е т  и л и  в о з р а с т а е т  с  р а с с т о я н и 

е м .  Н и ж е  ч а с т о т ы  с т 0  з н а к и  т сП и  к сП с о в п а д а ю т  и ,  

с л е д о в а т е л ь н о ,  э т а  ч а с т о т а  я в л я е т с я  в е р х н е й  г р а н и 

ц е й  п о л о с ы  п р о п у с к а н и я ,  г д е  н о р м а л ь н а я  в о л н а  я в 

л я е т с я  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я .  М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  

н и ж н я я  г р а н и ц а  п о л о с ы  п р о п у с к а н и я  с о в п а д а е т  с  

н у л е в о й  ч а с т о т о й ,  е с л и  ж е с т к о с т ь  о п о р  н е 1* е л и к а :

^ 2 2  =  Г +
'£<> к А  s h ( a )

s h ( a ) L v ( r  <т

-  с h ( a ) j .

1/2
* 0  =  ( р о г * ,  о  =  * / •

Э ф ф е  к т и  в н  ы е  п а р а м  е т р  ы  ( 9 )  р а с е  м  а т р  и  в а е  м  о  й  

с т р у к т у р ы  р а в н ы

w c f f  ==  р / Г 2 (. с Ь ( ° ) -  ' > _ ( * . / )  1 1

L a s h ( a )  a 2 J

_  Q  ъ
( 1 6 )

Ке(Т -
I s h ( o )

I c  ГГ =  A  r 2eff =  0 .

0  <  к  <  ( 1 8 )

Д л я  б о л е е  ж е с т к и х  о п о р  о н а  о т л и ч н а  о т  н у л я .  П р и  

у в е л и ч е н и и  ж е с т к о с т и  к  п о л о с а  п р о п у с к а н и я  

с м е щ а е т с я  в  с т о р о н у  в ы с о к и х  ч а с т о т ,  а  е е  ш и р и н а  

с т р е м и т с я  к  н у л ю .

Н а  р и с .  4  п р е д с т а в л е н а  д и с п е р с и я  п р я м о й  н о р 

м а л ь н о й  в о л н ы ,  т . е .  в о л н ы ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  

и л и  у б ы в а ю щ е й  в  с т о р о н у  п о л о ж и т е л ь н ы х  х ,  д л я  

д в у х  з н а ч е н и й  к о э ф ф и ц и е н т а  ж е с т к о с т и  о п о р .  Н а  

г р а ф и к а х  в и д н о ,  ч т о  в  п о л о с е  п р о п у с к а н и я ,  г д е  

г р у п п о в а я  с к о р о с т ь  п о л о ж и т е л ь н а ,  ф а з о в а я  с к о -
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Рис. 4. Дисперсия прямой нормальной волны в AM М на рис. 3 без потерь: жесткость опор равна (а) к  =  4Q/1 и (б) 5Q/1. 
Обозначения: kl/n — безразмерная частота, у =  р + /6 -  постоянная распространения, р — волновое число (сплошные 
линии), б  — коэффициент пространственного з а т у х а н и я  (штриховые линии).

Рис. 5. Дисперсия прямой нормальной волны в А М М  на рис. 3 с потерями: жесткость опор равна 4Q/1, коэффициент 
демпфирования равен (а )г  =  0.1г<)И (б) 0.4^o ; Zq =  (р(?)|/2. Обозначения как на рис. 4.

р о с т ь  о т р и ц а т е л ь н а .  Э т о  п о д т в е р ж д а е т  “ о т р и ц а 

т е л ь н о с т ь "  р а с с м а т р и в а е м о й  с т р у к т у р ы ,  а  т а к ж е  

у к а з ы в а е т  н а  е е  т е с н у ю  “ в о л н о в у ю "  б л и з о с т ь  к  

у п о м и н а в ш е й с я  в ы ш е  м е т а с р е д е  Л э м б а  1 1 5 | .  О т м е 

т и м  т а к ж е ,  ч т о ,  е с л и  ж е с т к о с т ь  о п о р  л е ж и т  в  и н 

т е р в а л е  ( 1 8 ) ,  н о р м а л ь н а я  в о л н а  в  р а с с м а т р и в а е м о м  

A M  М  н а  б л и з к и х  к  н у л ю  ч а с т о т а х  я в л я е т с я  “ с т а т и 

ч е с к о й  в о л н о й " ,  и м е ю щ е й  о т л и ч н ы е  о т  н у л я  ф а з о 

в у ю  и  г р у п п о в у ю  с к о р о с т и  н а  н у л е в о й  ч а с т о т е .  

С  ф и з и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я ,  с т а т и ч е с к а я  в о л н а  

а н а л о г и ч н а  п р о д о л ь н о м у  и з г и б у  в  т е о р и и  с т е р ж 

н е й  и  п л а с т и н  1 1 7 ] .

Н а  р и с .  5  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  д и с п е р с и и  

п р я м о й  в о л н ы  в  р а с с м а т р и в а е м о м  А М М  с  п о т е 

р я м и .  О б а  г р а ф и к а  с о о т в е т с т в у ю т  ж е с т к о с т и  о п о р  

к  =  4 Q/I  и  д в у м  р а з л и ч н ы м  з н а ч е н и я м  к о э ф ф и ц и 

е н т а  д е м п ф и р о в а н и я .  К а к  в и д н о  и з  р и с .  5 ,  п о с т о 

я н н а я  р а с п р о с т р а н е н и я  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в  д е м п 

ф и р о в а н н ы х  А М М  и м е е т  н а  в с е х  ч а с т о т а х  о т л и ч 

н ы е  о т  н у л я  д е й с т в и т е л ь н у ю  и  м н и м у ю  ч а с т и ,  т . е .  

в о л н о в о е  ч и с л о  и  к о э ф ф и ц и е н т  п р о с г р а н с т в е н н о -  

г о  з а т у х а н и я .  И з - з а  э т о г о  ф а к т а  п о н я т и я  о  п о л о с а х  

п р о п у с к а н и я  и  н е п р о п у с к а н и я ,  а  т а к ж е  г р у п п о в о й  

с к о р о с т и ,  с т р о г о  г о в о р я ,  з д е с ь  т е р я ю т  с в о й  с м ы с л ,  

и  и х  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  с  о г о в о р к а м и  и  е с л и  

д е м п ф и р о в а н и е  н е в е л и к о .  С р а в н е н и е  р и с .  5  с  р и с .  4 а  

п о к а з ы в а е т ,  ч т о  п о т е р и  м о г у т  д о в о л ь н о  с и л ь н о  м е 

н я т ь  в о л н о в ы е  х а р а к т е р и с т и к и  с т р у к т у р  и  с р е д .  

Т а к ,  е с л и  д и с п е р с и я  н а  р и с .  5 а  е щ е  н а п о м и н а е т  

д и с п е р с и ю  н а  р и с .  4 а  д л я  с т р у к т у р ы  б е з  п о т е р ь ,  т о  

д л я  с л у ч а я  б о л ь ш и х  п о т е р ь  ( р и с .  5 6 )  с х о д с т в о  п р о 

п а д а е т .  Т е м  н е  м е н е е ,  д л я  п о н и м а н и я  и  ф и з и ч е с к о й  

и н т е р п р е т а ц и и  д и с п е р с и о н н ы х  з а в и с и м о с т е й  в о л н  

в  д е м п ф и р о в а н н ы х  А М М  и  с р е д а х  п о л е з н о  и
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о п р а в д а н н о  и с п о л ь з о в а т ь  п р и в ы ч н ы е  х а р а к т е р и 

с т и к и  в о л н о в ы х  п р о ц е с с о в ,  о т н о с я щ и е с я  к  с о о т 

в е т с т в е н н ы м  н е д е м п ф и р о в а н н ы м  А М М  и  с р е д а м .  

П о с т р о е н и е  п р е д л о ж е н н о й  в  с т а т ь е  м о д е л и ,  о с н о 

в а н н о й  н а  д и с п е р с и о н н о м  к р и т е р и и  э к в и в а л е н т 

н о с т и ,  п о з в о л я е т  п р о в о д и т ь  т а к о й  а н а л и з .

5 .  З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Д л я  о п и с а н и я  в о л н о в ы х  п р о ц е с с о в  в  д е м п ф и 

р о в а н н ы х  а к у с т и ч е с к и х  м е т а м а т е р и а л а х ,  п р е д с т а 

в и м ы х  п е р и о д и ч е с к и м и  с т р у к т у р а м и  с о  с л о ж н ы 

м и  я ч е й к а м и ,  п р е д л о ж е н а  п р о с т а я  м о д е л ь  в  в и д е  

п е р и о д и ч е с к о й  с т р у к т у р ы ,  я ч е й к а  к о т о р о й  с о д е р 

ж и т  м и н и м а л ь н о е  ч и с л о  д и с к р е т н ы х  э л е м е н т о в  

( э ф ф е к т и в н ы х  п а р а м е т р о в ) .  К р и т е р и е м  э к в и в а 

л е н т н о с т и  я в л я е т с я  р а в е н с т в о  д и с п е р с и о н н ы х  

у р а в н е н и й  д л я  А М М  и  м о д е л и .  П р и  э т о м  п а р а м е т 

р ы  м о д е л и  о п р е д е л я ю т с я  н а  о с н о в е  о б ы ч н ы х  и з м е 

р е н и й  и л и  р а с ч е т о в ,  в ы п о л н е н н ы х  н а  о д н о й  и з о 

л и р о в а н н о й  я ч е й к е  п е р и о д и ч н о с т и  А М М .

В с е  о с н о в н ы е  д и с п е р с и о н н ы е  и  э н е р г е т и ч е 

с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  А М М  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  э ф 

ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  п о  в ы в е д е н н ы м  ф о р м у л а м .

В  м о д е л и  п а р а м е т р ы  д е м п ф и р о в а н и я  о т д е л е 

н ы  о т  и н е р ц и о н н о - ж е с т к о с т н ы х  п а р а м е т р о в .  Э т о  

д а е т  в о з м о ж н о с т ь  д л я  а н а л и з а  и  ф и з и ч е с к о й  и н 

т е р п р е т а ц и и  в о л н о в ы х  п р о ц е с с о в  в  д е м п ф и р о 

в а н н ы х  А М М  и с п о л ь з о в а т ь  т р а д и ц и о н н ы е  п о н я 

т и я  г р у п п о в о й  и  ф а з о в о й  с к о р о с т и ,  п о л о с  п р о п у с 

к а н и я  и  н е п р о п у с к а н и я  и  д р . ,  р а з р а б о т а н н ы е  д л я  

с т р у к т у р  и  с р е д  б е з  п о т е р ь .

М о д е л ь  е д и н о о б р а з н о  о п и с ы в а е т  и  п о з в о л я е т  

с р а в н и в а т ь  А М М  р а з л и ч н о й  ф и з и ч е с к о й  п р и р о 

д ы  и  с л о ж н о с т и ,  ч т о  в а ж н о  п р и  с о з д а н и и  н о в ы х  

м а т е р и а л о в  и  с т р у к т у р  с  з а д а н н ы м и  в и б р о а к у с т и -  

ч е с к и м и  с в о й с т в а м и .

И с с л е д о в а н и е  в ы п о л н е н о  з а  с ч е т  г р а н т а  Р о с 

с и й с к о г о  н а у ч н о г о  ф о н д а  ( п р о е к т  №  1 5 - 1 9 - 0 0 2 8 4 ) .

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

1 .  S p e c i a l  i s s u e  o n  a c o u s t i c  m e t a m a t e r i a l s  / /  J .  A c o u s t .  

S o c .  A m .  2 0 1 2 .  V .  1 3 2 .  №  4 .  P t .  2 .  P .  2 7 8 3 - 2 9 4 5 .

2 .  A c o u s t i c  m e t a m a t e r i a l s :  n e g a t i v e  r e f r a c t i o n ,  i m a g i n g ,  

l e n s i n g  a n d  c l o a k i n g  /  E d .  C r a s t e r  R . V . ,  G u e n n e a u  S .  

D o r t r e c h t :  S p r i n g e r ,  2 0 1 3 .  3 2 3  p .

3 .  Б о б р о в  н и  ц к  и  и  /О . И., М о р о з о в  К .Д .,  Том илина Т.М.  
П е р и о д и ч е с к а я  п о в е р х н о с т н а я  с т р у к т у р а  с  э к с т р е 

м а л ь н ы м и  а к у с т и ч е с к и м и  с в о й с т в а м и  / /  А к у с т .  

ж у р н .  2 0 1 0 .  Т .  5 6 .  №  2 .  С .  1 4 7 - 1 5 1 .

4 .  C / im en teA ., T o r r en t I) . ,  S a n c h e z -D e h e s a  J .  O m n i d i r e c 

t i o n a l  b r o a d b a n d  a c o u s t i c  a b s o r b e r  b a s e d  o n  m e t a m a 

t e r i a l s / / A p p l .  P h y s .  L e t t .  2 0 1 2 .  V .  1 0 0 .  №  1 4 4 1 0 3 .

5 .  H u sse in  M ./., F ra z ie r  M. J .  M e t a d e m p i n g :  a n  e m e r g e n t  

p h e n o m e n o n  i n  d i s s i p a t i v e  m e t a m a t e r i a l s  / / J .  S o u n d  

V i b r .  2 0 1 3 .  V .  3 3 2 .  P .  4 7 6 7 - 4 7 7 4 .

6 .  Б о б р о в н и ц к и и  Ю .И . Э ф ф е к т и в н ы е  п а р а м е т р ы  и  

э н е р г и я  а к у с т и ч е с к и х  м е т а м а т е р и а л о в  и  с р е д  / /  

А к у с т .  ж у р н .  2 0 1 4 .  Т .  6 0 .  №  2 .  С .  1 3 7 - 1 4 4 .

7 .  Б о б р о в н и ц к и и  Ю.И.  М о д е л и  и  о б щ и е  в о л н о в ы е  

с в о й с т в а  д в у м е р н ы х  а к у с т и ч е с к и х  м е т а м а т е р и а л о в  

и  с р е д  / /  А к у с т .  ж у р н .  2 0 1 5 .  Т .  6 1 .  №  3 .  С .  2 8 3 - 2 9 4 .

8 .  Т ант м ах ер  Ф .Р .  Т е о р и я  м а т р и ц .  М . :  Н а у к а ,  1 9 6 6 .  

5 7 6  с .

9 .  Б рил л ю эн  Л ., П ор о д и  М. Р а с п р о с т р а н е н и е  в о л н  в  

п е р и о д и ч е с к и х  с т р у к т у р а х .  М . :  И Л ,  1 9 5 9 . 4 5 8  с .

1 0 .  Б о б р о в н и ц к и и  Ю .И . О с о б е н н о с т и  д и с п е р с и и  н о р 

м а л ь н ы х  в о л  гг в  п е р и о д и ч е с к и х  с т р у к т у р а х  / /  

А к у с т .  ж у р н .  2 0 1 1 .  Т .  5 7 .  №  4 .  С .  4 3 8 - 4 4 2 .

1 1 .  И са к о в и ч  М.А.  О б щ а я  а к у с т и к а .  Г л .  1 2 .  М . :  Н а у к а ,  

1 9 7 3 . 4 9 6  с .

1 2 .  Т ю т ек и н  В .В ., В и к т о р о в а  Р.Н . Ф и з и ч е с к и е  о с н о в ы  

с о з д а н и я  з в у к о п о г л о щ а ю щ и х  м а т е р и а л о в / / А к у с т .  

ж у р н .  1 9 9 8 .  Т .  4 4 .  №  3 .  С .  3 3 1 - 3 3 6 .

1 3 .  C o tt le  R. IV. M a n i f e s t a t i o n s  o f  t h e  S c h u r  c o m p l e m e n t  / /  

L i n e a r  A l g e b r a  a n d  i t s  A p p l i c a t i o n s .  1 9 7 4 .  V  8 .  №  3 .  

P.  1 8 9 - 2 1 1 .

1 4 .  T w in s  D .J. M o d a l  T e s t i n g  T h e o r y :  P r a c t i c e  a n d  A p p l i 

c a t i o n s .  B a l d o c k ,  U K :  R e s e a r c h  S t u d i e s  P r e s s ,  2 0 0 0 .

1 5 .  L am b  //. O n  g r o u p  v e l o c i t y  / /  P r o c .  L o n d o n  M a t h .  

S o c . ,  S e r .  2 .  1 9 0 4 .  V .  1 .  №  8 4 9 .  P. 4 7 3 - 4 7 9 .

1 6 .  I n m a n  D. D a m p i n g  m o d e l s  /  E n c y c l o p e d i a  o f  V i b r a 

t i o n .  E d .  B r o w n  S .  S a n  D i e g o ,  C a :  A c a d e m i c  P r e s s ,  

2 0 0 2 .  V .  I .  P . 3 3 5 - 3 4 2 .

1 7 .  Л яв  А. М а т е м а т и ч е с к а я  т е о р и я  у п р у г о с т и .  M . :  

Н К Т П  С С С Р ,  1 9 3 5 . 6 7 4  с .
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