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Решена задача идентификации вида и параметров краевых условий для краевой задачи, описываю
щей колебания струны. Показано, что для идентификации как вида, так и параметров краевых усло
вий достаточно двух собственных частот. Найдено множество корректности данной задачи и дока
зана корректность ее по Тихонову. На основе доказанной теоремы предложен метод, позволяющий 
отыскивать приближенные решения.
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ВВЕДЕНИЕ

Целью настоящей статьи является восстанов
ление вида и параметров краевых условий для 
краевой задачи о колебаниях струны. В качестве 
данных восстановления используются две соб
ственные частоты. Ранее в такой постановке задача 
не рассматривалась. Решалась задача идентифика
ции параметров краевых условий Шзурма по двум 
собственным частотам 111. Однако в 11| вид крае
вых условий был известен — это условия Штурма 
(условия вида /(0 ) -  //>’(0) = О, / ( I )  + Ну( 1) =  0). Вос
станавливались лишь неизвестные параметры h и //. 
Аналогичные задачи рассматривались также в 12- 
SI. И работах 17— 111 решались обратные спектраль
ные задачи Штурма—Лиувилля. И этих работах ко
эффициенты краевых условий идентифицирова
лись вместе с коэффициентами дифференциаль
ных уравнений. Причем в качестве данных 
восстановления в этих работах использовалась не 
часть спектра, как в нашей работе, а несколько 
спектров или же спектр и дополнительные спек
тральные данные (функция Вейля, матрица Вейля, 
спектральная функция, весовые числа и т.п.). 
В 112— 14 1 (см. также 111 и библиографию к этой 
работе) решались близкие задачи идентификации 
вида стержней, пластин и оболочек по конечному 
набору собственных частот. Однако соответству
ющая задача идентификации общих краевых 
условий в задаче о колебаниях струны не рассмат
ривалась.

В 110| краевые условия представлены в виде 
условий Штурма /(О)-Ау(О) =  0, / ( ! )  + Ну( 1) =  0,

где предполагается, что значения А и / /  могут при
нимать значения. равные и бесконечности. Одна
ко при решении задачи идентификации общих 
краевых условий такой подход не всегда приводит 
к  верным результатам.

Действительно, для задачи о колебаниях стру
ны с жестко закрепленными концами у" + к 'у  =  0, 
у(0) = 0, у(1) = 0, первые собственные значения л, и 
Х2 равны л и 2л соответственно. Предположим, 
что вид краевых условий неизвестен, требуется но 
двум собственным значениям определить их. Рас
смотрим данную задачу, подразумевая, что крае
вые условия имеют вид Шзурма. Подставив соб
ственные значения в характеристический опреде
литель

Д(А.) =  Л. si п (Л.) — /; cos(>.) — / /  cos(A.) - 1,11 s in ^ - \
X

получаем систему из двух уравнений с двумя неиз
вестными: Л + / /  = 0, -Л -  И -  0. Отсюда следует, 
что Л = - I I .  т.е. система имеет бесконечное множе
ство решений. Если исходить из физических сооб
ражений и положить что А > 0 и / /  > 0, то следует что 
А =  / /  =  0. Тогда полученное решение соответствует 
граничным условиям для струны со свободными 
концами /(0 ) = 0. >'(1) = 0. Найти же второе реше
ние -  задачу у" + к 'у  - 0. у(0) = 0, у(1) = 0 -  этот ме
тод не позволяет.

Таким образом, если учитывать только условия 
Штурма, то получаем только одно решение, что 
является неверным. Поэтому требуется теорема о 
количестве решений и другой метод и д е т  ифика-
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пни. Ниже соответствующая теорема и метод 
приведены. Прежде чем изложить эти результаты, 
приведем постановку прямой задачи о колебани
ях струны.

ПРЯМАЯ И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧИ 
НА СО БСТВЕННЫ Е ЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим колебания струны, описываемые 
уравнением

2 ОМд 1 и О)=  я
d i  (Ух

с краевыми условиями палевом и правом концах 
115, 16|

А, ,мд(О,I) -  А,2и(0,/) = (), (2)
b2iux(l,t) + b24u ( lj)  = 0. (3)

В таблице представлены виды закреплений струны 
в зависимости от значений коэффициентов Ап, Ь]2, 
А>,. А,4.

Прямой задачей будем называть задачу опре
деления собственных частот колебаний струны, 
если известны вид краевого условия и параметры 
b А12, А23, А24. А под обратной задачей будем по
нимать задачу идентификации вида краевых 
условий из таблицы (1) и параметров Ам, Ьп , А21, 
Ь24 по известным собственным частотам.

Сформулируем прямую и обратную задачи в тер
минах задачи Штурма—Л иувилля и характеристиче
скою  определи геля. После замены и(х,1 ) = у(х)cosoi/ 
и з( I ) получим -co’yU )cosсо/ = a 2y"(x)cos(ot. Отсюда 
пекле введения новых обозначений Ъ, =  х/1 и А’ =

со2/ 2 получаем задачу Штурма—Л иувилля:

(4)
(5)
( 6)

А = (7)

у" + А.'у = 0,
Ux{y) = я, ,/(0) -  я |2у(0) =  0.
U2(y) = я21/(1) + я24у(1) = 0. 

где а I, =  А,,//, а12 =  А,2, я ., =  А,,//. я24 =  А24.
Обозначим матрицу, состоящую из коэффици

ентов краевых условий а№ форм Ux(y), U2(y), через Л:
'а и я|2 0 0 4
,0 0 я2, я24̂

Исходя из физического смысла задачи, коэффи
циенты матрицы А можно считать неотрицатель
ными. Матрицу А будем называть матрицей крае
вых условий.

Общим решением задачи (4)—(6) является 
функция

у(лгД) =  С, cos(A.v) + c 2sin(fo> .
А

Для определения констант С,. С2 используют 
краевые условия (5), (6). Уравнения частот полу
чают из условия существования ненулевого реше
ния для С,. Ненулевое решение для С, существует

тогда и только тогда, когда не равен нулю характе
рней! ч с с к  и й о п ре дел и тс л ь

Д(А) s
i /Лcos(Ax)) С,

U2(cos(Ax)) (Л

si п (Ад)
А

s in  (Ал )
(X)

соответствующей системы (см. |17|). Преобразо
вывая (8), получим

А(А) — J | -,/] ;(А) + (У|4 + У23) / 4(А) + У24/ 24(А) -  0, (9)

где/,, =  Asin А. / 4 = / , ,  = -cosA, / 24 = а че

рез Ju -  dot
а \, я,'  обозначен определитель, со-

ставлен 11 ы й из /-го и у-го столб! юв матри i ни краевых 
условий А (обозначение У„ взято из работы |9|).

Подставляя коэффициенты краевых условий, 
можем получить спектр собственных частот соот
ветствующей задачи. Это будет решение прямой за
дачи. Тогда обратную задачу — задачу идентифика
ции краевых условий по собственным частотам — в 
терминах функции (9) можно сформулировать сле
дующим образом: коэффициенты а2 матрицы А не
известны; ранг матрицы А равен двум; известны кор
ни А* характеристического определителя (9). Требу
ется идентифицировать матрицу А с точностью до 
линейных преобразовании строк.

С О О ТН О Ш ЕН И Е П ДЮ ККЕРА

При решении поставленной задачи будет ис
пользовано соотношение Плюккера |1, 18—211. 
Покажем, как оно возникает для нашей задачи.

С помощью линейных преобразований строк, 
при условии УI, *  0, матрицу краевых условий мож
но представить с помощью ее определителей

А = У 23/ У . з  о
о У „

( 10)

Обратим внимание, что в записи матрицы А нс 
используется определитель У24, и его можно вы-

h l  о
•Аз
0 J»

матрицы должно выполняться соотношение

числить: У24 = =  — У|4. Таким образом, для
•Аз

У I зУ 24 *7 23*7,4 — 0 . ( I I )

Если У24 *  — У,, (соотношение ( I I )  не выпол- 
■713

няется), то восстановить матрицу А по определи
телям J j невозможно, так как таковой не суще
ствует. Этот вывод верен не только в случае У,, *  0, 
но и в том случае, когда отличен от нуля другой из 
определителей Уу. В зависимости оттого, какой из 
определителей не равен нулю, матрица Л имеет 
следующий вид:
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Вилы краевых условий
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А  =
(1 J u /J ,4 0 Л , при 7и *  0, (12)оо

j  13 •Лз/

А  = [ '  J \ ' j j  23 1 0 л , при У23 *  0, (13)
к 0 0 7,, •̂ 24 /

А = [
J 14/ J  24 1 0 0 '

, при У24 *  0. (14)
1X 0 « А з •̂ 24 )

Нетрудно, заметить, что для всех этих матриц 
должно выполняться соотношение (11) и верна

Теорема 1 (соотношение Плмжкера). Л ш  того 
чтобы набор чисел У,,. Уи , У23, У24 являлся набором 
определителей второго порядка некоторой матри
цы Л размера 2 х  4 и ранга 2, необходимо и доста
точно, чтобы выполнялось соотношение ( 11), назы
ваемое соотношением Плюккера.

Таким образом, если для матрицы краевых усло
вий А найти ес определители У,,. У|4,У23, У24, то с по
мощью формул (10), (12), (13), (14) легко находится 
сама матрица, а значит и краевые условия.

ДВО ЙСТВЕН НО СТЬ 
РЕШ ЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Пусть А.|, являются собственными значения
ми соответствующей краевой задачи (4)—(6). Тогда 
А.,, /., — корни характеристического уравнения (9) 
1171. Подставив эти два значения в уравнение (9), 
получим систему двух уравнений для отыскания че
тырех определителей У,,. 7Ы, У23, У24 матрицы А:

А(Х,) =

=  J п / ц ( ^ - | )  +  ( 7 1 4  + J2))fj(h.\) + J 2 4 / 2 4 ( ^ 1 ) =  0 '  .  |  - .

А(Х2) = { ’

= ^ 13/ 13(^ 2) + (714 + J  24/ 24(^2) = 0.
Обозначим через /•' следующую матрицу, со

стоящую из коэффициентов системы (15):

р  _ ( /г (К \)  / 14(^ 1) / 24(^1) 1 
v / i3( -̂2) / 14(^2) / 24(^2)/

а через — определитель, получаемый из / 'в ы 
черкиванием столбца с элементом/ , ( ) .

Справедлива следующая теорема:
Теорема 2 (о двойственности решения). Пусть 

/., являются собственными значениями задачи 
(4)—(6), ранг матрицы /  равен 2. Тогда задача иден
тификации краевых условий имеет два решения, 
которые представляются в явном виде в терминах 
определителей Fj.

Доказательство. Обозначим определитель 7ц 
через*, сумму У,., + У23 — ч е р е з У 24 — через г. В но
вых обозначениях система (15) запишется в виде

Д(Л) -  /М Л  )* + /|4(^|)у + /24Я|)г -  0, ^
Д(Я.2) = /\з0^г)х  + + / 24(^2)^ = 9.

Нетрудно заметить, что каждое уравнение си
стемы (17) представляет собой уравнение плоско
сти Ах + By + C'z =  0, проходящее через начало ко
ординат 122, с. 461 (см. рисунок), где А = / 13(А.), В =
= / ,4а ) , с = / 24а ) .

Нормальный вектор плоскости, заданной пер
вым из уравнений системы (17), есть N, =  ( / 13(^1),
У|4(Л  ) ' Ж  3 N2 = С/1з(Х2), _/"|4(Л),./24(Л ))  
нормальный вектор плоскости, заданной вторым 
уравнением системы (17) (см. рисунок). Поскольку 
ранг матрицы /-'равен 2, то эти векторы не коллине- 
арны (плоскости Д(>,,) =  0 и Д(Я.2) =  0 не совпадают 
и не параллельны).

Обозначим через п = (а,Ь,с) направляющий 
вектор прямой, по которой пересекаются плоско
сти Д(А,) =  0 и Д(А.2) =  0, тогда п есть векторное 
произведение векторов N, и N, 122, с. 331:

n = N ,x N ,
i j k

/,з (Л ) / Ж )  / 24(Л ) 
/|.з(Л) /ы (Л )  / 24(^ 2) 

/,з (Л ) / 24( ^ 1) 
/ |з (Л )  / 24(^2)

= I /м (Л )  /24(^-|) 
/и ( Л )  / 24(^ 2)

-  J + к /1з(Л) У! 4(̂ *1

/ | 3 ( Л )  / | 4 < Л )

Следовательно, координаты направляющего 
вектора вычисляются по формулам

а = / | 4 < Л )  / 2 4 ( ^ 1)

/и ( Л )  ./24(^ 2)
= Лз- Ь =

Ш \ )  /м (Л )
/ | 3 (Л ) / 24( ^ 2)

= - / ;14-

С = = / ,24-
/в (Л )  /м (Л )
/ | 3 (Л ) / 14( ^ 2)

По координатам направляющего вектора п мо
жем записать параметрическое уравнение прямой 
в трехмерном пространстве:

J \з = К *
у |4 + у 2, = -F ul, (18)

7 24 =  F 2A -
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Далее, используя условие Плюккера ( I I ) .  получа
ем систему для нахождения У,4 и У23:

+ ([9)
1./14У23 -  FyF>4/ .

Решая (19), получаем

Лу =  ~(~F\И ■+• _ 14

J 2>=L2(-Fl4±ylFl24 -4 F i}Fu ).

Таким образом, имеем

F n = F\^, -Л 4 =  ^г( F\4 -+- V /̂ 4
_____________  ( 20)

Jyy = L2[-F»  ±  V/-U -4/-:.,/-|4). -/24 =  /•«/-

Уравнения (20) представляют собой уравнения 
двух прямых в четырехмерном пространстве 1231. 
Если /-jj *  0, го 7,, *■ 0, и из( 10) и (20) получаем два 
представления для матрицы А и соответственно 
два вида краевых условий (5), (6), где а и =  I, а ,2 =
=  У23/ У|з, <?23 =  Лз» "24 =  14' а определители У,, на
ходятся в явном виде по формулам (20). Анало
гично получаются явные выражения для краевых 
условий в случаях J ]4 *  0, У23 *  0 и J24 *  0. Таким об
разом, с помощью представлений ( 10), ( 12), (13),
(14) через уравнения двух прямых, выражаемых 
уравнениями (20), получаем два явных решения 
задачи идентификации краевых условий (матри
цы А). Что и требовалось доказать.

Возникает вопрос: по двум собственным значе
ниям получили два решения; нельзя ли, используя 
большее число собственных значений задачи (4)—(6) 
получить единственность решения задачи определе
ния краевых условий (5), (6)? Оказывается — нет. 
С помощью того факта, что характеристический 
определи гель задачи (4)—(6) является четной целой 
функцией первого порядка, легко показывается, что 
даже если известны все собственные значения, все 
равно получается двойственность решения задачи 
определения краевых условий.

Пример I (контрпример). Значения А., =  я, Я.2 =  2я 
являются собственными значениями двух крае
вых задач:

у" + Х2у = 0, у(0) = 0, у(1) = 0:
у" + >■'}’ = 0, >•'(()) = 0. /( I)  = 0.

Для этих задач матрицы краевых условий вы
глядят следующим образом:

А =
( 0  1 0  0 )

. 4  =  f l 0  0  0 l
U  0  0  1 J U  о  1 о )

В обоих случаях ранг матрицы

F :=
0 I 0

0 - I  о
равен I , и определи гели / ' г, =  0, F]4 =  0, F24 =  0. По
этому применение Теоремы 2 некорректно. Однако

сам метод, использованный в теореме 2 и основан
ный на соотношениях Плюккера, позволяет найти 
оба представления для матрицы А. Причем для это
го можно использовать и одно собственное значе
ние, например, А., =  я. Действительно, из (9) имеем

Д(л) = 7|,nsin я -

— ( • / 14 +  У 2 j ) C O S  Я  — У 1 4  —-— — — J \ 4  +  У 2 3  — 0 .
Я

Отсюда и из того, что коэффициенты неот рица
тельны, следует, что У14 = J 2} = 0. Если в дополне
ние к  этим равенствам использовать соотношение 
Плюккера ( I I ) ,  получим: У, ,У24 =  УиАз = 0- Отсюда 
вытекают две возможности: I) У,4 *  0, Уп = У |4 =  
=  У2з =  0, 2) У,, *  0, У24 = У|4 =  У2з = 0, которые и со
ответствуют задачам I ) у" + Х2у  = 0, г(0) = 0. г(1) = 0 

и 2) >" + к у  = 0, / ( 0) = 0, / ( 1) = 0 соответственно.
Заметим, что спектры этих двух задач различа

ются только значением А. =  0. Это значение принад
лежит спектру второй краевой задачи и не принад
лежит спектру первой задачи. Если решить задачу 
по двум собственным значениям А., =  0, А., =  л. то 
получим

га п к(/) =  2, тогда Теорема 2 применима, и мы по
лучим единственное решение:

А =
I 0 0 0)

0 0 I о /
Таким образом, условие Теоремы 2 (гапк(А) =  2) 

существенно. Однако сам метод, основанный на со
отношении Плюккера, позволяет иногда получить 
некоторые полезные результаты и по одному соб
ственному значению.

КОРРЕКТНОСТЬ ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧИ ПО ТИХОНОВУ

Если собственные значения Я.,, А., краевой за
дачи (4)—(6 ) известны лишь с большой погреш
ностью, то непосредственное использование 
представлений (10), (12), (13). (14) может приве
сти к результатам, которые не поддаются физи
ческой интерпретации. Например, в случае если
/^4 -  4 / ^ 4  <  0, в качестве коэффициентов краевых 
условий получаем комплексные (не действитель
ные) числа. Что понимать в этом случае пол при
ближенным решением? Для правильного ответа на 
этот вопрос требуется применение теории некор
ректных задач 124—271.

Задача идентификации краевых условий (5), (6) 
по двум собственным значениям задачи (4)—(6) не 
является корректной по Адамару. Она имеет беско
нечно много решений (четыре числа Уп , У,4, У,,, J24 
пробегают бесконечное множество точек двух пря
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мых (20)). Однако можно выделить множество кор
ректности обратной задачи и доказать ее коррект
ность по Тихонову.

Действительно, для подхода Л.Н. Тихонова к 
вопросу корректности характерно, что рассматри
вается некоторое множество М с  V, существенно 
более узкое, чем все пространство V. Пусть образ 
множества М  мри отображении с помощью опера
тора R в пространстве Z  есть множество Л , т.е. 
Л =  R M .

Задача Rv -  z называется корректной по Л И. Ти
хонову (условно корректной), если выполнены сле
дующие условия 11—4|:

1) априори известно, что решение задачи су
ществует и принадлежит некоторому множеству 
М  пространства У\

2) решение единственно на множестве М:
3) для любого с > 0 существует такое 8 > 0, что 

для любых 8 > 0 и таких, что ||<: -  [̂\/  < 8 выполне
но неравенство ||v -  v||K < а.

В нашем случае подоператором R можно по
нимать отображение, задаваемое системой урав
нений (20), переводящее четыре числа Уц , J\4,J n ,  
J 2 4  в два значения Хк (А =  1,2).

Теорема 3 (о корректности задачи по А .Н . Тихо
нову). Пусть А.,, /„, являются собственными значе
ниями задачи (4)—(6), ранг матрицы / ’ равен 2. То
гда задача идентификации краевых условий зада
чи (4)—(6) по значениям А,, Х2  корректна по 
Тихонову.

Доказательство. Для доказательства коррект
ности по Тихонову достаточно построить множе
ство корректности, которое является компактом.

Чтобы выделить множество корректности вве
дем норму

M l = та хф/ 13I >l^ul 2з1 24!)-
Будем называть множеством корректности М  та
кое множество четверок v  = (Jl2, J )4, J2\.J24). для 
которых выполнены условия:

1- N1 = 1Т»ах(|У, 3|, |У 14|, |У23|, |У24|) = 1-
2. У|3 > 0 ,7 |4 > 0 ,У „  > 0 ,Л 4 >0.
3 .  J 14 >  У 23.

4. Соотношение Плюккера ( I I ) .
Условие I обеспечивает математическое суще

ствование набора решений Ув , У,4, У23, У24 в четырех
мерном пространстве (четырех точек пересечения 
двух прямых (20) со сферой ||v|| = тах(|Уц|,|У|4|, 
|У,,|,|У24|) = I ). Условие 2 исходит из физического 
смысла коэффициентов а„ и выделяет из этих четы
рех решений два (одно, если они совпадают) физи
ческих решения. Условие 3 выделяет из этих двух 
решений одно решение У13, У,4. У23, У24. Условие 4 
обеспечивает существование матрицы Л, определя
емой по числам У,з, У|4,У23, У24

Заметим, что множество корректности являет
ся компактом, так как оно ограничено (оно лежит 
на единичной сфере) и замкнуто (так как все не
равенства, ограничивающие это множество, пе
строте).

С помощью введенного множества корректно
сти нетрудно показать корректность по Л.Н . Ти
хонову задачи отыскания У,,,У)4, У23,У24 по значе
ниям Хк (к  =  I, 2).

Пусть V  — это пространство IR1 элементов 
v  -  (У14,У|4,У24.У24) с нормой ||v|| = тах(|У|4|,|У14|, 

|У23|,|У24|); /  — это пространство IR' элементов 
z = (А |Д 2) с  нормой ||z || = max(|X||,|A2|), образ мно
жества М  при отображении с помощью оператора R 
в пространстве/'есть множество Л, т.е. А = RM■

Тогда задача Rv = z будет корректной по Л. /I. Ти
хонову, так как все три условия определения выпол
нены ( третье условие вытекает из аналитичности по 
X функций / 13(А), f u(X), / 24Д )). Что и требовалось 
доказать.

Если А.,, А 2 являются точными собственными зна
чениями соответствующей краевой задачи (4)—(6), 
то в множестве корректности Л/, задаваемом усло
виями I —4, существует единственное решение зада
чи отыскания краевых условий. Оно дается пред
ставлениями (10), (12), (13), (14), где У|3, У!4, У22,У24 
представляют собой пересечение прямых (20) с 
множеством корректности М. Вообще же, решений 
будет два. Вторым решением задачи отыскания кра
евых условий можно считать решение, получаемое 
из первого перестановкой У,4 иУ23.

В случае же, если А ь  X, не являются точными 
собственными значениями соответствующей крае
вой задачи (4)—(6), этот метод не годится, и следует 
привлечь известные методы решения некоррект
ных задач. Наиболее известны два метода решения 
корректных по Л.Н. Тихонову задач — метод квази
решения и метод подбора. В настоящей статье пред
лагается метод решения задачи идентификации 
краевых условий, который по сути представляет со
бой метод подбора. Метод подбора состоит в том, 
что из класса возможных решений Л/ cr V подбира
ют элемент ц  для которого Rv приближает правую 
часть уравнения Rv -  z с требуемой точностью. В 
качестве искомого приближенного решения берут 
элемент v. Этот метод применим, когда из неравен
ства Iv  -  v|| < 8 следует, ч то ||г -  г|| < е(8), где б(6) -» 0 
при 8 -> 0. Эго имеет место при условии однознач
ной разрешимости уравнения Rv =  z и при усло
вии, что множество М — компакт (см. |28|).
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МЕТОД И Д Е Н Т И Ф И КА Ц И И  
КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ

Пусть Я.,, Х2 — собственные значения краевой за
дачи (4)—(6 ), найденные с некоторой погрешно
стью. Подставив эти два значения в уравнение (16), 
получим матрицу F и определители F«, получаемые 
из F  вычеркиванием столбца с элементом f/.X k). 
Подставив эти определители в (20), получим опре
делители У13, ./14, У23, У?4- Если У|4,У2з являются ком
плексно сопряженными, то в качестве Уи ,У23, возь
мем их реальные части. Явный вид матрицы А (а 
значит, и краевых условий) зависит от того, какое из 
чисел У]3, У|4,У ,3. У>4 больше по модулю.

Случаи I. Если наибольшим по модулю являет
ся У|3, го приближенным решением задачи будем 
считать следующую матрицу:

А =
0

( 2 1 )

где ап =  max(0, йе(У23)/Уи ), d2i =  max(0. 
Re(y,4 ) /y l3), У,4 = fl| 2 - 0 24. Таких матриц две. Для 
одной из матриц У|4 > У23. Именнно ее миноры 
лежат в множестве корректности, так как. во-пер
вых, максимальный по модулю минор равен еди
нице, во-вторых, все миноры неотрицательны, в 
третьих, У,4 > У23, в четвертых, выполнено соотно
шение Плюккера У24 =  о|2 а24 =  У23 -J l4/ J n . При 
стремлении л,, Х2 к  точным значениям, соответ
ствующим физическому смыслу задачи, прибли
женное решение (21) стремится к точному

А =
У23/У |, 0 О

{0  0 1 У|4/У 13,
Случай 2. Если наибольшим по модулю являет

ся Ке(У|4> или Re(y23),TO приближенным решени
ем задачи будем считать следующую матрицу:

- _ ( 1 а|2 0 ()'
U  0 а 23 0у

где я,, = шах(0, J 24/Rc{Ji4)), 
У|,/Re(y|4)), У23 = а12 ■ о23.

( 22 )

о23 = та х (0.

Таких матриц две. Для одной из них Re(y |4) боль
ше, чем у другой. Для этой матрицы У|4 > У „. 
Именнно ее миноры лежат в множестве корректно
сти, так как, во-первых, максимальный по модулю 
минор равен единице, во-вторых, все миноры неот
рицательны, в третьих, У|4 > У23, в четвертых, вы
полнено соотношение Плюккера У,, = а12 ■ <з23 = 
=  У24 При стремлении Л,, Х2 к точным
значениям, соответствующим физическому смыслу 
задачи, приближенное решение (22) стремится к 
точному

А = I  2 4  /  1 4  0

0 О У13/У, 4

Случай 3. Если наибольшим по модулю являет
ся У24, то приближенным решением задачи будем 
считать следующую матрицу:

А =
о,, I 0 ()'

0 0 023 О /
(23)

где а,, = max(0, Rc(J]4)/J  14), а24 = тах(0,
Re<y23)/У24). У|3 = йц • й23 =  Уц • У23/У 24.

Таких матриц две. Для одной из матриц У|4 > 
> У2!. Именнно ее определители лежат в множестве 
корректности, гак как, во-первых, максимальный 
по модулю определитель равен единице, во-вторых, 
все определители неотрицательны, в-третьих, 
У|4 > У23, в-четвертых, выполнено соотношение 
Плюккера У13 -  а п ■ а 23 =  J 23 • J t4/ J 24. При стремле
нии A.,, Х2 к точным значениям, соответствующим 
физическому смыслу задачи, приближенное реше
ние (23) стреми тся к  точному

А = ^ У 1 4 / У  2 4  I  0

X 0 о У23/У24 I /
Рассмотрим примеры для каждого из трех слу

чаев (21), (22), (23).

ПРИМЕРЫ
Пример 2 (случай I). Требуется по двум собствен

ным значениям Xt =  0.Х019. Х2 =  3.349 определить 
матрицу краевых условий. Из (20) находим два ре
шения: У13 =  1.000, У14 =  0.205, У23 =  0.493, У,4 =  0.101 
и У13 =  1.000, У,4 =  0.493, У23 =  О"205, J24 =  0 .100. Так 
как наибольшим по модулю является У|3, то под
ставляем найденные решения в (21) и получаем два 
решения. В множестве корректности лежит то ре
шение, для которого У|4 > У33, т.е.

1.000 0.200
0 0

0 0 'j
l.ooo 0.500J

Пример 3 (случай 2). Требуется по двум собствен
ным значениям X, =  1.361, Х2 =  3.745 определить 
матрицу краевых условий. Применяя (20), получаем 
два набора решений: У)3 =  0.600. У,4 =  0.420, У,3 = 
=  1.000, J24 =  0.700 и У13 =  0.6(H). У|4 =  1.000, У23 = 
=  0.420, У24 =  0.700. Так как в первом наборе реше
ний наибольшими по модулю являются У23- а во
втором У]4, то из условия У и > У33, выбираем вто
рой набор. Подставляя найденное решение в (22). 
получаем

А =
1.000 0.700 0 0 )

0 0 0.600 1.000/
Пример 4 (случай 3). Пусть собственные значе

ния краевой задачи равны X, =  2.498, Х2 =  5.276. 
Применяя (20), получаем два набора решений: У13 = 
=  0.000, У |4 =  0.000, У „ =  0.300, У24 =  1.000, У13 =  0.000, 
У|4 =  0.300, У23 =  0.000, У24 =  1.000. Так как наиболь
шим по модулю является J24, то подставляем най
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денные решения и (23). В множестве корректности 
лежит то из решений, для которого J i4 > У,,:

0.300 1.000 О О 3
0 0 0.000 l.oooj'

Анализ погрешности, выполненный в примерах 
2, 3, 4, показывает, что относительная погрешность 
вычисления коэффициентов краевых условий мо
жет возрастать по сравнению с относительной по
грешностью в измерениях собственных значений в 
десятки, сотни и тысячи раз. Так, если для примера 
3 сравнить собственные значения, взятые с точно
стью 4 и 7 знаков после запятой, то относительная 
погрешность измерения составит 8^ =  0.002645%

Д  у \
8Л = -----  для первого собственного значения и

-Trill- /
0.02243% для второго собственного значения. Со
ответствующие относительные погрешности для 
коэффициентов равны 6йр =  0.04012% и бй>1 =  
=  0.045368% соответственно. Относительная по
грешность вычисления коэффициентов краевых 
условий больше относительной погрешности из
мерений собственных значений почти в 20 раз. 
Для примера 4 относительные погрешности рав
ны 8) , =  0.01597% для первого собственного зна
чения и 8Х =  0.002483% для второго. Относитель
ная погрешность вычисления коэффициента а и 
равна 5Й|1 =  0.204163%, т.е. увеличилась почти в 
100 раз. Это говорит о том, что для идентифика
ции краевых условий требуются очень точные из
мерения собственных частот.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Решена задача идентификация вида и парамет
ров краевых условий для краевой задачи, описы
вающей колебания струны. Найдено множество 
корректности данной задачи и доказана коррект
ность ее по Тихонову. Предложен метод решения 
задачи. Приведены соответствующие примеры и 
контрпример, показывающий существенность 
условия теоремы ( гаnк(/-> =  2). Проанализирована 
относительная погрешность вычисления.

Работа выполнена при финансовой поддерж
ке Совета по грантам Президента РФ (проект 
НШ-1096.2014.1), РФФИ (проекты 15-01-01095-а, 
14-01 -97010-р поводжье а, 14-01 -97013-р_по-
волжье а). Министерства образования и науки Рес
публики Казахстан (проекты 2989/ГФЗ МОН РК. 
2217/ГФЗ МОН РК).
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