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Н ЕЛИ Н ЕЙ Н АЯ ___________________________________
АКУСТИКА

Математические работы часто появляются в 
физических журналах, поскольку ряд актуальных 
физических моделей основан на нелинейных 
уравнениях. Общих методов их анализа, как из­
вестно, не существует. Для нахождения частных 
решений приходится развивать ра зличные ориги­
нальные приемы, каждый из которых не универ­
сален. Однако совокупность таких приемов ино­
гда позволяет получать решения, имеющие важ­
ный физический смысл. Статьи по этой тематике 
публикуются и в Акустическом журнале.

Например, в работе 111 развит метод априор­
ного использования симметрий, основанный на 
разумном усложнении моделей нелинейной аку­
стики. В работе 121 использовано преобразование 
Дарбудля нахождения частных решений неодно­
родного уравнения Бюргерса. Некоторые другие 
подходы к нахождению решений нелинейных 
уравнений описаны в работах 13, 4|.

Особое место здесь занимают точные решения 
уравнений. В некоторых, и скорее исключитель­
ных, случаях точные решения позволяют решить 
содержательную задачу или получить характери­
стики интересующего исследователя явления. До­
статочно часто точные решения позволяют вы­
явить существенные особенности сложного физи­
ческого процесса. И наконец, как правило, точные 
решения оказываются пригодными для оценки ре­
зультатов, полученных при использовании чис­
ленных, приближенных или асимптотических ме­
тодов, в качестве “ тестов” .

В работе предлагается и иллюстрируется на 
конкретных уравнениях ряд подходов для получе­
ния таких точных решений.

Расс м атр и на ются:
I) уравнение, которое описывает распростра­

нение конечных возмущений в релаксируюшей 
среде |5|:

Т ^ d v  с v dv + d v  е v dv
дУ дх eg ду дх c l ду

_ /ит д 'у   ̂| )

Здесь т =  const — характерное время релаксации, е =  
=  const — нелинейный параметр, с0 =  const — ско­
рость звука, /и = c]Jcl -  1, Соо — “ замороженная” ско­
рость звука, х  — пространственная координата, 1  — 
время, у  =  1  — х/с0 — бегущая координата, v  — ско­
рость. Уравнение (1) тесно связано с интегро-диф- 
ференциальными уравнениями, широко использу­
емыми is последнее время для описания волн в био­
тканях и геоструктурах |5|. Нахождению решений 
таких уравнений на основе методов группового ана­
лиза посвящена работа |6|.

2) уравнение, которое используется в модифи­
цированном нелинейно-акустическом подходе |7|:

Зу -  1 р' др'
4 p,J дх

+

+
у + 1р' (у + |)(у--3 ) |V Y
2с() р0 4с„ lp<J _ дх

( 2)

l+ L Z ^ P ^  д2Р' 5Ь д-р | (у -1 )М др~
2 p j d r  4сг’р0 дхдх 4с('р^ \5 т2с()Ро .

Здесь у — показатель адиабаты, рц =  const, с0 =  
=  const, b =  const, р' =  р — р„, р — плотность среды.

3) уравнение, описывающее во втором при­
ближении распространение ограниченных пуч-
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ко» » средах без потерь (уравнение Хохлова—За­
болотской 181):

д р р ' е р-др'1 _ с„ 
d rl. дх с0р„ д х )  2 

Здесь с0 =  const, 8 =  const, р0 =  const, р' =  р — р„, 
р — плотность среды.

В основе получения точных решений лежит 
разрабатываемый авторами статьи геометриче­
ский метод исследования нелинейных диффе­
ренциальных уравнений и систем в частных про­
изводных 19— 14 1. Опишем кратко идею метода.

Пусть некоторый физический процесс описы­
вается нелинейным уравнением в частных произ­
водных Т(х,и, и„и ц.....  = 0, и = и(х), х е R'",
нижние индексы обозначают дифференцирова­
ние по соответствующим независимым перемен­
ным. Основная идея геометрического метода со­
стоит в том, что предполагается, что решение урав­
нения в частных производных зависит от одной 
переменной (например, u -u ( \ \ i) ,  где v|t = \|/(х)). 
Тогда v|/(x) = const — поверхность уровня функции 
м(х). Изменение переменной vp ведет к  изменению 
решения. При такой зависимости уравнение в 
частных производных обычно может быть запи­

сано в виде Ак(х,и,и\ и"..... //"") /?*(¥/,¥(,,•••,

V/yy.j.) = 0. Здссыитрих обозначает дифференциро­
вание по переменной ц/. Полагая Bk(\\ih \\i,j......
Ууг..зт) = /*(V ), где — первоначально произ­
вольные функции, определяем, при каких зависи­
мостях между функциями /*(v|/) система 
Bki'Vb'Vij...... Ч Л у = /*(V ) совместна. Далее, ре­
шая совместную систему при некоторых заданных 
начальных или краевых условиях, находим вид 
функции Ц1 -  \|/(х). Подставляя функции /Д \|/),для 
которых система Bk{ \ \ i „ y 0,..., \|/(VW, )  = /*(\|/) сов­
местна, имеем обыкновенное дифференциальное 
уравнение (ОДУ) для получения решения уравне­
ния ^  Ак(х,и,и\ и"......u'm)) fk(\y) =  0- Решая ОДУ и
подсташ1яя в полученное решение ранее определен­
ную функцию \|/ = vj/(x), имеем решение исходного 
уравнения в частных производных. Данный гео­
метрический метод допускает ряд модификаций. 
Например, можно считать, что у  =  и | 12|.

Аналогичный подход к системам нелинейных 
уравнений в частных производных позволяет их 
сводить к  системам ОДУ 1131.

В работе на примере выписанных выше урав­
нений показано, как, пользуясь предлагаемым 
подходом, можно получать точные решения для 
содержательных задач нелинейной акустики, 
описываемых нелинейными дифференциаль­
ными уравнениями и системами в частных про­
изводных, используя, в том числе, их сведение к 
системам ОДУ.

О РЕШ ЕН И И  УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ Р Е Д А КТИ Р У Ю Щ И Х  СРЕД

Рассмотрим уравнение (I). будем использовать

обозначения —  -  v Y
дх

d v _  
ду г

=  V..... Поло-
Зу2

жим, что v x -  в W y / c l  =  f ( v ) ,  гдеJ( v) — пока неиз­
вестная функция. Для того чтобы v  была решением 
уравнения (1), должна выполняться зависимость

Т v yf  + f  = /ит v yy/ ( 2 c 0) . (4)
Здесь и далее в этом разделе штрих обозначает 
дифференцирование по v.

Теорема 1. Если функция /(v )  удовлетворяет 
уравнению

Г
2£о

/и
4 c v -
41

+ С

+ & S -  
спт

6г
с„тх

е О

Со

+

= 0,

(5)

где С =  const, С > 0 , и на начальном многообразии 
выполняется зависимость (4), то решения уравне­
ния vx - z v v y jc l  =  f(v )  являются решениями 
уравнения ( I ).

Доказательство. Покажем, при каких услови­
ях совместна система xvyf  + f  =  mxvyy/(2c0), 

vx — 8v v у/ Сц =  f(v ) .  Выпишем дифференциаль­

ные следствия соотношения vx - e v v y/ c(j =  f(v): 

vxt -  8  VVyx/  Co =  f ( v ) v x +  8  VxVy/ Co ,

-  E V V ,,/C o  =  f ( v ) v y +  8 v j/iC o  .
Из соотношений (4) и (6) определим вторые про­
изводные функции v(x,y):

vyy =  2c„Ix V y f  + f\ /(m x),

vxy = +  e v 2/c,, +  2e v[xvy f  +  /|/(c„w x).

( 6 )

= f  , 2e 
f  + ~2 VVy  

Co
f + - 2 V y

Co

2s2 „2
c0m \ x I 

Для того чтобы условию (4) и соотношению 
vx - z v v y lc l  =  /<v ) удовлетворяла одна и га же 
функция v(x, у), потребуем равенства третьих 
смешанных производных и выполнения соотно­
шения Vx - Б W y /c l =  f(v ) .  Получим

v  =  f  , / 1 2е у  f  /(CpW) -  6б V (с ,|/и т)1  

Г  + 4е/ ' / (спт )  

v  _ (//w)|2co/"-6e/(c„T)| 
f "  + 4 e /,/(c0w)

Учитывая, что vxy =  vyx, получаем уравнение для 
определения функции Д v):

= 0 .

(7)

Г 2£» Ч с . - 1 + с + 4бС / -. 6е rcCv Л
т чС) у с„т сптх С„

3 АКУС ТИ Ч ЕС КИ Й  ЖУРНАЛ том 61 №  5 2015



57Х Р У Б И Н А . УЛЬЯ Н О В

что и требовалось доказать.
Переходим к  решению полученного уравнения 

(5). Выпишем его решение, п о л о ж и в /1 =  p(v). 
Функция р{ v) удовлетворяет линейному уравнению

2с„
т

Отсюда

4 c v - i ] + c |  + ^ / > - - ^  
Uo )  J Сит с0тх

6е [ eCv2
Со

- 1 = 0 .

Р = • +
ж , 2 со■V + С -  

V с„т т

6с
с0тх

2е‘С' v i , еС(С/и-4с0)„2 2с„

Зсп/и 2ср/и
v ' - C v  +  ̂ v

т

m :v + c _2£o
/И

Л = const.
Тогда

/  = e v 2/(2cqt) -

-  (4с0 + Cm)v/(4Cc0x) + с0(2с0 + Ст)/(4С2ет).
Как показано выше, решения, удовлетворяющие 
условиям теоремы 1, удовлетворяют соотношени­
ям (7). Подставим в эти соотношения функцию 
(8) и решим полученную систему уравнений. По­
лучим

( 8 )

— х  + - у  = - \С  +  ' ” / (4c ° T>t f v . 
Ст т J  /

(9)

Обозначив — х +  - у  =  z, имеем v =  v(z). Подста- 
Ст т

вив в ( I )  v(z), получим ОДУ

[С  Со .
^ - ~ v z =  v zz

Со

т
2с о

- - U V
С с„2

(Ю)

Перейдем в уравнении (10) от функции v(z) к 
функции z(v). Получим

(И)

Нетрудно проверить, что решение (9) удовлетворяет 
уравнению (11), а следовательно, и уравнению (1). 
Замечание. Уравнение (1) можно записать в виде

1
>

- ± v 27 --§-7 + 7 m

1с Со 2 Со' ,2 с() с  с2 J

£  £ Т  2Vx - - W y - - V y =
Со С0

+
,2со с„

и приравнять обе части данного уравнения к / v ) .  
Далее, аналогично предыдущему рассмотрению, 
найдем такую ф ун кц и ю / v), для которой получен­
ная система уравнений

£  Е Т  2 п  \
v x ----2VVy ----2Vy =

Со
2

Со

m i + z iv
2С(, ей .

V y y -  TV V = / ( v )

будет совместна. Тогда решение первого уравне­
ния выписанной системы будет решением урав­

нения (1), если на начальном многообразии вто­
рое уравнение системы обращается в тождество.

О решении УРАВНеНИЯ
М О ДИФ ИЦ ИРО ВАН Н О ГО

н ед и н ейно-а к у с т и ч еского  подхода

Рассмотрим уравнение (2). Обозначим р‘ =  /• и 
перепишем уравнения (2) в виде

1 + З у-1  г

+

4 Р»

(Y +  1 H Y -3 )  1
4

Ь

Со

г х  -

4
Pol J

1 + 1 1  л +
2 с0р()

Гг - У -  I Ь

2сор0
1 + Y - 3  г

2 р„.

4 спро Т 

. J t - r
л 24с„ро

2Г, =

д1 ггх = — , гт = ^ ,  г „  = 
дх дх дп

г „ = д 2г 
дхдх

( 12)

Будем полагать, что г =  Д у (х , т)). Тогда v|/(x, т) =  
=  const — поверхност ь уровня функции г, гх = r'\\ix,

г, = r> t, г„ = Г>:’ + г> „, rxz = r> xV|/, + r> „. 
Здесь и далее в этом разделе штрих обозначает 
дифференцирование по независимой перемен­
ной ц/. Подставив эти выражения в уравнение 
(12), получим соотношение

4 Ро

Y + M  г +

+ (у + i)(y -  3) 1
4 с0

г
г

VPo2 .

2 с„р„ 
2"

- 3r 1 ^ w ^ = l - f 1+ V i ] x4 CqPo 2с0р 0 V 2 р „ ;

х ( г > 2 + г > „ )  - - р г - ( г > хч/х + г > „ ) .
4с0р0

(13)

Пусть в выражении (13) v|/t *  0. Поделив каждое 
слагаемое на ц/,, положим, что

—  = / i(V ) . V , = / j(V).
^  (.4 )

^  = / 3(V), ^  = /.(¥ )•
V i  V ,

Этого достаточно, чтобы соотношение (13) стало 
ОДУ. Из соотношений (14) следует, что \\ix =  
= / ( v j/ ) / ( y ) ,  и из равенства смешанных производ­
ных получаем, что vy =  \|/(г), где z =  ах +  ст, а =  const, 
с =  const. Но тогда можно считать, что г =  riz ), и 
уравнение ( 12) привести к ОДУ
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4 р J  ' 2 с0 р„ ‘  4

(15)
4 с0ро

Y - 3  г

с0 ЧРо

2с«р0
1 +

2  Рп

г..с1 ----Щ— г.,ас.
4соРо "

г,, = / • > ,  + г „  = r " v ,V t  + / • > „ .  Подставив
эти выражения в уравнение (3), получим

'•"(чм'х " (г’2 + /т > ; +
\ 2 / с„р0

+ '•’ ( v , .  —  =0-
\  2 / с „р „

(16)

Пусть v|/t *  0. Разделим каждое слагаемое в
2Выпишем некоторые точные решения уравне­

ния (15).
1) Если у =  3 и z =  с(х +  с„т), то r(z) =

=  (2clpl)z/(bc) + к, к  =  const.
2) Если /•(<:) имеет обратную функцию, то, полагая 
г. =  /;(/-), получаем линейное уравнение, которому Тогла Уравнение (3) можно представить в виде
удовлетворяет функция р(г):

уравнении (16) на у ;  и положим, что

(Ч'хЧ'т -0 .5 c 0v } ) / v i  = Д ч ')•

( \ \ ix, - 0 . 5 c 0y yy) / \ \ i ;  =  /,(ч/). Ч' tt/ v ? = /:(Ч»>-
(17)

> 0р()
1 + I z I l  Ъ __ 5£_

2 PoJ 4cqPo .
ас Р +

4 с0ро
Отсюда получаем, что

[(у -3 )с г  + рц{2с-5ос „)]<1Нт" d r
- I .

(у—1)/<у—3) (

л + |[(у  -  3)сг + р„(2с -  5йс„)]''/,у "л(г)(/г

Зу -1  гц -  const, /!(/•)= ! +
4 ро

а -  

2"
С.

У + 1 1 г  | (у + 1)(у -  3) I Г Г_

2 с„Ро 4 с0 Vpo
В частности, уравнение (2) имеет решение вида 
г  =  М  +  УУ/(г +  £), где А: =  const,

Л/ = 4р0[ —(Зу -  I) ±  />1/2] / (  13у2 -  24у -  29),

/> = (5у* -  29у2 + 43у - 35)/|2(у -  3)|.

=  [(Зу -  7)/>]/[(у + 1)(у — 3)cq] ,

г / -  —  (г'2 + гг") + г/, — —/г'/2 = 0. 
соРо соРо

Покажем, при каких функциях Д у ) ,  / 1(4/), Уг(Ч/ ) 
система (17) совместна.

Теорема 2. Пусть/ ^  const. Если система урав­

нений (17) совместна, то / ,  = / ,  = |(3/ ' 2 -

- 4 / Г ) ± / ,2|/(4Л ,  вторые производные функции 
v|/(x, л:, у) удовлетворяют зависимостям

= 0.5с(,/,чГу + ( fh  + Л у \ ,  Ч'л = /зЧ'.Ч'у. Ч 'и / Ч 'г  =  / > ( v ) -  Ч'лд =  |0 .2 5 с (, / 2ч4  +
+ c04 /;V ;(3 //2 + з/ •  -  зу,) + ч с Д /Д  + г л  l / v J .

= Ю .а д ч » ; + (3//. + ЗУ -  2/,)ч/2 4' ,1/ч'г. 

чч, = Д чч  + 2<л + г  -  f W J c 0.

Доказательство. Рассмотрим первое уравне­
ние системы (17):

(ЧЧЧЧ “  0.5с„ ЧЧ)/чЧ = ДчЧ- (18)
Выпишем для уравнения (18) систему уравне­

ний характеристик

z = (у + 1)(у -  3)
(у2 + 4у -  37)с0р0 .

4(2 - у ) Л / - ^ - 1)роу - З
Д- + т.

^  = V . - 2 V „  &  = * ~ с ¥ „  ^  = о.
г/л </л г/л y/.V
c/vp. з г/»|Т. 2
- “  = / > « .  - T i  = /V iV x .

О Р ЕШ ЕН И И  УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ О ГРАН И ЧЕН Н Ы Х ЗВУКОВЫ Х ПУЧКОВ

d y , 2
,  -  . , .  . , . л ,  - 7 ^  =  / 4 ' , V rЛ  f/л г/л

(19)

Расширим систему (19) до производных второго по­

рядка. Для этого распишем подробнее^ 1 = v|/„ — +
г/л ' ‘ г/лРассмотрим уравнение (3). Обозначим р' =  г.

Считаем, что г =  r(\\i(x, у . т)). Тогда vi/(.v, у, т) =  dx dy ... з
=  const -  поверхность уровня функции г, и. ис- +  V »  + V =  / Ч'г- Подставив вместо произ­

водных от независимых переменных их значения 
из (19) и продифференцировав полученное выра- 

-.2 . _2. . 2 . жение сначала по т, а затем последовательно по л:
'  '  = ~  = /•„, = rvv, имеем (здесь штрих и по у, получим первые три уравнения. Проделав

d r . (̂  = г дг = г1

ду " дт '

дхдх дт ду‘ d y y
обозначает ди((х|)еренцирование по переменной \\i) аналогичные действия с — получим последние

гх — г\\1 х, гу — r \ \ iy, гх — /•'<(/.. /•„ = г ЧС + г\]1 хх, уравнения системы:
г/л
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^  = -2 y l l¥ xx + 2 / y ’ t + 
ds

+ 2 / ’у  „ у 2 + c0V v  + / > ?  + 3/'Ух¥хх.

= -4 'ttV x* + 2 / y  tty ,x  + 2 / " y „ y , y  t -  
ds

-  у  «  + WtyM'.r.v + / " v lv jr + з / 'у 2у ,х ,
= - у „ У , х  + 2 /y  ,ty  l y  + 2 /* y  tt\|/ Tv|/ y  -  

ds

~ V u V v  + С о У т у У у у  +  / " У х У у  +  3 /> ;V ,y .  (20)

d Vyy
л- = - 2 v „ v * r  + 2 /V w +

( 21 )

+ 4 /* y v y ty ,  + c0Vyy + / >  ; y ;  + /> ? ¥ » .

= "УхуУхх + 2 /V y tV „  + 
ds

+ 2 / 'у хуу ху х + y x, y tx + cWyy4V +

+ /"У хУ хУ у  + 2 /> tV y V t*  + /> ;4 '. ,y

Потребуем, чтобы второе и третье уравнения си­
стемы (17) были первыми интегралами системы 
(20). Получим зависимости, при которых это бу­
дет и меть место:

-2 у ТхУхх + 2/ у 2, + 5 / V xx'Ht + Covh + / > ?  “

-  2 / , / > :  -  0,

-0 .5с0|2/ч/ту + 4 / >  v y ty ,  +

+ c0y j ,  + / ’V xVy + /У х У у у ! -  2 / | / > t  -

- V tiV «  + 2 /V x ,V «  + 2 /> х ,у ,У х  -  v L  +

+ 2c0¥y,¥xy + / ”УхУх + 3 / y 2y „  = 0.

К  соотношениям (21) добавим дифференциаль­
ные следствия уравнения (18) и второе и третье со­
отношения (17):

У  , х У х  +  У х х У т  “  с о ¥ у ¥ у х  -  / > х  -  2 / V x V x x  =  0 . 

¥,л¥х + УхУ .„ -  соУ уУ ху -  / '  у ;у х  -
-  2 / у ту „  = О,

УхУу, + У,Уху -  

-  СоУуУуу -  / 'У  ,2Уу -  2/УхУут = о,

(ухх — 0.5с0у ,.,.)/у j =  / , ( у ) ,  У х х /у ; =  Л (У )-

Определяя из системы (21)—(22) вторые произ­
водные функции у(т,х,>») и требуя тождественно­
го выполнения всех указанных уравнений, полу­
чаем, что

( 22)

У  хх = 0.5с()/ , у ;  + ( f f 2 + Л У х .  У ух = / г У х У у »

У у у  = / г У у  + 2 ( Л  + f - f W j c o ,

У х у  =  |0 - 5 с „ / 2у  ’  +  ( 3 # 2 +  3 / '  -  2 / , ) у :  у  , | / у , ,

У хх = |0.2 Зс'оЛУ v + с0у,2Уу(3#2 + 3 / ' -  3 /,) +

+ У х/ ( / / 2 + 2 Л ] /У х,
где / 2 = - Г / Г ,

/  = 1(3/'2 -  4 /П  ±  /  21/(4Л .
что и требовалось доказать.

Если полученные в теореме 2 условия выпол­
няются, то уравнение (16) принимает вид

гу --- §-(/.■2 + гг") +

СоРо , (23)

+ 77КЗ-/"2- 4 # " )  ± / ' ' I  + —  r r ' L r  = 0.4 /  с0ро /
Здесь/(у) — произвольная функция. Уравнение
(23) обращается в тождество для любых с0, р(|, с, ес­

ли г  = AyfJ ,А = const и в выражении для функции/,  
выбран знак минус. Если в выражении для/, вы­
брать знак плюс, то соотношение (23) будет обра­
щаться в тождество при л юбых с0, р„, к  тол ько тогда, 
к о гд а /=  0. Мы этот случай не рассматриваем.

Итак, мы получили, что решение уравнения
(3) сводится к  решению уравнения (23), если по­
верхность уровня у (т , х, у) =  const определяется 
из уравнения (18). Чтобы определить г =  г(т ,х , у), 
обратимся к  решению этого уравнения. Решая 
систему уравнений характеристик (19), получаем

Ух =
х/2f ( a - s ) У у

С(у,а)
■J(a-s)'

da -  s
r  C2c0f  + f

Ш  •
a = const.

(24)

t  = 7 2 ( / - c V ' ) ^  + 8.

______ (25)

*  = - ^ ( f l  -  S) + g „  y  = 2C e ja  -  s + g2.

В общем случае можно положить, 4TOg =  g(y, а), 
g, = g ,(y ,  cx),g2 =  &(У> «)■ тогда формулы (25) зада­
ют переход к независимым переменным {5, у ,  а}, 
если тождественно выполняется соотношение у  г  
= у(т(5, у ,  а ), x(s, у ,  а ), t (s, у ,  а)). Это соотноше­
ние будет обращаться в тождество, когда

I = VxTv + У х *у + У уД ., (26)
0 = y tTs + у хх, + у Уу „  0 = у тт„ + у хх „  + у Ууа. 
Второе соотношение (26) выполняется тождествен­
но. Подставляя в первое и третье соотношения (26) 
значения соответствующих величин из (24), (25), 
придем к  следующим необходимым условиям:
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I s- + ̂ ( С 2с0/  + / )  + (̂ C y f 2 f  = О,
щ I о у  (27)

I е  + ^ ( С 2с(1/  + / )  +  ^ с Д г  =  0.
г а  ш  е?а

Соотношения (27), в частности, выполняются, если 
,? =  const, g, =  const, g2 =  const. Далее, зададим функ- 
ц и и /(у ), C’(v|/, а ). Определим \у(х,х,у), исключив а 
и s из формул (25). Подставим найденную функцию
v|/(t, л , у) в выражение г  = A-Jf(\\i(x,x,y)). Получим 
г = г (х .ху), которое будет удовлетворять уравне­
нию (3).

Рассмотрим для примера один частный слу­
чай. Пусть # =  £| =  g2 =  0 , / =  M\\i, С — Кц/а. Тогда, 
подставив эти значения в (25) и исключив из полу­
ченных выражений 5 и а , найдем, что /  = М\у =

=  [ у 2/(2с„лг2) -  t/ jcJ и ,  следовательно, г = A~[f =

=  А \]у2/(2с0х 2) -  т/х — точное решение уравне­
ния (3).

Задавая набор других функций / ,  С, g, g,, g2, 
удовлетворяющих условиям (27), и исключая из 
соотношений (25) переменные s и а , будем полу­
чать другие функции Ц1 (х ,х ,у )  и другие точные ре­
шения уравнения (3).

О СВЕДЕНИИ С И С ТЕМ Ы  УРАВНЕНИЙ 
ЭЙЛЕРА К  С И С ТЕМ Е ОДУ

Этот метод можно применять и для исследова­
ния систем нелинейных дифференциальных урав­
нений.

Выпишем систему уравнений Эйлера в виде [8 |
ЛУ—  + (VV)V
-dt

Р
Vpo

(28)
—  + div(pV) = 0, S- 
dt A,

Здесь у =  const — показатель адиабаты, V — вектор 
скоростей с компонентами и, v, w.

Пусть и =  н(\|/), v  =  v(vj/), w =  w(\\i), p =  p(V|/). 
Тогда систему (28) можно представить в виде

(1 + и/, +  v f 2 +  w f ) u  + (УА, / Ро)У|Р,? 2|р' =  0,

(I + и /  + v f2 + w f)v  + (уд ,/P(i)/3plY ’lp' = 0, (29)

( \ + u f +  v f ,  + \yf)w + (УА,/p l ) f p ‘ 2lp' = 0,
(I + u f + v f 2 + w/,)p' + p fu  + p f2v + p/,w' = 0.

Здесь (при предположении, что vj/, *  0) /,(v|/) =
=  Ул/ЧС f i (V )  =  4>y/V„ Уз('Р) =  V :/4 ',- / i(V )-/2 (V )- 

/ ;(v |/) -  произвольные функции. Штрих (') обо­
значает дифференцирование по \\1 .

Чтобы система (29) имела нетривиальное ре­
шение, определитель при производных должен 
быть равен нулю. Приравнивая определитель ну­
лю. получаем

Р = Pod + u f  + v f l  + WA V  

. У Р о ( /2 + f i  + f i )

2-|1/<У-1»
(30)

Нетрудно проверить, что зависимости /,(\|>) =  
=  V ,/М'/./з(М/) =  ЧУЧЛ имеют место, ес­

ли vj; =  \\i(s), s =  I +  f x  +  f y  + f yz. Тогда можно счи­
тать, что V =  V(s), р =  р(s ) ,f (s ) .f2(s )J 2(s).

Далее продемонстрируем как в частных случа­
ях, задавая конкретный вид произвольных ф унк­
ций, можно сводить систему уравнений Эйлера к 
системе ОДУ. Положим, что f ( s )  =  /,(л) =  /,(л) =  5, 
тогда система (28) сводится к системе ОДУ

гt l \+ S(i/ + l/+ H ’) |—  +
ds

УРа 

УРо
sp«-»d£ = 0,

ds (31)

где.

s =

согласно

t
- x - y - z

(30), имеем

pjj|l+s(M + y  + w)| 

Зу а а ’

-|i/(r-i)

Положим, что/ ,  =  / ,  = / ,  =  \/s , тогда система (28) 
сводится к системе ОДУ

| 5 ± ( «  +  V  +  w ) | — ±
ds Р6

Р =

'Г - 2 , ^ 0 ,
ds

2-ll/(r-l)
(32)Po.v~V ±(u  + v  + w) |2 

УРо

_ t ± yjt2 +4(.v + у + z)
2

Положим f  =  s , f2 =  1Д,/3 =  I , тогда система (28) 
сводится к системе ОДУ

+ ( S  -+- U S '  -  V  +  S W ) —  +
ds

Т ( 5  +  U S  '  -  V  +  5VV) —  ±
ds

+ ( 5  +  U S 2 -  V  +  .VII’ )  —— +  
ds

m |p < r-2»52 dp =  Q 
ds

p<^)^P  = 0,

Po 

YPn 
Po. 

YPo"
Po

ds
f

P = Po(s —  2 ,
+  U S  -  V  +  5>v)

р<*Л^£ = о,
ds

23'Ay-D

(33)

У А ,(5 4 + 5 2 +  1)

s =_ H I + Z)±sl(l + Z)2 -4y(x-T) 
2(-v -1 )

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е
В статье применение геометрического метода 

для получения точных решений уравнений нели­
нейной акустики иллюстрируется на примере 
трех уравнений, но данный подход может исполь­
зоваться для решения и других нелинейных урав­
нений в частных производных, встречающихся в
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нелинейной акустике. Для рассмотренных уран- 
пений также могут быть получены другие точные 
решения, если задавать другие начальные поверх­
ности.

Применение геометрического метода к  системе 
нелинейных уравнений в частных производных Эй­
лера позволило свести эту систему к  системам ОДУ 
(31), (32), (33). Этот процесс можно продолжать, за­
давая разные ф ункции/|(«|/),^(ху),^(«|/).

Следует заметить, что существует достаточно 
много методов получения точных решений. Биб­
лио! рафия по этому вопросу займет не одну стра­
ницу. Особенность нашего подхода в том, что он 
позволяет не только получать серии точных реше­
ний, но и замечать особенности развития процессов 
|9, 14|. Так, нетрудно заметить, что для наблюдения 
за процессом, описываемым уравнением (2), доста­
точно задать начальные условия на одной поверх­
ности уровня и затем получать решение на других 
поверхностях уровня. Иное поведение наблюдается 
в случае уравнения (3). Здесь, чтобы получить об­
щую картину, нужно на каждой поверхности уровня 
что-то задавать. Существуют такие процессы в не­
линейной теплопроводности, когда возмущение из 
одной точки распространяется по типу конической 
рефракции, и это позволяет заметить наш подход к 
получению точных решений 1111.

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке в рамках проекта "Разработка новых 
аналитических, численных и асимптотических ме­
тодов исследования задач математической физики 
и приложения к  обработке сигналов”  Комплексной 
Программы Ф Н И  УрО РАН и Программы государ­
ственной поддержки ведущих университетов РФ 
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