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Рассмотрена задача о рассеянии изгибной водны от двух цепочек из механических резонаторов, ха­
рактеризуемых эффективной проводимостью. Эта проводимость реактивная для резонаторов пер­
вой (нижней) цепочки и комплексная для резонаторов второй (верхней) цепочки. Пространствен­
ные периоды обеих решеток одинаковы. На верхнюю цепочку наклонно падает плоская гармониче­
ская изгибная волна, рассеянное поле от цепочек получено в виде суперпозиции однородных и 
неоднородных брэгговских спектров. Интенсивное рассеяние волны происходит только при взаим­
ной компенсации реактивных компонент эффективной проводимости резонаторов и комплексной 
проводимости излучения. Пара цепочек с периодами, не превышающими половину длины изгиб­
ной волны, является эффективным изолятором изгибной волны. В полупространстве за первой це­
почкой нулевая спектральная компонента рассеянного поля полностью компенсирует падающую 
изгибную волну резонансной частоты. Пусть вторая цепочка расположена в одной из пучностей 
смещения суммарного поля падающей волны и нулевого рассеянного спектра. Тогда при равенстве 
активных компонент эффективной проводимости резонаторов второй решетки и комплексной 
проводимости излучения падающая изгибная волна полностью поглощается этими резонаторами.
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На практике для создания виброизоляции из- 
гибных волн в  стержнях и пластинах применяют 
механические резонаторы [1—41. Простейшим ре­
зонатором является пружина с грузом [5J. Э ф фек­
тивным устройством изоляции изгибных волн яв­
ляется волноводный изолятор [6—9J. Он пред­
ставляет собой сетку одинаковых резонаторов, 
прикрепленных к пластине на малом расстоянии 
друг от друга.

В работе [101 было исследовано рассеяние 
плоской изгибной волны в пластине от цепочки 
одинаковых механических резонаторов (пружин 
с грузами) при наклонном падении. Рассеянное 
поле представлено в виде суперпозиции однород­
ных и неоднородных брэгговских спектров. Рас­
считаны амплитуды рассеянных спектральных 
компонент на резонансной частоте. При периоде
цепочки, меньшем 7.(1 + sin 0) где 0  — угол паде­
ния, X — длина изгибной волны, только “ нуле­
вые” рассеянные спектральные компоненты яв­
ляются однородными. Тогда при отсутствии дис­
сипативных потерь в резонаторах падающая 
изгибная волна полностью отражается от цепоч­
ки. При резонансной частоте сумма падающей и 
отраженной волн даег стоячее поле, его узлы и

пучности смещения расположены на соответ­
ствующих линиях, параллельных цепочке. Поме­
стим в одной из пучностей смещения вторую це­
почку, отличающуюся от первой наличием трения 
в ее резонаторах. Можно ожидать, что при опре­
деленном трении в резонаторах второй цепочки 
эта пара цепочек будет эффективным поглотите­
лем изгибных волн резонансной частоты. Ниже 
рассчитана виброизоляция пары параллельных 
цепочек из механических резонаторов, характе­
ризуемых эффективной проводимостью. Эта
проводимость равна У0П) = iX 0 для резонаторов 
первой (нижней) цепочки и равна К00> = R 0 + i X 0,  

где /?,, > 0, для резонаторов второй (верхней) це­
почки. Пространственные периоды обеих цепочек 
одинаковы. Пусть пластина лежит в плоскости ху, 
первая и вторая цепочки совпадают соответственно 
с линиями у  = 0 и у  = - И .  На этих линиях резона­
торы расположены в точках х  = x s =  sL , где L  — пе­
риод цепочки, s  — любое целое число. Из полупро­
странства у  < - Н  на резонаторы падает гармони­
ческая изгибная волна

И'оОбу) = A exp[i(k"x + k°yy ) \ , (1)
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где А — амплитуда смеш ения, к'1 и ку — соответ­
ственно проекции волнового вектора падающей 
волны на оси х  и у, временной множитель 
ехр(-/о>0 опускаем. Поддействием этой волны ре­
зонаторы колеблются и создают на пластине то­
чечные нормальные силы. Обозначим через н',(х,у) 
и w2(x,у) поля смешений в пластине, создаваемые 
цепочками точечных нормальных сил, действую­
щих налиниях у  = 0 и у  = - Я .  Полное поле в пла­
стине равно w = w0 + w, + w2. Структура рассеян­
ного поля определяется периодом  цепочек  резо­
наторов и величина w (x ,y)exp (-ikyx)  является 
периодической функцией х с периодом L. Обо­
значим через F, и F2 амплитуды нормальных сил в 
точках (х = 0,у  = 0) и (х = 0,у = - Н )  соответствен­
но. Тогда амплитуды нормальных сил в точках
(х = х 5,у  -  0) и (х = х „ у  = - И )  будут f \  exp(ikQxx s) и
/-, exp(/A(Xs). Поля w, и w2 удовлетворяют уравне­
ниям

5=+'Х>

Aw, - A V f = —exp(ik'lx)iiy) ^  8( x - x s.),
S=-cO

S=+<*>
Aw2 -  A4w2 = — exp(iknKx)5(y + H ) ^  8(x -  xs),

S=-*>

где k  = (со3 p / 0 ) l/4 — волновое число изгибной вол­
ны, Д = V3 — оператор Лапласа, р и О  — соответ­
ственно поверхностная плотность и изгибная жест­
кость пластины. Решения этих уравнений находятся 
методом Фурье и имеют вид

w (ТТ> = X *1  . 
4 k 2LD

( 2)
[**,'Х + ку М>]+ ^ e x p [  

a  1
j k xx  ~  a ” y |] j .

V  'У f  1 ex-гчГ UTnv j. t " l u  , „к1 i
^ 4 k 2LDп U "Г у

+ Ky \li + y\) | +

+ ~ ехр[ - a  | H + 4a J

(3 )

где к"х = кх + п 2 к [L , k" = -Jk J -  (к”)2, а "  =

=  + (А")2, суммирование производится по
всем целым п. В фигурных скобках первое слагае­
мое есть однородная плоская волна при |а"| < к  и

неоднородная плоская волна при |а"| > к, второе 
слагаемое всегда является неоднородной волной.

Для улучшения сходимости рядов, дающих 
рассеянные поля, точечную нормальную силу, со­
здаваемую каждым резонатором, “размажем” по

площади контакта пластины и резонатора. Тогда 
для смещений w, и w2 получим выражения

J A
‘АкгЮ

if-,

щ Б¥‘,(х Ап

W2 (Х,У) =
(4)

где

фГ' = “  JjJ j k ехР ~ х ' ) + ik" \у ~ у  1]
& I & у

+

(5)

+ - L еХр[/А"(х -  х ‘) -  а " |у  -  у ' | ] |d x d y \

У?» = ^  Ш р ехр ['1 ”(х - х"> + iky \ H  + у ~ У |]+
СГ *- У

+ -^ е х р [ /^ '(х  -  х ) -  a "  | Н у  у -  / | ]  - dx'dy,

(6)

ст — площадь контакта пластины и резонатора.
Величины F, и F 2 получим методом самосо­

гласованного поля. Резонатор, присоединенный 
к пластине в точке (0,0), действует на нее с силой 
Ft, пластина же действует на этот резонатор с си ­
лой (—Т|). Смещение точки контакта пластины и
резонатора равно w(0,0) =  ( - / 71)У/0|1,/(-/(В), где У0(|) -  
эффективная проводимость резонаторов первой це­
почки. Аналогично получим, что смещение пласти­
ны в точке (0, - / / )  равно vv(0,-W ) = (—/^)У0<2>/ (—/со),
где У0<2) — эффективная проводимость резонаторов 
второй цепочки. При учете формул (1) и (4)—(6) эти 
соотношения можно представить в виде

w(0,0) -  А + F ,Y /(-i(о) + F2Y*f( -т )  =

= ( - f , ) C / H  ©).
w(0, - / / )  = А exp  ( - ik  у Н ) + F}Y*/(-i<a) + 

F2Y/(-k,>) = (-F 2) Y ^ / ( - k о).+
где

Y = - how , (0,0)/ F, = -ib)w2(0 ,-H ) /  F2 = 

~  ^  4k 2L D  ’

У* = - /a n v ,(0 ,  - / / ) / / ;  =  - /c o w 2( 0 ,0 ) /  F2 = 

у со¥ Г (0, - Я )
^  4 k 2 LD

(7)

Величина У есть комплексная проводимость 
излучения резонатора, вещественная часть этой 
проводимости равна

R = Re У = £ < о/(4 k 2L D k"), (8)
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где суммирование производится по всем п , при 
которых к"  — вещественное. Величина У* есть 
взаимная проводимость резонаторов первой и 
второй цепочек.

В результате получим систему уравнений для 
сил F, и F2:

( С  + Y)FX + Y*F2 = id) А,
Y*Ft +<Г0(2) + Y)F2 = ia>Acxp(-ikyH). 

Решения этих уравнений имеют вид Fs = тАТ^/Т, 
F2 = i(»A T2j T , где

r  = Y\Y2 - (Y*)2, T, =  Y2- Y*exp(ikyH),
T2 = Yt exp(-ik°yH) - Y*,

Yi = R + i{X(] + X ), Y2 — (R,} + R) + i(X 0 + X ),
X  = Im Y.

Подставляя силы / j  и F2 в формулы (2) и (3), по­
лучим рассеянные поля w, и w2. Полное рассеян­
ное поле равно w, + w2.

Пусть пространственные периоды цепочек не 
превышают половину длины изгибной волны. 
Тогда все рассеянные спектральные ком понен­
ты, кроме “ нулевых” при п =  0, будут неоднород­
ными. Согласно формуле (8) для таких цепочек 
R = (л/(4к ' LDky).  Полагая, что рассеянные неод­
нородные спектральные компоненты сущест­
венно затухают на расстоянии Я, из формулы (7) 
получим приближенно

Y* я ехр(ikyН )а>/(Ак1 LDky) = exp(ik°yH)R.
Интенсивное рассеяние изгибной волны про­

исходит только при взаимной компенсации реак­
тивных компонент эффективной проводимости 
резонаторов и комплексной проводимости излуче­
ния, т.е, при выполнении соотношения Х а + X  =  0 . 
При частоте со, удовлетворяющей этому соотноше­
нию, амплитуды нулевых спектральных компо­
нент полною  рассеянного поля (vv, + >v2) будут 
равны Ау>0 = -А ,

л п f А1,, — /2 /? si n (ку. Я ) е х р ( - /к у IJ)

R0 -  i2R sin(kyH)exp( i kyH )
В полупространстве у  > 0 нулевая спектральная 
компонента рассеянного поля полностью ком­
пенсирует падающую волну ( 1).

Пусть вторая цепочка расположена в одной из 
пучностей смещения суммарного поля падающей 
волны и нулевого рассеянного спектра от первой 
цепочки. Тогда к ''.Я = М  п / 2, где М  — нечетное 
число, и формула (9) дает

А о
у< -Н -  a Ro ~ 2R 

«0 + 2R
( Ю )

При выполнении соотношения /?„ =  2R  эта ам­
плитуда равна нулю и падающая изгибная волна ( 1)

полностью поглощается резонаторами. Величина 
2R  есть вещественная компонента проводимости 
излучения в пучности смещения.

Отражение рэлеевской волны и волн Лэмба в 
твердом слое решеткой механических резонато­
ров было исследовано в работах [11, 12). Новые 
эффективные способы создания виброизоляции 
на основе механических резонаторов предложе­
ны в работах [13, 14]. Обзор современных кон­
струкций вибропоглотителей дан в работе [ 15J.
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