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Рассмотрена задача дифракции высокочастотной плоской волны на бесконечном цилиндре, сече­
нием которого является сильно вытянутый эллипс. Получены асимптотики поля в пограничном 
слое у поверхности. Эти асимптотики содержат параметр, характеризующий степень вытянутости 
эллипса и равный отношению квадрата поперечного волнового размера к продольному. Путем срав­
нения с численными результатами, проведенными вереде pdetool пакета MatLab, исследована точ­
ность аппроксимации и область применимости асимптотических формул.
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ВВЕДЕНИЕ

В (1, 2J получены асимптотики ноля в задачах 
дифракции на сильно вытянутых телах сферои­
дальной формы. Эти асимптотики учитывают 
степень вытянутости тела и корректируют форму­
лы В.А. Фока, в которые они переходят, если сте­
пень вытянутости мала.

Для электромагнитных волн сравнение расче­
тов по асимптотикам на сильно вытянутых телах с 
численными расчетами 13, 4] показало, что эти 
асимптотики дают достаточно высокую точность 
приближения при волновых размерах порядка 
двух—трех длин волн и выше. Данная статья воз­
никла из желания провести аналогичное сравне­
ние в акустике. Поскольку численный счет в зада­
чах дифракции па сфероиде достаточно сложен, в 
этой статье в качестве первого шага рассматрива­
ется задача дифракции на эллиптическом цилин­
дре. Эта задача сводится к двумерной, ее числен­
ное исследование существенно проще и может 
быть проведено средствами MalLab [5].

Задача дифракции на эллиптическом цилин­
дре ин тересна сама по себе. Дело в том, что, с од­
ной стороны, в задаче имеется параметр, позво­
ляющий видоизменять геометрию рассеивателя 
от одного предельного случая — полосы до друго­
го предельного случая — кругового цилиндра. С 
другой стороны, эта каноническая задача допус­
кает разделение переменных, что позволяет пред­
ставить решение в виде рядов по функциям Ма- 
тье. Эти ряды пригодны для счета, если сечение 
цилиндра имеет небольшие волновые размеры.

На высоких частотах эти представления мало 
пригодны. Так, например, в [7] авторы ограничи­
ваются случаем kb = 5 при а/Ь = 0.1. Случай силь­
но вытянутого эллипса представляет дополни­
тельную трудность, связанную с устойчивостью 
вычислений. Поэтому для высоких частот ис­
пользуются методы высокочастотной дифрак­
ции. Однако, если эллипс достаточно сильно вы­
тянут, между областью частот, для которых возмо­
жен численный счет, и областью частот, на 
которых асимптотические формулы классиче­
ской теории дифракции дают приемлемую точ­
ность, образуется зазор, закрыть который и при­
званы построенные в этой статье асимптотики.

При выводе этих асимптотик сечение цилиндра 
рассматривается как сильно вытянутое тело, то 
есть предполагается выполненным соотношение

X -  ~ ~  = 0(1), ( 1)
b

где к — волновое число падающей плоской волны, 
а и b — соответственно малая и большая полуоси 
эллипса.

Параметр % встречался и ранее, см., например, 
|6|, где развивается теория возмущений по этому 
параметру, стартующая с решения задачи дифрак­
ции на полосе, для которой % = 0. Наши рассмот­
рения, проведенные в духе подхода из [I, 2], име­
ют свойство равномерности по х в достаточно 
широком диапазоне значений.

Во второй части статьи проводится численное 
решение нескольких тестовых задач средствами
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pdetool пакета MatLab и полученные результаты 
сравниваются с асимптотическими.

АСИМПТОТИКА ПОЛЯ
Рассмотрим задачу дифракции плоской волны 

частоты (о, падающей на эллиптический цилиндр 
с полуосями a wb. Зависимость от времени при­
нята в виде е и всюду ниже опущена. Введем 
декартовы координаты таким образом, что обра­
зующая цилиндра ориентирована вдоль оси z , ось 
хсоналравлеиа с большой осью эллипса, а начало 
координат совпадает с его центром. Будем рас­
сматривать падение волны в плоскости ху под уг­
лом <р(1. Поле при этом не зависит от г и задача яв­
ляется двумерной. Мы будем пользоваться эллип­
тическими координатами ц, с,, которые введем 
формулами

X = РГ\Ъ у  = fhj\ -  r f  \fe2 -  1, (2)
где фокусное расстояниер определяется полуося-

Преобразования (2) дают у  > 0, поэтому исход­
ную задачу надо свести к задачам в полуплоско­
сти. Это делается выделением четной и0 и нечет­
ной и| по у  частей поля. В частности, падающая 
волна представляется в виде

и'(х,у) = «;(*,|у|) + /sign(y)«,'(x,|y|), 
где

"о(АУ) = е'кст,‘’а cos(ky sin <р0), 
и\{х,у) = e,*tos<l>” sin [ку sin (р0).

Задачи дифракции для и0 и ил можно рассматри­
вать в полуплоскости у  > 0. При этом «0 удовлетво­
ряет условию Неймана на границе у  = 0, а м, — 
условию Дирихле.

Поверхность цилиндра задается условием
E, = -j= = ^= . Ввиду предположения (1) эта коп- 

ч Ь 2 -  а 2
станта асимптотически близка к единице и пред­
ставляющая интерес область значений радиаль­
ной координаты е, также отвечает \  «  | . В связи с 
этим введем растянутую координату

T = ^ < g - I )
X

так, что т = 1 на поверхности.
Следуя методу параболического уравнения, 

выделим быстро осциллирующий множитель
ф ,у )  = е кщи(х,у).

Тогда в старшем порядке по kb получим для U па­
раболическое уравнение

- Щ - (3)
-  iyj\ и  + yjx il = 0.

Разделение переменных в (3) позволяет написать 
элементарное решение в виде

( x x)~l/4( i - л 2) 1/4( [ 7 ^ ]  F(~hkx^ <4 )
где F(z) — некоторое решение уравнения Уиттеке­
ра [9]

n z )  + ( - -  + -  + - r i) r ( .z )  = 0. (5)
\  4 Z 16z )

Нас будут интересовать следующие три функции 
Уиттекера, являющиеся решениями уравнения (5) и 
характеризуемые своими асимптотиками:

M x - I / 4 ( z )  =  z ‘/ 4 ( 1  +  0 ( z ) ) ,  z - >  0, (6 )

MKI/4(z) = z:/A (1 + O(z)), г 0
и

= Щ.мФ) ~ z V J' \  \z\ -> -ко, 
a rg ( ? )  <  л .

Четная часть поля. Рассмотрим сначала четную
часть поля. Выделяя из и'(1 быстро осциллирую­
щий множитель и раскладывая получающуюся 
функцию но обратным степеням параметра kb, в 
старшем порядке получим

/ ikp11 , г /uQe P' * U 0 =

= exP ^ ( x T - a 2) r i)c o s ^ l  - p 2Vxx а ) ,

где a  = ^„(кЬУ1' будем считать величиной поряд­
ка единицы.

При разложении f/„ по элементарным решени­
ям (4) в качестве F удобно взять функцию Уитте­
кера 4/;..-1/4(-'Xх) > которая дает решение параболи­
ческого уравнения, удовлетворяющее условию 
Неймана при т = 0, и функцию Уиттекера 
ИХ -,/4(-/хт), которая дает решение, удовлетворяю­
щее условию излучения. Тогда общее решение мож­
но образовать из элементарных решений (4) пугем 
интегрирования по параметру разделения:

(7)
х {М-К |/4(-/хт) + /',(1И/Х-|/.|(-/хх)|г/Х.

Здесь контур интегрирования и подынтегральные 
весовые множители £20 и R{i пока произвольны. 
Требуется лишь сходимость интеграла и возмож­
ность произвести дифференцирование под зна­
ком интеграла дважды по т и один раз по ц.

Если в формуле (7) положить R{) = 0, получен­
ное решение будет удовлетворять условию Ней­
мана при х = 0, и, поскольку таким же свойством 
обладает падающее поле U{h можно найти такую 
функцию Q0, чтобы выполнялось тождество
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=<Х*) '/4 ( l “  Л 1) х

/  _  V  ( 8 )X Jqh(a)[—I lJ М; ^(-ijx)dX.

И левая, и правая части этого равенства являются 
решениями параболического уравнения (3), что 
позволяет проделать некоторые упрощения. Функ­
ция Qjj, являясь весовым множителем при разделе­
нии переменных, не зависит от т. Однако т входит в 
уравнение (8) лишь посредством произведения ух. 
Таким образом, Q,, не может зависеть и от %. Бо­
лее того, в левой части равенства, is выражении
для U q, произведение х т  присутствует симмет­
ричным образом с - а '.  Поэтому, если ввести но­
вую неизвестную

Аа(к) =

то она не будет зависеть и от угла падения. Тогда в 
уравнении (8), переписанном для Л(к), можно вы­
брать любые удобные значения т и а . Наиболее 
простой вид получается при т —» 0 и а —»0. С уче­
том асимптотики (6) имеем

|Ч ( ^ ~ Ж  (9)
V I+.9 J

где положено

Если в уравнении (9) выбрать путь интегрирова­
ния вдоль мнимой оси, интегральный оператор 
легко отождествится с обратным преобразовани­
ем Меллина [8]. Тогда решение выражается инте­
гралом

/а
а д х

. ' - Х-З/4
А) = I ~ г  ds' 'I b l  J Vl +5о

вычисляемым в гамма-функциях. Окончательно 
имеем

л ° Ш 1'
г - + х  г Ц - х

Таким образом, множитель определен и 
четная часть решения задачи дифракции может 
быть записана в виде

X Л//(,_1/4(га2){Л /(,_1/4(-/хт) + Л«И ,̂,-1/4(-/хт)}Л .
Здесь переменная интегрирования / = -Гк.

Множитель R() может быть выбран из требова­
ния, чтобы поле и0 удовлетворяло граничному 
условию на поверхности цилиндра, то есть при 
т = 1. В случае жесткой поверхности находим

r0 = r;; = - щ Н х )
4/Х^,7.-1/4(-/х) + К .  1/4 И х )

а в случае мягкой

И'/,-Л_,/4(-/х)
Выражение (10) описывает волну, бегущую по 

поверхности в положительном направлении оси х. 
Эта волна достигает правого конца эллипса, где 
она частично излучается, а частично продолжает 
движение вдоль поверхности и формирует обрат­
ную волну, бегущую по поверхности в направле­
нии отрицательных*. Эта волна может быть пред­
ставлена в виде, подобном представлению (10), с 
той лишь разницей, что теперь отсутствует пада­
ющая волна и направление распространения про­
тивоположно, то есть

и о
л/х^>/«\/| -  Ф

+о:/ \Н
г М г ( - + / / )
4 i  + nJ 14 / ( П )

X Л/,/,-1/40'а2)/о(/ )ЛоИ ,̂ _1/4(—/хх№- 
Для удобства амплитудный множитель в подын­
тегральном выражении (И ) представлен в виде 
произведения амплитуды прямой волны и допол­
нительного множителя гп, который можно вос­
принимать как коэффициент отражения прямой 
волны от затененного края цилиндра.

Для того чтобы найти г0, необходимо рассмот­
реть асимптотику поля вблизи * = Ь, то есть при 
т] —> 1. Поступим так же, как и в [4J, будем при­
ближать эллипс вблизи его конца параболой с 
подходящим образом выбранными параметрами. 
В параболических координатах (г, ту).

х = P + W~ 2 V\  У = vw (12)
уравнение Гельмгольца допускает разделение пе­
ременных и имеет элементарные решения вида 

F(iv)F(iw), (13)
где /'(/у) и FQW) — решения уравнения Уиттекера (5), 
но, возможно, разные. Чтобы получить волну, бе­
гущую по поверхности (если бы кривизна была 
мала по сравнению с длиной волны, это была бы 
волна соскальзывания) и, следовательно, удовле­
творяющую условию излучения по переменной ту, 

в ( 13) положим F(iw) = JVir ,/4(-/w). Из условия чет­
ности поля следует положить F(iv) =  Ми _1/4(tv). 
Таким образом, четная часть поля вблизи зате­
ненного края цилиндра представляется в виде

"о - \ a ( t ) M iu . l/,(/v)B/,-, _|/4(-/н')а'/ (14)
с некоторой амплитудой а(1). Решение (14) долж­
но сшиваться с суммой полей прямой волны и0, 
имеющей асимптотику' (10), и обратной волны uv 
Несложно установить, что парабола, аппрокси-
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мирующая поверхность цилиндра, задается урав­
нением w -  X- Это позволяет считать w ~ ух, тогда 
функции в формулах (10), (11) и (14) встар- 
шем порядке совпадают.

Далее, устремляя v к бесконечности и пользу­
ясь асимптотикой функции Уиттекера |9]

г \
inf А

г, = -ех р |М д  + i^\(4kp) 7,1
Г t U u

Г р - /7
(18)

- я//2 v" + ■ ,(15)

Поле на поверхности. При вычислении поля на 
поверхности, то есть при т = 1, учтем значения 
вронскианов

Г(2£)

П Д '4  % - “ )
несложно убедиться, что первое слагаемое в (15), 
будучи подставленным в (14), сшивается с (10), а 
второе — с (11). Отсюда находим

'1

(16)

W \M ,,bW iLt!\ =
r U +

\  Г 1—*" ^
r0 = exp (Икр -  i -  ) (4кр)~2" ^

41

Нечетная часть поля. Для нечетной по у  части по­
ля в представлении (4) будем выбирать функцию 
Уиттекера М-/ l/A(—iy/x), которая порождает эле­
ментарные решения, удовлетворяющие при у = 0 
условию Дирихле. Так же как и в (7), в представ­
ление общего решения введем амплитудные мно­
жители Q, и R,:

При проведении расчетов удобно перейти к выра­
жениям функций Уиттекера через волновые функ­
ции Кулона Fl и И] = F, + i(iL [9J, для вычисления 
которых в (10| разработана программа на языке 
FORTRAN. После несложных преобразований 
получим в случае идеально жесткого цилиндра

„I 4 У У /4
1т=1

ij 1- г )2 Vna

( / s i g n ( y ) ) '  F ?_2f

4 m

Ч \ -  27 
4 с !

- 2  г н 3-2С -  
4 ' 4

09)

г/, = (х т )‘,/4(i - л 2) 1/4 J o (17)
1-Л

ч! +Л )
х {МК\рН х т )+  Я|И/>,1

Сопоставляя падающую волну, которой соот­
ветствует

1-Л
,1+Л J

\ ‘i Дрг|
П:(0 1 + Л 

1 - о 9
e ‘km\dt.

U[ = е х р Г : ( х т - а 2)п  sin(Vl - r i V ^ a ) ,

В случае идеально мягкой поверхности вычислим 
нормальную производную поля

2 ди _ 1к_ 2 ^  „
r„=o '

ди
дп a f \  — т|2 <5т х-i » b  (1 -  т])’/4 Ттю

1 х J Ь ,  + 1

г ( Н
-СО 7=0.1 / /  3-271 

4 '

Rl' =

с представлением (17) при /?, = 0, аналогично 
предыдущему найдем

9  3/2 

Я '
Из граничных условий определим коэффициен­
ты для идеально жесткой и для идеально мяг­
кой поверхностей:

,!1/а(Чх) + М ю/л(Чх)

4'Х ИА,_,/4(-/х) + Идл/Д-'Х)’

= М плцН У )
К ,- \ /аН х )

Так же как и в случае четного поля, волна м, по­
сле “отражения” от затененного края цилиндра 
порождает обратную волну. Коэффициент отраже­
ния при этом определяется асимптотикой функции 
Уиттекера Л/„,/4(/т), которую следует взять при 
определении нечетного решения в параболических 
координатах (12). С учетом дополнительного 
множителя (-1), связанного с нечетностью реше­
ния, окончательно имеем

(/sign(y))V 3_tf I Uа

1 - Л
.1 + Д

У'
ikp<)

■ ¥>) /] + л Т (?-'*/'ч1

(20)

1 -  п
dt.

В формулах (19), (20) слагаемые с € = 0 отвеча­
ют четной части поля, а слагаемые с (, = 1 — нечет­
ной. При осевом падении a  = 0, и формулы (19), 
(20) дают неопределенность типа 0/0. Вычисляя 
предел при a  —> 0, несложно убедиться, что нечет­
ная часть поля исчезает. Четная часть имеет ко­
нечный предел, поскольку [9] (формулы 14.1.4—7)

П т
F

( 9 \

4 , 2 у _ е- д//2

Г |4 /7a-»l) Va 2-Jrt 
Интегралы в (19) и (20) быстро сходятся. Для 

всех представленных ниже расчетов промежуток 
интегрирования был сужен до отрезка, не превы­
шающего [—5, 5].
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Рис. 1. Дифракция на идеально жестком эллиптическом цилиндре с  полуосями а =  0.05, Ь -  0.2 при различных к. 
Сплошная линия -  расчет по асимптотике, штриховые —  численный расчет.

С Р А В Н Е Н И Е  С  Ч И С Л Е Н Н Ы М  Р Е Ш Е Н И Е М

Численное решение строилось средствами 
pdetool пакета MatLab [5j. Программа pdetool 
позволяет, в частности, решать двумерные крае­
вые задачи для уравнения Гельмгольца. Однако 
область, в которой ставится краевая задача, долж­
на быть конечной и желательно небольшой в мас­
штабе длин волн. В нашем случае дифракции на 
эллиптическом цилиндре область бесконечна. В 
связи с этим необходимо ввести некоторую фик­
тивную границу и задать на ней “безотражатель­
ное’' краевое условие. В литературе имеется мно­
жество достаточно продвинутых условий такого

типа. Будем использовать простейшее, а именно, 
зададим вспомогательную границу в виде окруж­
ности некоторого радиуса R, на которой потребу­
ем выполнения импеданеногоусловия

- - i k u = ^ - i k u ‘ .  (21)
дг дг

Расчеты проводились па примере двух эллип­
тических цилиндров. Первый, не слишком силь­
но вытянутый, имел отношение полуосей 1 : 4, а 
сами полуоси b = 0.2 и а  = 0.05. Второй цилиндр 
был более сильно вытянут и при такой же боль­
шой полуоси имел малую а = 0.02. Область огра­
ничивалась окружностью радиуса R  =  1 или R  -  0.5,
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Рис. 2. Дифракция на идеально жестком эллиптическом цилиндре с полуосями а =  0.02, Ь = 0.2 при различных к. 
Сплошная линия расчет но асимптотике, штриховые численный расчет, пунктирная линия соответствует Я = 0.5.

если требовалась более мелкая сетка. Значения вол­
нового числа Убрались равными 10, 20, 50 и 100. В 
зависимости от к приходилось производить измель­
чение сетки, которую pdetool устанавливал изна­
чально: 3 раза для к = 10, 4 раза для к = 20, 5 раз 
для к = 50 и к = 100. Для к =  100 точность, вообще 
говоря, оказывалась недостаточной, но дальней­
шее измельчение сетки было невозможно из-за 
ограничения на объем памяти, выделяемой для 
работы MatLab. На рис. 1 представлены графики 
для менее вытянутого эллипса. Сплошной линией 
дана асимптотика, штриховыми линиями — чис­
ленные расчеты. Для к = 10 число узлов сетки, ис­
пользуемой при решении краевой задачи, было рав­

но 8744, для к = 20 такое число узлов не обеспечи­
вало необходимой точности и сетка измельчалась 
до 34640 узлов, а для к = 50 до 137888 узлов. Даль­
нейшее измельчение сетки было невозможно. По­
этому в случае к = 100 точность численного расчета 
недостаточна. Это проявляется, в частности, в на­
рушении симметрии: на последнем графике вид­
ны две штриховые линии, отвечающие вычислен­
ным значениям поля на верхней и нижней сторо­
нах цилиндра. Для более вытянутого эллипса 
аналогичные результаты приведены на рис. 2. Раз­
мер сетки здесь также приходилось увеличивать с 
8936 узлов при к=  10 до 35408 узлов при к = 20 и 
140960 узлов при к = 50. На последнем графике
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Рис. 3. Дифракция на идеально жестком эллиптическом цилиндре с  полуосями а =  0.02, Ь = 0.2 при наклонном паде­
нии для к  =  50. Верхние кривые отвечают более освешенной стороне цилиндра, нижние -  менее освещенной.

рис. 2 для случая к =  100 приведена пунктирная 
линия, полученная при выборе R = 0.5, что позво­
лило увеличить плотность сетки еще на одну сту­
пень измельчения. Тем не менее, и такой частой 
сетки оказалось недостаточно для достижения 
приемлемой точности.

Из результатов, представленных на рис. I и 2, 
можно сделать вывод, что асимптотические фор­
мулы для поля на поверхности идеально жесткого 
цилиндра дают хорошую точность аппроксима­
ции уже при кЬ и 2. При этом для более вытянуто­
го второго цилиндра точность несколько выше. С 
ростом частоты точность увеличивается, но на 
высоких частотах невозможно получить достаточ­

ную точность численных результатов. Таким обра­
зом, различия на графиках, относящихся к к =  100 
(kb  = 20), следует отнести к погрешностям числен­
ного счета. Аналогичные тесты были проведены и 
для сравнения скоростей на поверхности идеаль­
но мягкого цилиндра. Результаты этих расчетов 
показывают, что и скорости достаточно точно 
описываются асимптотическими формулами уже 
при кЬ * 2.

На рис. 3 приводятся результаты сравнения чис­
ленных и асимптотических расчетов для наклонно­
го падения плоской акустической волны на идеаль­
но жесткий эллиптический цилиндр. Результаты 
приводятся для максимальной частоты (к =  50), для
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которой численный счет еще точен. Расчеты пока­
зывают, что асимптотическая формула дает доста­
точноточные значения поля вплоть до углов поряд­
ка 15°—20° при kb =  10. Для больших углов параметр 
а  (для последнего графика а  «1.66) начинает 
конкурировать с асимптотическим параметром 
kb и точность аппроксимации падает. Следует от­
метить, что в случае наклонного падения увели­
чение частоты влияет на точность асимптотиче­
ского приближения двояко. С одной стороны, 
при увеличении kb точность возрастает, как и в 
случае падения под нулевым углом. С другой сто­
роны, если фо сохраняется постоянным, а частота 
увеличивается, параметр а  возрастает, что ухуд­
шает аппроксимацию.
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