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Предложен алгоритм сверхразрешения источников узкополосных сигналов на основе решения си­
стемы уравнений наблюдения. В соответствии с алгоритмом угловые координаты источников явля­
ются корнями одного уравнения. Для их устойчивой оценки число временных отсчетов наблюдае­
мых сигналов должно быть хотя бы на единицу больше числа источников. В случае линейной экви­
дистантной антенной решетки для устойчивой оценки угловых координат число временных 
отсчетов должно быть хотя бы на единицу больше половины числа источников. Из общего решения 
выделено частное решение, обеспечивающее минимизацию дисперсии ошибок оценок. При увели­
чении числа временных отсчетов, используемых для оценки угловых координат, математические 
ожидания их ошибок стремятся к нулю, а дисперсии в I... 1.2 раза больше минимально возможных, 
определяемых из неравенства Рао—Крамера.

Ключевые слова: сверхразрешение, оценка угловых координат источников, система уравнений, ли­
нейная регрессия, антенная решетка, неравенство Рао-Крамера.
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ВВЕДЕНИЕ

В ряде приложений гидроакустики возникает 
необходимость оценки угловых координат (УК) 
нескольких источников, угловое расстояние меж­
ду которыми меньше ширины характеристики 
направленности (ХН) антенны. В этом случае ис­
точники не разрешаются по критерию Релея и для 
решения этой задачи применяются алгоритмы 
сверхразрешения. Существует достаточно много 
алгоритмов сверхразрешения. Достаточно пол­
ный обзор этих алгоритмов приведен в |1, 2|. 
Сравнение эффективности наиболее известных 
алгоритмов приведено в |2 |. В работе предлагает­
ся алгоритм сверхразрешения на основе решения 
системы уравнений наблюдения.

Под уравнением наблюдения понимается па­
раметрическая зависимость сигнала в канале на­
блюдения от сигналов источников:

Ns

U n q . n l  — '  8 n i l  ( ® i u )  +  Ппqjll's j  | j

Я 5 -1

nq € [l, Nq]-. nfe[l,M],
где u„qnl — комплексный наблюдаемый сигнал в 
nq-м канале наблюдения в л/-й временной цикл 
наблюдения; ат„, — комплексная амплитуда сиг­
нала ns-го источника в nt-й временной цикл на­

блюдения; ^Я,( 0 Я,) — значение комплексной ХН 
nq-го  канала наблюдения в направлении на /i.v-й 
источник; 9,„— угловая координата ns-го источ­
ника; пп„П1 — помеха в nq-м канале наблюдения в 
т -й временной цикл наблюдения; Nq — число 
каналов наблюдения; Ni — число временных цик­
лов наблюдения; Ns — число источников. В ((юр- 
муле (1) и далее по тексту символ n е [I, А] обозна­
чает изменение индекса от I до N. Сигнал считает­
ся узкополосным, если выполняется условие

-  ^  <§ I, где L — эффективная длина антенны; с — 
с

скорость звука в воде; А Т — полоса частот 
сигнала |3|.

Уравнения наблюдения (I) образуют систему 
уравнений, в которой известными параметрами 
являются наблюдаемые сигналы м, а неизвестны­
ми — параметры сигналов источников: УК 0 и ам ­
плитуды а. В этой системе уравнений число из­
вестных параметров (наблюдаемых сигналов) 
равно 2- Nq - Ni (двойка учитывает, что одновре­
менно наблюдается действительная и мнимая ча­
сти сигнала). Число неизвестных параметров ис­
точников (комплексные амплитуды и УК) равно 
N s-(2- Nt + 1). Для оценки параметров источни­
ков необходимо, чтобы число неизвестных пара-
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Х2 АНИКИН и др.

метров было меньше или равно числу известных,
т.е. выполнялось неравенство

Ate(2 ■ Nt  + \)  < 2 ■ N t  • Nq. (2)

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Имеется система уравнений (1), требуется 

определить УК источников: 0„s,n s  e[l. Ate]. Усло­
вия решения задачи: 1) число источников извест­
но; 2) выполняется неравенство (2); 3) сигналы от 
источников являются узкополосными случайны­
ми процессами с нулевым математическим ожи­
данием; 4) сигналы от источников не коррелиро- 
ваны. Методы определения числа источников 
рассмотрены, например, в 11, 2\. Алгоритм сверх­
разрешения источников коррелированных сигна­
лов приведен, например, в |4—6|.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Система уравнений (1) является квазилиней­

ной, т.е. линейной относительно амплитуд сигна­
лов (энергетические параметры) и нелинейной 
относительно УК (неэнергетические параметры). 
Эта особенность системы уравнений в случае от­
сутствия помех приводит к тому, что наблюдае­
мые сигналы образуют линейную регрессию, по­
рядок которой равен числу источников (Ate):

N s

u N s + k .m  =  ^  [ , n s ^ n s * k - \ . n n  

/и=1
k z [ \ , ( N q - N s ) \ ,  n t e [ l , N t ] ,  

где hkns-  неизвестные коэффициенты регрессии. 
Для проверки формулы (3) достаточно в нее подста­
вить выражение для наблюдаемых сигналов (1):

N s

^  , Д n s . n iS  N s * k  ( 0 < u )  —

#и=1
N s  N s

“ ^k.ns'gni ,к-\ (0/11 )

(4)

«-I Viu'-I /
Равенство (4) будет выполняться, если коэффи­
циенты регрессии удовлетворяют системе линей­
ных уравнений

N s

g N s . k  ( О » )  =  ( 0 « ) ‘ ( 5 )

/и‘ = 1
В гидроакустических устройствах ХН каналов 

наблюдения являются линейно независимыми, 
поэтому для каждого значения к е [1,( Nq  -  As)] 
система уравнений (5) всегда имеет единственное 
решение

!•* =  Gk • g \s**, (6)

где -(A*jA* 2 " A j j v , )  ; g*Jt* - ( £ / v j + * ( ® i ) x

X & N s + k  № 2) " ' 8 N s + k  ( 0 \ j ) )  I

Gk
f & ( 0 . )

• "  Z k * N s - l

Знак “т” обозначает операцию транспонирова­
ния. Таким образом, наблюдаемые сигналы дей- 
ствител ьно образуют линейную регрессию поряд­
ка Ate, определяемую формулой (3). Из формулы
(5) следует, что УК источников являются корнями 
уравнения

N s

£ » +*(в) = 2 Х «  •£«+*-,(ty k e [ l , ( N q - N s ) ] .  (7)
n s = I

Таким образом, существует ( N q  -  Ns) уравнений, 
корнями которых являются УК источников. Для 
повышения точности оценки УК источников из 
уравнений (7) составлением линейной комбина­
ции можно сформировать уравнение

N q - N s N s  Л

gNs+k (б) -  X  А*-“  ‘ *«+*-■ (0) = 0, (8)

*=| М=|
где ск — произвольные коэффициенты.

Уравнение (8) представим в векторной форме:
N q - N s

d ( Q ) =  X  < * (w (0 )-g * * (0 )-h*) = O. <9)
*=1

где gt (0) = (g**(0) g*+i(0) — *?+»(0)) • Знак
над вектором или матрицей обозначает операцию 
эрмитового сопряжения. Для того, чтобы опреде­
лить УК источников, необходимо найти коэффи­
циенты регрессии А* „, по которым затем сформи­
ровать уравнение (9). Линейную регрессию (3) мож­
но рассматривать как систему из ( N q  -  N s)-  Nt  
комплексных линейных уравнений относительно 
( N q  -  Ns)  ■ Ns  неизвестных комплексных коэффи­
циентов регрессии. Для определения коэффициен­
тов регрессии необходимо, чтобы порядок системы 
уравнений был больше или равен числу коэффици­
ентов регрессии, т.е. ( Nq -  Ns) • Nt  > ( N q -  Ns)  ■ Ns  
или Nt > Ns. Представим систему уравнений (3) в 
матричной форме:

[ l , ( N q - N s ) ] ,  (10)

'J N s * k . l  u N s * k . 2  " ■  u N s * k . N l )  i

. Вектора коэффициентов 

регрессии определяются из уравнений (10):

U  N s , к = и к

где " N s + k

X .  • ■ u k * N s -  l.l

U  к  =

, “ * .* /  • '  u k  +  N s - i . N t

h *=(«/**•«/*)"'(/Г -u№+*; k e [ \ , ( N q - N s ) ] .  (II)
Таким образом, поставленная задача решена: 
по наблюдаемым сигналам (I), используя форму­
лы (II), рассчитываются коэффициенты регрес-
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сии, а затем определяются корни уравнения (9), 
которые являются искомыми УК источников.

Наблюдаемые сигналы образуют линейную 
регрессию (3) только при отсутствии помех. В ре­
альности помехи всегда присутствуют. Поэтому 
коэффициенты регрессии, рассчитанные по фор­
мулам (II), определяются с ошибками и, следова­
тельно, оценки УК, являющиеся решением урав­
нения (9), также будут определя ться с ошибками. 
Уравнение (9) задается ( N q  -  Ns)  произвольными 
коэффициентами (с*) и является общим решени­
ем поставленной задачи. Из общего уравнения (9), 
подбирая коэффициенты с*. можно выделить 
частное уравнение, которое минимизирует дис­
персии оценки УК источников.

С В О Й С Т В А  О Ц Е Н О К  У К  и с т о ч н и к о в

Источником ошибок в оценке УК являются 
помехи, которые приводят к ошибкам определе­
ния векторов регрессии (II). При рассмотрении 
ошибок оценок У К будем полагать: I) помехи явля­
ются узкополосными случайными процессами с 
нулевым математическим ожиданием; 2) мощности 
помех во всех каналах наблюдения равны; 3) вре­
менные отсчеты помехи нс коррелированы; 4) по­
мехи в каналах наблюдения не коррелированы. 
Сначала оценим смешение оценки УК. Под сме­
шением оценки понимается математическое 
ожидание отклонения оценки от истинного зна­
чения Д 0Я, =  0еЯ! -  0Я1, где Д 0Я1 — смещение оцен­
ки УК n s -ro  источника; 0e„s — оценка УК/is-ro ис­
точника; 0 „  -  истинная УК n s-го источника |7|. 
Черта сверху означает статистическое усредне­
ние. Пусть число временных отсчетов, используе­
мых для оценки УК, стремится к бесконечности 
(N /  —>со). В этом предельном случае вектора ре­
грессии, вычисляемые по формуле (10), будут 
равны

векторов коэффициентов регрессии можно скор­
ректировать следующим образом:

he* = [ u t  - U k - N ,  W n  l )  ' U *  • и#,**; (|3)

к  e[l,(/V<7 -  Ns)];

при N i  —» оовектора коэффициентов регрессии 
будут равны

he* >(<?** • RaO • <7*) ' <7** ■ Л«0 * w  = (|4)

= <7*1 gVj.*; k e [ \ . ( N q - N s ) ] .

Сравнение формул (6) и (14) показывает, что при 
Ni  —> оо вектора коэффициентов регрессии, вы­
числяемые по (формуле (13), равны точным значе­
ниям, вычисляемым по (формулам (6). А это означа­
ет, что смещение оценок УК источников стремится 
к нулю, т.е. оценки УК являются асимптотически 
несмещенными.

Рассмотрим дисперсию ошибок оценок УК. 
Для этого разложим функцию (9) в ряд по степе­
ням ошибок УК и ошибок векторов h* в окрест­
ности УК ns-го источника ()„, и ограничимся чле­
нами первого порядка:

N q-Ns

= X  с* (*»♦* ( М  -  8* ( М  • •">*) -
*=i

Nq-Ns

X  ckt U 0 „ ) - N b k + (15)
*=i

/  N q-N s \

+ [ X  С* ( ^ * ( 0« ) - 8 Г ( 0 „ )  ЬО*)|-ДО„ =0.

где Д0Я1 = Qens -  0Я, — ошибка оценки УК ns-го ис­
точника; 0е„, — оценка УК n s-го источника; 
Ah* = h* -  hO* — ошибка оценки вектора коэффи-

h* ■ >(g ;  ■ RaO Gt + W n • /)  ' x

« С ?  RaO gVj,*; к  e [ \ , ( N q -  Ns)],

( 12)

где RaO корреляционная мат-
0 -  WsNl)

рица сигналов источников; W sns— мощность сиг­
нала n s-го источника; W n -  мощность помех; /  -  
единичная матрица, размерностью Ns ■ Ns.

Если мощность помех известна (каким-либо 
способом измерена), то формулу (I I) для расчета

циентов регрессии; hO* — истинный вектор ко­
эффициентов регрессии, рассчитанный по фор­

м у »  (6); я;,.* (0) = (0) = Учи-

тывая, что ХГ* Л'с*(*»♦* (0«) ~ 8* (0«) • hO*) = 
получим:

ДО-

N q -N i

X  С*8* (0<и) • ДЬ*
________ _________________________
N q-N s

X  с* (g /vi** (0<u) ~ 8** (0 « ) • Ь0*)
*=i

(16)
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Ошибка оценки вектора коэффициентов регрес­
сии в первом приближении равна

дьк =-(ио*к иок) '[(yv*-t/o* + U0*k-Nk)x

x l u O *  UOkJ  UO*k uONs+k-  (17)

— N k ■ иО/уа+* — U0k ■

где U0, = A Gk -  истинные матрицы, рассчи­
танные в отсутствии помех; uOVs+* = A g Sstk — 
истинные векторы, рассчитанные в отсутствии
помех; n = (nNstki n Ns+k2 ••• n N,+kNl) — вектор

П к. I • • •  n k *N s - \ .\

помех; N k =

A =

— матрица помех;
\ ' h . S t  " •  n k iN s - \ .N i )  

On,.
-  матрица амплитуд сигна-

, f l l .N l ” • a N s.N t,
лов. С учетом (6) ошибка определения векторов 
коэффициентов регрессии равна

ЛИ* = -((/о : • (/о*)'' [ ( <  • и о к + (/о; • л ф

X НО* -  N *  • иО Vj+* -  U0* • n№+*l =
J (1 о)

- ( « • ( / О * )  ' UO*(NkhOk - n Nstk) =

= Gk ' R a ' A * ( N k Н0*-п*„*),

где Ra = А* ■ А. Учитывая, что g* (0„) • С*1 = i„„ где 
1„,— единичный вектор, у которого все компонен­
ты равны нулю, за исключением ws-й компонен­
ты, которая равна 1, входящее в формулу (16) про­
изведение g*(0Я5) • ЛИ* равно

= - g * ( Qns)Gk 'Ra 1 х (19)

х <4*( А*Н0* -  n„stk) = - i 'nsRa 'А*(ГЧкЪОк -  n*„*).
С учетом (19) ошибка оценки УКлу-го источника 
равна

N q-Ns

X  с* l" 'Ra 'A*(N № k  -4 /v .+*)
------------------------------------- • (20)

X  c* ( w * ( 0 J - g ’*(0„) hO*)
*=i

Из-за наличия помех оценки ошибки УК, 
определяемые по формуле (20), будут комплекс­
ными числами. Корреляционная матрица оши­
бок оценки УК равна

А 0 „ л 0 ; . =
Nq-Ns

X  с*с**'« ' Ra ' ■ ^*(плг,+* -  /V*НО* )(!!*„*• -  iV* И0* )* A - Ra ' ■ i„
( 2 1 )

(N q -N s

*-1

N q-Ns

X ct(^(0«)-g**(0«) ho*) X  ^(w *(0«)-gr (e„)ho*)
v *-i

Для расчета корреляционной матрицы (21) необхо­
димо выполнить усреднение по случайным помехам 
(nVl+*, Л'*) и по случайным амплитудам сигналов (А). 
Учитывая, что сигналы и помехи независимы, опера­
цию усреднения можно проводить поочередно. Сна­
чала усредним по помехам. Рассмотрим составляю­

щие матрицы (п№»* -  А*И0*) • (nVjt*'-  Л̂ ИО* )*. С 
учетом сделанных выше предположений о стати­
стических свойствах помех

I  I nl.nl'

=  M у jwjvj**.,, • n Nstk nl^  = &n,„r ■ 8* ,*■ • Wrr,

Ns

W J  А*И0* - HO* A d  = X  « ' /Ю*.« x
« . « - I

X M N  |Д ц5+*-|,|1 / • Л /и Ч * '- | .я / '|  =

Ns

= 8Я,Я,- • ^ X Mb.ns ■ Л01 (22)
/15-1

где M)l*.^+*.*. =

hOk\ns*k-k > если 1  ̂ns + к -  к ' < Nr,
0, иначе;
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Ns
М N ! N k bk)k • П/v,,* ) = k j u ^ N  Х

'  > al.nl' ns=\

X  [Wm .* - I .«  ' n N s*k'jll J  =  & nl.nt ’ W n  ■ I l 0 2 k Ns^ k _k- ^ ,

где Л02* JVl,j_4V| =

{Л0*,v«.*-*4i. если \<  Ns + к ' - к + \<  Nr,
0. иначе;

„ fl, если n = n „где 6„ „ =< — сим иол Кронекера. С
[0, иначе 

учетом (22)

M n j(nу,.* -  N kНО,)•("*„*■ -  A,h0,)*l
' ' niM

Ms

< 2 3 >
= 5

/15 = 1

~ ^02t jv»+*-*-+l “  M2k'.Ns*k'-k+i J; nl e  [l- A1/].

Подставляя (23) it формулу (21) получим выра­
жение для корреляционной матрицы ошибок 
оценки УК источников:

Д0« • A 0^ = Ra ' • i„  )x
Nq-Ns f Ns

Y  c*c * 5 *.*•
*.*=! < /15=1

Nq-Ns
Y  с* (*'*•* (°«) - кГ (0„) ■ Ь04

(24)

Далее выражение (24) следует усреднить по слу­
чайной матрице сигналов источников Ra, эле­
менты которой равны

N1

fans*  = Y a^ " '  ' < W  <25)
л/=1

В соответствии с (25) матрица Ra является оцен­
кой корреляционной матрицы сигналов источни­
ков. Если сигналы источников распределены по 
нормальному закону, то матрица (25) будет рас­
пределена по закону Уишарта |9 |. Следуя подходу, 
предложенному в работе |1 0 |, после громоздких

преобразований можно показать, что математиче­
ское ожидание случайной величины (i„, • Ra 1 • )
при некоррелированных сигналах источников равно

Ra * ns' = 5„ I
( N t - N s ) -  Wsn

(26)

Из формулы (26) следует, что при некоррелиро­
ванных сигналах источников ошибки оценки УК 
также будут некоррелированными. С учетом (24) 
и (26) получим выражение для дисперсии оценок 
УК источников:

Wn
( Nl -  Ns) ■ Wsm

x

X

Nq-Ns ( Ns

Y  c >-c * K k - +  Y i ^ k-ns ^ 0 * * э в + * -с  -  № 2 k  N stk
k =1 < ns 1

N q-Ns

Y  £‘*(«^*(om)-g;*(0m) ho
kXm\

-  h02k- Nstk_ktl 
____________ .

(27)

Из формулы (27) следует, что для обеспечения 
устойчивой оценки УК число временных отсче­
тов должно быть больше числа источников хотя 
бы на единицу.

Как уже отмечалось, из- за наличия помех кор­
ни уравнения (9), которые являются УК источни­
ков, могут быть комплексными числами. Исходя 
из физического смысла, что УК являются дей­
ствительными числами, следует из полученного 
решения выбирать только действительную часть.

В этом случае ошибка оценки УК (см. (20)) будет 
равна

Д0„, = Re

Nq-Ns
Y  с* <n №+* ” A*h0, )* A - Ra ' • i, 
*=!___________________
Nq-Ns (28)

Y  C* (0« ) - i* (0m ) • h0t )
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где Rc(x) — обозначает действительную часть числа х. С  учетом формулы (28) дисперсия ошибки УК 
ns-го источника равна

86 АНИКИН и др.

АО L =
И''п

2 ( N t - N s )  Wsns
N q-Ns Ns '

X  ckc * 5*,*- + X M ),„  • Л01 £>,,*-*■ -  Л02*.*1+*_4Ч, -  fi02kNstk_ktl
*±l_____  _____ nsd_________________________________________ :

Nq-Ns

(29)

Выражение (29) можно представить в матричной 
форме:

Wn с* //с
2 • W s„( Nt -  Ns) | c * p j 2’

(30)

где C ~ ( C I c 2 ■ "  ? N q -N s )  1 H kX  ~  (&k.k‘ +  X r . ,^ k .n s  X

x № h .n s + k -k -  ~  ^ 2 k ,N s * k - K * \ - Л02*•.№+*•-*+!) 

элем ент матрицы Я; =  U'yvj+A (0« ) ~

-  g** (0 „ )  • h04) -  k-i\ элемент вектора p„v. Форму­

ла (30) представляет собй отношение Релея |6 |, 
которое имеет минимум, равный

Wnminin{A0L} =
1

2 W s „ ( N t - N s ) f l H  
при оптимальном выборе вектора с:

Сор|„ Н

(31)

(32)
Из формулы (31) следует, что оптимальный век­
тор определяется вектором р„ , который зависит 
от неизвестных УК источников. Можно показать, 
что если в формуле (30) для оптимального вектора
вместо вектора рЯ5 использовать вектор

ĝ (0) = (s\jn(O)-g',*(O) h| «'JvJ+2(0)-g,*(0) h2 g N q ( Q ) ~ i N q - N s ( ^ )  ^ N q - N s )  ’ <33>

то дисперсия оценки УК источников также будет 
минимальной и определяться формулой (31). 
Формула (32) для оптимального вектора доста­
точно сложная, поэтому предлагается для вычис­
ления весового вектора использовать только диа­
гональные элементы матрицы Н (см. (28)). В этом 
случае весовой вектор будет равен

с0*
(g '/v ,+*(e)-gr(e)-bo*)

(| + НО? ■ h0t )
к <=[l(Nq -  Ns)].04)

Дисперсия оценки УК ns-го источника с учетом 
(34) будет равна

А0„, = Wn
2 ■ ( /V/ — Ns) ■ Ws„

N q-Ns

(35)
A-l

Nq-Ns

X fO*(«'^*(M-gr(0„) ho*|
A=l

Если выбирать весовые коэффициенты по ф ор­
муле (34), то УК источников являются решением 
уравнения

_ у  (g'^A (0) -  gГ (0) • ho,) • (0 „) -  g: (0 J  • Ы\ )

d{e )~ ГГ (l + h0* • h0A)
=  0 . (36)

В качестве примера рассмотрим распростра­
ненную на практике гидроакустическую систему 
с линейной эквидистантной антенной решеткой, в 
которой сформированы ортогональные ХН, опи­
сываемые в nq-м канале наблюдения формулой

sin (7т(—sin (0) -  л?))
* - Л 0)  = --------у ~ / 7 ---------------- %  (37)

^ s in ( - ( - s in ( 0 ) - W<7))
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О 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Рис. I. З а в и с и м о е  гь н о р м и р о в а н н о г о  С К О  о д и н о ч н о г о  и с т о ч н и к а  о т  п о л о ж е н и я  и с т о ч н и к а  о т н о с и т е л ь н о  Х Н  к а н а л о в  
н а б л ю д е н и я .  К р и в а я  /  с о о т в е т с т в у е т  о ц е н к е  У К  с  и с п о л ь з о в а н и е м  о п т и м а л ь н о г о  в е с о в о г о  в е к т о р а ,  о п р е д е л я е м о г о  
ф о р м у л о й  ( 3 2 ) .  а  к р и в а я  2 -  о ц е н к е  У К  с  и с п о л ь з о в а н и е м  в е с о в о г о  в е к т о р а ,  о п р е д е л я е м о г о  ф о р м у л о й  (3 4 ) .

где L -  длина антенны. А, —длина волны; УУ — чис­
ло элементов в антенной решетке. Так как ХН яв­
ляется действительной функцией, то вектора ко­
эффициентов регрессии вместо формулы ( I I )  бу­
дут определяться формулой

h* = Re{(£/** и к) 'и*к - и ,Ц ;  к е  [1,(М/ -  Afc)].<38)

При этом в формуле (24) корреляционная матри­
ца ошибок оценки УК источников (матрица Ra) 
будет определяться вместо формулы (25) (|юрмулой

= R e j x атм ■ а * j , ns, ns' е  [I, /V.?]. (39)

13 результате математическое ожидание случай­
ной величины • Ra 1 •!„•) при некоррелиро­
ванных сигналах источников будет равно

Ra I
) = 5«.лг

_______ I
(2 • /V/ -  Ns) ■ Wsn

(40)

Из формулы (40) следует, что для обеспечения 
устойчивой оценки УК число временных отсче­
тов должно быть больше половины числа источ­
ников хотя бы на единицу. Другими словами, в 
случае линейной эквидистантной антенной ре­
шетки для получения устойчивой оценки УК тре­
буется в два раза меньше временных отсчетов, 
чем в случае антенной решетки произвольной 
формы.

Предложенный алгоритм можно применить и 
для оценки У К одиночного источника. В соответ­
ствии с 181 минимальное СКО оценки УК линей­
ной эквидистантной антенной решеткой, опреде­
ляемое неравенством Рао—Крамера |9 |, равно

С К О / ц  {AG} а 0.4 /- W n ---------h.---. (4|)
1 HNt-Ws L ■ cos(6)

На рис. I приведены графики зависимостей 
СКО оценки УК одиночного источника, рассчи­
танные с помощью формул (31) и (35) и нормиро­
ванные на минимально возможное СКО, опреде­
ляемое формулой (4 1). Ось абсцисс соответствует 
УК источника, нормированной на ширину ХН.

равную ДО = ----- ------ . Число элементов в антен-
L -cos(O)

ной решетке равно 64. Количество каналов на­
блюдения равно 6. График I соответствует оценке 
УК с использованием оптимального весового 
вектора, определяемого по формуле (32), а гра­
ф ик 2 — оценке УК с использованием весового 
вектора, определяемого по формуле (34). Видно, 
что если для оценки УК источника используется 
весовой вектор (34), СКО оценки УК на 5-20%  
больше, чем при оценке УК с использованием оп­
тимального вектора (32). При нахождении источни­
ка в направлении пересечения ХН (“равносигналь­
ное” направление) СКО ошибки оценки УК пред­
лагаемым методом соответствует минимально 
возможному, следующему из неравенства Р ао-К ра­
мера. Если источник находится в максимумах ХН, 
то СКО на 30% больше минимально возможного.

На рис. 2 приведены графики зависимостей 
СКО оценки УК источника при наличии двух ис­
точников, рассчитанные с использованием ф ор­
мулы (20) и нормированные на минимально воз­
можное СКО, определяемое формулой (41). Ко­
личество элементов в антенной решетке и число 
каналов наблюдения такое же, как в предыдущем 
примере. Источники расположены симметрично 
относительно максимума ХН 3-го канала наблю­
дения. Ось абсцисс соответствует угловому рас­
стоянию между источниками, нормированному 
на ширину ХН. График I соответствует оценке УК 
с использованием оптимального весового векто-
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Рис. 2. З а в и с и м о с т ь  н о р м и р о в а н н о г о  С К О  и с т о ч н и к а  о т  н о р м и р о в а н н о г о  у г л о в о г о  р а с с т о я н и я  м е ж д у  д в у м я  и с т о ч ­
н и к а м и .  К р и в а я  /  с о о т в е т с т в у е т  о ц е н к е  У К  с  и с п о л ь з о в а н и е м  о п т и м а л ь н о г о  в е с о в о г о  в е к т о р а ,  о п р е д е л я е м о г о  ф о р м у ­
л о й  ( 3 2 ) .  а  к р и в а я  2 -  о ц е н к е  У К  с  и с п о л ь з о в а н и е м  в е с о в о г о  в е к т о р а ,  о п р е д е л я е м о г о  ф о р м у л о й  (3 4 ) .

ра, определяемого по формуле (32), а график 2 -  
оценке УК с использованием весового вектора, 
определяемого по формуле (34). Видно, что если 
для оценки УК источника используется весовой 
вектор, определяемый формулой (34), СКО оцен­
ки УК на 5-50%  больше, чем при оценке УК с ис­
пользованием оптимального вектора, определяе­
мого формулой (32). Если для оценки УК исполь­
зуется оптимальный вектор и источники 
расположены симметрично относительно ХН 
центрального канала наблюдения, то СКО оцен­
ки УК, вычисленное предлагаемым методом, 
близко к минимально возможному, следующему 
из неравенства Рао—Крамера.

СКО оценки УК двух источников, вычислен­
ные предлагаемым алгоритмом, аппроксимиру­
ются формулой

СКО = Wn 
W s ( N l- l )

х

^ ------ ------ , Д0 < 1.2 5 -------
Д0 L cos(0) Z, cos(0)

0 4 Х , ДО > 1.25------
Z. cos(0) L ■ cos(0)

(42)

При угловом расстоянии между источниками 
больше 1.25 ширины ХН СКО оценки УК при на­
личии двух источников практически такое же.

как и при наличии только одного источника. При 
меньших угловых расстояниях СКО оценки УК 
увеличивается обратно пропорционально углово­
му расстоянию между источниками, нормиро­
ванному на ширину ХН.

АЛГОРИТМ СВЕРХРАЗРЕШ ЕНИЯ 
ДВУХ ИСТОЧНИКОВ

Рассмотрим частный случай разрешения двух 
близкорасположенных источников. Выходы про­
странственных каналов представляются следую­
щим образом:

2

U nq.nl ~  а ns.nl ' R n q i  ̂ l u  ) +  п nq.nl' ( 4 3 )

/11=1
nqe[\,N q]\ я/ е [1,2V/];

соответствующие вектора и матрицы в уравне­
нии (10) примут вид

и*. 1 и*+м
(У* = I :

Ku k .N i u k * \ .N t)

Весовой вектор

• U 2+A ~ ( и 2*к.\ и2*к.г и 1 tk.Nl) •

ь* =((/**■(/*) V - u 2+*; к e[l,(Aty —2)]. (44)

Так как рассматривается случай сверхразрешения, 
то в (43), (44) достаточно ограничиться тремя кана-
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лами наблюдения, Nq = 3, угловые координаты ко­
торых направлены в сторону разрешаемых источ­
ников. Таким образом, остается единственный век­

тор коэффициентов: h* = h =  ^U *-U ^ U* ■ u3.
Опуская некоторые выкладки, формулу для вы­
числения коэффициентов регрессии приводим к 
виду

I
U|U*

♦UU
. (45)

Уравнение для определения угловой координаты 
принимает следующий вид:

rf(0) «  f t  (0) -  f t  (0) ■ * -* ,(© )  •*,=<>. (46)
Уравнение (46) можно решить, например, мето­
дом сплайн-интерполяции, если не известны точ­
ные аналитические выражения для ХН сформ и­
рованных каналов. Стоит отметить, что в данном 
рассмотренном случае пропадает необходимость 
подбора оптимальных весовых коэффициентов 
линейной комбинации для достижения мини­
мального СКО оценки угловых координат.

В случае линейной эквидистантной антенной 
решетки ХН описываются формулой (37). Введя

переменную х  = tg |-^ - s in (0 ) |,  уравнение (46) 
\N X  I

можно свести к квадратному уравнению
а ,  (л- -  х02)(э: -  лО,) -  А,а, (х  -  Jt02)(x -  лО,) -

- А2а 2(х-хО|)(х-хО,) = 0. (47)

В общем случае можно показать 1111. что для линей­
ной эквидистантной антенной решетки УК №  ис­
точников будут являться корнями полинома /Vs-сте-

пени относительно переменной х

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Предложен алгоритм сверхразрешения источ­

ников узкополосных сигналов на основе решения 
системы уравнений наблюдения. В соответствии 
с алгоритмом УК источников являются корнями 
одного уравнения. Для устойчивой оценки УК 
число временных отсчетов наблюдаемых сигна­
лов должно быть хотя бы на единицу больше чис­
ла источников. В случае линейной эквидистант­
ной антенной решетки для устойчивой оценки 
УК число временных отсчетов должно быть хотя 
бы на единицу больше половины числа источ­
ников.

Из общего решения выделено частное реше­
ние, обеспечивающее минимизацию дисперсии

ош ибок оценок. Оценки УК источников облада­
ют следующими свойствами:

• оценки УК не коррелированы, если сигналы 
источников не коррелированы;

• при увеличении числа временных отсчетов, 
используемых для оценки УК, средние значения 
УК стремятся к истинным значениям УК;

• при увеличении числа временных отсчетов, 
используемых для оценки УК, дисперсии ошибок 
оценок УК в 1 — 1.25 раза больше минимально воз­
можных, определяемых из неравенства Р ао -К р а­
мера.

В целях упрощения алгоритма оценки УК ис­
точников можно применять более простое реше­
ние (34), при этом среднеквадратичная ошибка 
возрастает на 5-50%  по сравнению с оптималь­
ным решением. В случае линейной эквидистант­
ной антенной решетки УК Ns источников будут 
являться корнями полинома (Vs-степени относи­

тельно переменной х  = t g |^ s i n ( 0 )
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