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ВВЕДЕНИЕ

Вопрос о том, может ли препятствие стать “не­
видимым" по крайней мере на некоторых заданных 
частотах, имеет большой интерес в приложениях. С 
одной стороны, интенсивные исследования посвя­
щены практическому созданию "ш апки-невидим­
ки" посредством искусно подобранных композит­
ных материалов, которые действуют на волну как 
искажагель пространства (ср. 11,2| и |3 |). С другой 
стороны, этот вопрос возникает и в обратных зада­
чах рассеяния, так как, например. Linear Sampling 
Method, при званный восстановить с|юрму препят­
ствия по полным данным рассеяния, перестает ра­
ботать, как только препятствие становится невиди­
мым хотя бы для одной частоты (см. |4 |).

В данной статье рассматриваются гармониче­
ские во времени акустические волны, распро­
страняющиеся в двумерном акустическом волно­
воде с жесткими стенками, а целью работы явля­
ется построение локальных возмущений стенок, 
становящимися “ невидимыми” на заранее за­
фиксированных частотах. При этом “ невиди­
мость" означает, что рассеянные поля, порожден­
ные всеми распространяющимися волнами с ука­
занными частотами, быстро затухают при 
удалении от препятствия, т.е. введенные возму­
щения не сказываются на дальнем поле. При этом 
существенно используется тог факт, что на ф ик­
сированной частоте имеется только конечный 
набор распространяющихся волн и, как след­
ствие, невидимость препятствия достигается пу­

тем обращения в нуль конечною  числа коэффи­
циентов рассеяния.

Распространение волн в двумерном акустиче­
ском водповоде

П с =

= j(x,y) е И 2 : т б К , - ^ - с / г  (а )  < у  < ± + e/it (x)j ( ' >

со слабо деформированными жесткими стенками 
(рис. 1) описывается при помощи решений зада­
чи Неймана для уравнения Гельмгольца

-Дм' (А,у) =  Хи‘(х,у), (х,у) е  П':, (2)

д „ и \х ,у ) = 0, * е  8 П '\ (3)
Здесь и': — давление в среде, заполняющей волно­
вод, К — спектральный параметр, пропорцио­
нальный квадрату частоты гармонических коле­
баний, Д — оператор Лапласа, д„ — производная 
вдоль внешней нормали, а в формуле ( I) фиг ури­
руют малый положительный параметре и гладкие 
профильные функции Л±, имеющие, но предпо­
ложению, носители на отрезке (—/, /) с длиной 
2/ > 0. т.е. обращающиеся в нуль при |эс) > /. Мас-
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штабироианием ширина прямой полосы П° (не­
возмущенного волновода) сведена к единице, т.е. 
декартовы координаты х, у  и все геометрические 
параметры сделаны безразмерными.

При X € (л’,4 л ’), т.е. между первым и вторым 
положительными порогами непрерывного спек­
тра ст,. = [R+ =|0,+оо) задачи (2), (3), в единичной 
полосе П" существуют осциллирующие волны

wZ(X) = (2s/X)-'ne ^ ,  (4)

и'Г(х,у) = ( Х - л 2) / еа" ^ х sin(ny), (5)

причем а  = ±, а нормирующие множители подо­
браны так, чтобы потом матрица рассеяния ока-
залась унитарной. Волны w0 и w/ бегут вдоль 
волновода в положительном направлении оси х, 
но при наличии препятствия — деформирован­
ных стенок — подвержены рассеянию. Одна из 
целей статьи — показать, что при малом с > 0 и 
любом, но заранее зафиксированном параметре
X е (л2,4л2) существуют нетривиальные профили 
±с/;, (х). при которых задача (2), (3) в волноводе ( I) 
имеет решение

и*(х,у) = W\ (х,у) + й\(х,у), (6)

отличающееся от самой волны и'^х.д') лиш ь сла­
гаемым й\(х,у), экспоненциально затухающим в 
обоих рукавах волновода

П ± ={(х ,_у):±х> /,И < 1/2> .
Иными словами, акустическое поле (6) иниции­
ровано приходящей из рукава П волной н»,\ кото­
рая без отражения и какого-либо существенного 
искажения проникает в рукав П +, так как возму­
щение «[(x.y) экспоненциально затухает на бес­
конечности. Таким образом, для наблюдателя, 
удаленного на большое расстояние в рукаве П (,
волна w,‘ с заданной частотой не позволяет обна­
ружить искривление стенок.

Для “ поршневой” моды н»о(х), постоянной на 
поперечном сечении волновода П", полученный 
далее результат оказывается несколько иным: ана­
логичное (6) акустическое поле принимает вид

ио(х,у) = X-(x )wo(x,y) + Х+(хУ,‘и’о(х,т) + йЦ(х,у), (7) 
т.е. по прохождению деформированных участков 
стенок волна претерпевает сдвиг фазы с показа­
телем

V ) = 0 (е2). (8)

Остаток йЦ(х,у) в разложении (7) исчезает при 
х —» ±со с экспоненциальной скоростью, а х> ~  
гл;шкие срезающие функции,

Х,(х) = I при ± х > 2/ и х±С*) = 0 при ± х < /. (9)

Иными словами, если наблюдатель способен из- 
мерятьтолько амплитуду колебаний среды, то пре­
пятствие не наблюдается и при помощи волны »v([.

Представленный далее метод построения ис­
комых профилей г:Л,(х) в значительной мере про­
исходит от техники | 5, 6| обеспечения принуди­
тельной устойчивости собственных чисел, вкрап­
ленных в непрерывный спектр, и оказывается 
пригодным для изучения распространения волн с 
разнообразными частотными характеристиками, 
однако для упрощения изложения и сокращения 
сопутствующих выкладок ограничиваемся рас­
смотрением двух ситуаций. Во-первых, находим 
профильные функции Л±, для которых при любых 
заданных наперед значениях спектрального пара­
метра

О < X, < ... < XN < к 2 (10)
задача (2), (3) имеет решения вида (7) в количе­
стве /Уштук. Во-вторых, при уже упоминавшемся 
ограничении

X € (л2,4тг2) (II )
и дополнительно при X * 9л2/8  подбираем ф унк­
ции А± так, чтобы были соблюдены оба требова­
ния (7) и (6), однако только на одной частоте.

ЧАСТОТЫ ИЗ ПЕРВОГО СЕГМЕНТА 
НЕПРЕРЫ ВНОГО СПЕКТРА 

Зафиксируем значения (10) спектрального па­
раметра. При произвольной форме стенок на
участке(-/,/) э х рассеяние волны н’,[(х;Х/,), прихо­
дящей из рукава П_, описывается разложением

ио(х,у,Хр) = X-(x)wo(r,Xp) + X-(x]st(Xp)Wo(x-,Xp) +  ^  

+  X+(x)sl(Xp)Wo(x,Xp) + йо(х,уХ р).

Здесь р = I,..., /V, а функции х± И Ч) заданы форму­
лами (9) и (4), причем в последних произведена за­
мена X ь-> Хр. Как обычно, закон сохранения энер­
гии устанавливает следующую связь коэффициен­
тов отражения s' (Xp) и прохождения s+(Xp) :

+ |^(>-,)|2 = 1. (13)
В силу этого соотношения для придания форму­
лам (12) вида (7) с некоторыми е |0,2л) доста­
точно добиться выполнения равенств

*-(Хр) = 0. р = \......N. (14)
Кроме того, известно (см., например, |7 |) , что 

матрица рассеяния размером 2 x 2  унитарная и 
симметричная, т.е. приобретает вид

5- ^ Р) _____ s ‘;(Xp) _____  (15)

Л ^ -р )  4s!$ .p)) '^(^p^-(A.p)J
Следовательно, если поле и '(х ,у Х р) приобретает 
вид (7), то
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(х, у; лр) = x+(x)w0~ (г, А.,) +

+ х_(х)е1¥'и»о(г,Я.я) + e"VrUo(x,y,Xl,\

а значит, волна w„, приходящая из рукава П +, так­
же преодолевает препятствие без отражения и с 
тем же сдвигом фазы \|/р, а матрица рассеяния (15) 
становится антидиагональной с одинаковыми

/Ц» .элементами е .

Построим асимптотику решения иЦ(х,у;Хр) за­
дачи (2), (3). Примем простейший анзац, соответ­
ствующий регулярному возмущению границы об­
ласти |8; гл. 5 |,

и„(х,у;Хр) = w„(x;Xp) + Еи„(х,у,Хр) + - ,  (16)

на длинном ( /? —» + с о )  прямоугольнике П°(Л) =  
= ( - R .R ) x ( - 1/2,1/2). Имеем

X  \wo(x;kp)dxh±(x)dxWo(x,kp)dx =

± -/
к _______

= Нш Y j± j ^ ( дг,Х,)Э/1ь | д£;±^;А,р | лг =
± -я

1/2 _________

=  “  Иm X ±  I  (wl! (± № p )d A (± R -y ^ p ) -
Я_КО ± -1/2__________

-  м(,|(±Л,у;Я.р)алн'("(±/(;Я.р)|</л- = -is’a(Xp),

( 22)

а значит,
где поправка и0(х,у\Хр) подлежит определению, а 
многоточие заменяет младшие члены, несуще­
ственные для предпринимаемого асимптотиче­

ского анализа. Подчеркнем, что функции w(| и i/u 
изначально заданы в прямой полосе П", но про­
должены при сохранении гладкости за ее пределы 
и потому определены всюду в возмущенной поло­
се Пс. Понятно, что нужно выполнить уравнение 
Гельмгольца

Аи'п(х,у,Хр) = Хри'п(х ,уЛ р), (х,у) е  П 11. (17)
С целью найти краевые условия напишем формулу

д „  = (1 + е2 |ЭЛМ|2)"'/2(±д, - е д ^ х Ю  (18)
для производной вдоль внешней нормали на ис­
кривленных стенках волновода (1) и получим, что

а ям0с(х ,± ^± еА 1(л:)Яр) =  ( |9 )

=  ± 5 ^ ,1  (х ; 7. р) -  edxh±(x)8xWa(x;Xp) +...

...  ±  е д , ы (' > | х , ± ^  ±  е Л ± ( х ) ; Я . р |  +

+ ...6 (± a ^ ;(x ,± i;A .p) -  d A M d X c * ;^ , ,) )  + -

В результате краевые условия на спрямленной 
границе выглядят так:

±5>.w i|x ,± i;a .pj  = dxh±(x)dxWo(x-,kp), х  е IR. (20)

Задача (17), (20) имеет единственное решение, 
подчиненное условиям излучения

и'0(х,у,Хр) = ^y,±(x)s'±(Xp)wo(x-,Xp) +
±

+ Л̂д ̂ | ,  х -»  ±со.
( 21)

Коэффициенты s\(Xp) в разложении (21) зависят 
от правых частей (20). Для их вычисления под­

ставим функции Но и Щ, а  = ±, в формулу Грина

/
s'AXp) = \ d xhL(x)dx = 0,

± -/
I

s'.(Xp) = - i X  (x)dx,\JTp x (23)
z i  -i 

i
X J e ’w' r</i@(x)</x,

-/
причем

Л®(х) = h+(x) + li (x), A, (x) = A+(x) -  A_(x). (24)
Отметим, что первое выражение (23) получено 
при учете требования /;,(/) =  /;,(-/) =  0.

АДГОРИТМ ПОИСКА НУЖНОГО ПРОФИДЯ

При помощи формул (23) нетрудно подобрать 
А± так, чтобы все коэффициенты s ‘:(k p) обрати-
лись в нуль, однако такие профили h± = h i в свою 
очередь порождают возмущения следующего по­
рядка малости е2 в коэффициентах отражения. С 
целью добиться полного уничтожения этих коэф­
фициентов добавим к h", поправки, т.е. положим

N

/;,(х) = А“(х) + X  Х ТДЛ±*М- (25)
7=1.2 *=1

Здесь Ту* — новые малые параметры, собранные в 
вектор

т = (т „ ,т 2|, . . . ,т |Л,,т2АГ) G IR2V, (26)

a h i  и h[k — гладкие функции, опять-таки аннули­
рующиеся при |х1 > /, но подчиненные условиям 
ортогональности и нормировки
/ /
J  cos (2 /̂яГ^х) /?4>(хк/х = Jsi n (2 yj)Tpx) hl,(x)dx = 0,(27)
-/ -/
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|  cos (2ф~рХ) h£  \x)dx = 5 y-,8M,
-/
/
Jsi n ( 2 /̂аГ̂л) Л^(л VZa =  6 j 2 8 p i i .

i

(28)

При этом j  = 1,2, p, q =  I,..., N, и dJk — символ Kpo- 
ncKcpa. Введенные ограничения понятным обра­
том согласованы с формулами (23) для главных 
поправок в асимптотических представлениях ко­
эффициентов прохождения и отражения

sl(kp) = 1 + еО + e2s L+(kp),

sl(Xp) =  0 +  cs' (кр) + cs l(X p).
Именно, в силу равенств (27), (28) и (23) получа­
ем, что

s l(k p) = ifiTpizlp + h 2p), р = 1,—, >V- (30)
Условия ортогональности (27) придают поправ­
кам es'_(kp) очередной порядок малости е|т|, а 
условия (28) привносят в выражение (30) слагае­
мые | р и -ф ~Р т 2р, позволяющие компенси­
ровать остаток £25+(А.р), который слабо поддастся 
контролю.

Опенки |sE(>./,)| < ср, справедливые при |т| < р с
некоторым р > 0  и тем самым обосновывающие 
асимптотические разложения (29), выводятся по 
стандартной схеме (см., например, [9, 51) и поэто­
му обсуждаться не будут. Остановимся более по­
дробно на другом, исключительно важном, об­
стоятельстве. Замена координат

(х,у) ь-> (X ,Y )  = |х,(1 +еЛф(х)) '( у - ^ е Л  (х)|) (31)

спрямляет границу г)П \ т.е. переводит деформи­
рованную полосу П': в прямую полосу П°. Замена 
(31) оказывается неособенной при малом е и к то­
му же “ почти тождественной”. В результате диф ­
ференциальное уравнение (2) и краевые условия (3), 
записанные в криволинейных координатах (А-. К) 
и поставленные в полосе П° =  IR х (-1/2,1/2) и на 
ее сторонах 1R х {±1/2}, мало отличаются от опера­
тора Гельмгольца ~(д2х + д \)  -  Хр и производных 
± д у соответственно, причем малые поправки 
аналитически зависят от параметров с и т. Полу­
ченная регулярно возмущенная краевая задача в 
П" допускает формулировку в весовых функцио­
нальных пространствах с отделенной асимптоти­
кой (подробности см., например, в монографии 
110; гл. 5| и обзорах 111, 12|), т.е. общие результаты 
теории операторов (ср. 113; гл. 7 и 8| и 114; гл. 4 |)

I
передают свойства аналитичности многим 

1 Д л я  ц е л е й  д а н н о й  р а б о т ы  д о с т а т о ч н о  с в о й с т в а  г л а д к о с т и .

функционалам, вычисленным на решении
иЦ(х,у;Хр,х), в частности.

5ЦХр,т) = (2фГр)
1/2

1/2 J  U u(± 2 l,y ,X p,T)dy (32)
4-1/2

Отметим, что У = у  при |х) > / в силу определения 
(31), а равенства (32) вытекает из разложения ре­
шения в ряд Фурье на удалении от зоны возмуще­
ния волновода. Кроме того, теперь в обозначени­
ях решения ( 12) и коэффициентов (29) указана за­
висимость от параметров (26).

Согласно формулам (29) и (30) соотношения 
(14) принимают вид системы трансцендентных 
уравнений

р =  -£(*.,) ' 2 1т5_Е(Х„,т), (33)

х2р=г(Кр)-'п К ^Х Х р,х \ p = \,...,N,
причем благодаря аналитичности функций 
(е,т) 1-» sIXA.,,,!) оператор из правых частей (33), дей­
ствующий в евклидовом пространстве IR2v, оказы­
вается сжимающим в шаре ЕВ(р) =  {т е  К 2'  : |т| < р} 
при малом с > 0 и некотором радиусе р > 0. В итоге 
принцип Банаха сжимающих отображений предо­
ставляет такие положи тельные величины г;0, р„ и с(), 
что при £ е  (0,£0) система (33) приобретает един­
ственное решение т е В(р0), удовлетворяющее 
оценке

Н ^  С0е. (34)

Поскольку равенства (33) обеспечивают усло­
вия (14), связь (13) коэффициентов прохождения
и отражения показывает, что |.ve(A.p, t)| = 1, а значит,

при р = акустические поля иЦ(х,у,Хр, т), по­
рожденные приходящими из рукава П волнами
и'оСх.уДр), принимает вид (7) с коэффициентами

прохождения e'Vp, причем в силу первых формул 
(23) и (29) верны оценки

|уЕ|<СоЕ2, р = 1,..., /V.

Профили /;+ с нужными свойствами построе­
ны. Выбор основных составляющих h'[ в их разло­
жениях (25) остается весьма свободным: 2N  усло­
вий ортогональности (27) наложены только на их
сумму //q = / j" + / j". В частности, можно считать, 
что ht (x) = 0, т.е. у волновода ( I) искривлена лиш ь 
одна стенка. В силу оценки (34) поправки
етjqh'i(x) приобретают следующий порядок мало­
сти с2 в сравнении с еЛ?(х).
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ЧАСТОТА ИЗ ВТОРОГО СЕГМЕНТА 
НЕПРЕРЫ ВНОГО СПЕКТРА

Зафиксируем одно значение (1 1) спектрально­
го параметра. Не накладывая каких-либо ограни­
чений на форму стенок волновода (I) , рассмот­
рим два акустических поля

иЦ(х,у) = х~(х)ч>о(х) + Х х ± (л:К^о±и’о W  +
(35)

+ s l tlw t(x,y)) + Ho(x,y),

Щ(х,у) = xA x)w l(x,y) + ^X iU )K oiW o(x) +
(36)

+ ^m W ^ O ’)) + tf(x ,y),
порожденных волнами (4) и (5), а  = +, приходя­
щими из левого рукава П_. Из коэффициентов
Sj 0j и S;n  составим две столбца общей матрицы 
рассеяния S' размером 4 x 4 -  еще два столбца об­
разованы коэффициентами прохождения и отра­
жения волн (4) и (5) с индексом а  = иницииро­
ванных в рукаве П,.. Как известно (см., например, 
171 и 151), матрица 5е является унитарной и сим­
метричной, а значит, верны равенства

Т к о А о з  + * iu A u )  ~ 8/jt, j ,k  — О,I, (37)
±

4.о- = 4 i -  (38)
Покажем, что решения (35) и (36) примут вид (7) 
и (6) соответственно, если удастся соблюсти пять 
(а не семь, как кажется на первый взгляд) условий

50.0- = 6, 50|* = 0. 5(1.1- = 0. (39)

Im4,i+ = 0 , 4 ,_ = 0 .  (40)
Равенства (39) вместе с (37) при j  = к = 0 означа­
ют, что 1̂ 0.0+1 -  !•т е- 4.о+ = е'4"'. Теперь формула (37) 
с У = 0 и к = I влечет за собой соотношение 
4о+ = 0-а формула (38) при учете (39) означает, что 
4„_ = 0. Наконец, соотношение (37) с индексами 
j  = к  = 1 приводит к равенству |s,j+| = 1, а значит, 
первое требование (40) вместе с проверяемой да­
лее асимптотикой s[j+ = 1 + 0 (c) обеспечивает по­
следнюю из нужных формул 5,j+ = I .

Построим асимптотику коэффициентов sykl. 
Примем аналогичные (16) асимптотическиеанзацы

и)(х,у) = w](x,y) + у м  Ах, у )  +  ...

и найдем поправки и) как решения задач

Аи){х,у) = Хи)(х,у), (х,у) е П",
, /  1\ , (41)

±dyUj g j (х), x e R .

с условиями излучения
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UАх, у) = YjXtixHs'j.otWoix) + s'm wi(x,y)) +
^  ,___  (42)
+ о { е * -» ± о о .

Правые части условий Неймана принимают вид

g'o(x) = 8х/11 (х)дхщ (х), (43)

gi(*) =  дх |/ji.(x)5i H’l+ + XhL( x ) w { (44)

Выражение (43) уже возникло в краевом условии
(20) благодаря соотношению (18) и выкладке
(19), которая использует равенства (18) и нужда­
ется в следующей модификации при выводе вы­
ражения (44):

д„и{ |дг,±^ ± еЛ±(дг)| = ±5>.н>|+ |х ,± ^  ± сЛ,(д:)| -  

-  edxht {x)dxWi |х ,± ^  ± сЛ,(д:)| ±

± гдуи\ ± е//,(л-)| + ... =

= ±дущ +  chAx)d2yW;  -

-  zd Xh±(x)dxw'{ -  sd/i'i (л ,± ^ ) + — =

= 0 + e (±5Tui + -  dx |/»i (x)5Iwl* -

-  XhL(x)Wf + . . .
При этом были учтены формула Тейлора по пере­
менной у  для функции и’/, а также уравнение 
Гельмгольца d].w{ = -d\\V\ -  Xw*.

Коэффициенты s'Jkl в разложениях (42) реше­
ний задачи (41) вычисляются но прежней схеме. 
Так, формулы (23) остаются без изменений:

/
4 о , = 0. s'0fi.  = iy fk je 2‘̂ 'h @(x)dx. (45) 

-/
Кроме того, повторив вычисления (22) с заменой 
vv,,' ьл vv“, приходим к равенству

/________

- '4 ia  =  X  =
i  -/

/
= —  \е dxh (х)е dx,
х2)|/2 !,

а значит.

X 1/4 •Jx + 4х
5ол±~ \ х - п Т  Я

Напоминаем, что h,„ и h

= ^ -  J М х .
-I

— функции (24).
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Теперь в формулу Грима на длинном прямо­

угольнике Г!"(Л) подставим функции и\ и w”, 
а  = ±. Имеем

I ________

X  Jm *)( w  (x'±^)w'u (х>± )̂ -
j- -i

-  a x  ̂ , ± ^ j a x  ( ^ ± 2) ) ^  =

= ! г ^ ± Ь в(д(;±̂ ( л;±2)Л =i  -Я
1/2 ________

= -  Mm У  ± [ (w?(±R,y)dxUo(±R,y) -
R  у к  J  '

* -'/2

-  u'0(±R,y)dxw"(±R,y)^dx = - is ‘Ua.

Подчеркнем, что слева было произведено инте­
грирование но частям, а справа приняты во вни­
мание формулы (42) и (5). В результате обнаружи­
ваем, что

s u+ -
/71

V / l  -  71

= J a®(x)</x,

(46)
. _ /(2/. -  7Г~ ) Г 2,VxV.,

,u- = ^
h9(x)dx.

Основные поправки (45) и (46) в асимптотиче­
ских разложениях

с 0 , . , 2-е
s j.k± ~  Sj.k± +  ESj.k±  +  е  Sj.k t

найдены, и теперь по прежней схеме можно со­
блюсти требования (39) и (40) путем подбора ма­
лых парметров

* — (Т1.|+.Т10.1+’Т20.1+»Т10.1->Т20.1-Э

Т1<М>-»Т20.0-*Т1М-’Т21.1-) € ^
(47)

в следующих представлениях профильных 
функций:

И±(х) = Л°(х) + Tu+A j 'W  +

+ X  Х т/о-|и/'-;"'|"(дг) + S т-"•'-Л-y,', {х)
j= 1.2 \ а = ±  /= 0 .1

(48)

Эти громоздкие формулы нуждаются в пояснени­
ях. Размерность девять вектора (47) соотносится с 
количеством связей (39) и (40) (четыре комплекс­
ных плюс одна вещественная), обеспечивающих 
нужные свойства решений (35) и (36). В соответ­
ствии с формулами (45) и (46) главные составляю­
щие А? профильных функций (48) требуется под­
чинить следующим девяти условиям ортогональ­
ности:

/ /
J cos(2VTjc)A$(x)//x js \n (2 'fkx)he,(x)dx = 0,
-/ -/

/
Jcos ((\fk  ± •Jx -  л ’).\')Л (x)dx =
-1
1

-  |sin((VX ± V x-X )x)A  (x)r/x = 0, (49)
-1

1
Jcos (I'jX -  n 2x)ha,(x)dx =
-I

I _____  /
= J  si n (2x/ A. -  7t2x)Af„(xy/x = 0, |л е (х)//х = 0.

-/ -/
Соотношения (49) вполне аналогичны соотноше­
ниям (27), введенным ранее в ситуации (10), и 
имеют то же назначение: сделать основные по­

правки еs' бесконечно малыми 0(с|т|). Условия 
ортогональности и нормировки, которым следует
подчинить младшие члены т Л, (х) в представле­
нии (48), вводятся потому же принципу, что и ра­
нее условия (28), однако для линейной независи­
мости всех возникших тригонометрических 
функций приходится предположить, что X * 9тг2/8. 
Не будем выписывать их явно, но заметим, что 
благодаря требованию (11) девять весовых триго­
нометрических функций, фигурирующих в инте­
гралах (49), линейно независимы, т.е. добиться 
выполнения нужных требований можно и не­
трудно. В результате равенства (39) и (40) превра­
щаются в систему трансцендентных уравнений

т = е Г (т )  b R ’ (50)
(ср. систему (33) в ситуации (10)). В силу уже 
упоминавш ейся аналитичности элементов
(е.т) ь-> sEJkt(e,т) матрицы рассеяния 5е, оператор 
7,; становится сжимаю щ им при малых е  и  |т | ,  а 
система (50) приобретает единственное реш е­
ние, подчиненное оценке (34). Как уже поясня­
лось, в волноводе (1) с профилями стенок (48) 
акустические поля (35) и (36), инициированные
приходящими из рукава П_ волнами и wj\ име­
ют специфический вид (7) и (6), а сдвиг фазы у,, 
удовлетворяет соотношению (8).

ОБСУЖДЕН И Е РЕЗУЛ ЬТЛТОВ
1. Ни в одной из рассмотренных ситуаций не 

удалось соблюсти требование \|/Е = 0 в формуле (7), 
т.е. добиться полного отсутствия искажения 
поршневой моды (4) препятствием. Причина 
кроется и том, что для гладких функций Л±, обра­
щающихся в нуль вне интервала (-/,/) э х, выраже­
ния (23) и (45) обязательно аннулируются. В
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л

I

Рис. 2. Возмущение стенки в виде уступа.

принципе, этот недостаток реализованной схемы 
построения “ невидимых" препятствий можно 
устранить двумя способами. Во-первых, путем 
построения младших, порядка с2, членов разло­
жений коэффициентов s ‘i(k p) и s''(kp), однако со­
ответствующие асимптотические конструкции 
становятся весьма громоздкими и потому проти­
воречащими основной цели статьи. Во-вторых, 
возмущениям стенок волновода можно придать 
форму уступов (рис. 2), т.е. снять требования 
гладкости функций А±. В таком случае удается до­
биться равенства s'i(kp) -  I. однако исчезает воз­
можность пользоваться результатами 113; § 7.61 о 
регулярном возмущении границы, а проверка 
нужных свойств оператора V  в системе (50) ста­
новится несоизмеримо более сложной и требует 
применения методов асимптотического анализа 
краевых задач в областях с сингулярно возмущен­
ными границами |8; гл. 5|.

2. Построение асимптотики коэффициентов 
Sjk± в акустическом поле (12) основано на том,
что волны w](х,у) оставляют малые невя зки в кра­
евом условии Неймана на слабо деформирован­
ных участках стенок. Этот же эффект (однако
только для первой моды h'q(jc)) наблюдается и в 
случае вол повода-полосы П °с узким внутренним 
препятствием (рис. 3)

= {(дг.у): х  е  [Ч /|,-еА _(х) < y - d <  d ,t (x) \ ; (51) 
здесь d  g  (-1/2,1/2), h± — гладкие функции, й+(±/) =  
= А (±/) = 0, и с — по-прежнему малый положи­
тельный параметр. Каких-либо новых техниче­
ских моментов при рассмотрении препятствия 
(51) не возникает (ср. выкладки в статье |9 | для 
иной геометрической ситуации), так как волны 
(4) удовлетворяют предельной задаче в полосе П° 
с одномерным разрезом Е° =  {(дг.у): |jcj < l .y  = d\. 
Вместе с тем, при решении системы уравнений 
(33) нужно позаботиться о  выполнении условия

h(x) = liAx) + h_(x) > 0, .v g (-/,/), 
взаимного непроникновения возмущенных бере­
гов разреза. Внутренне препятствие будет изучено 
в другой публикации авторов.

3. Можно попытаться сделать препятствие не­
видимым и на более высоких частотах, т.е. при >. g

(от л \(ш  + 1)2л 2) с натуральным от > I. Однако в 
этом случае весовые тригонометрические ф унк­
ции, возникающие в условиях ортогональности и

Р и с . 3 .  В н у т р е н н е е  п р е п я т с т в и е .

нормировки для дополнительных членов анзаца 
профильных функций А±, могут оказаться линей­
но зависимыми, т.е. соблюсти эти условия никак 
нельзя (именно поэтому ранее было введено 
условие А. ^  9к2/&). Пример линейной зависимо­
сти при от = 2 выглядит так:

• J k - ' J k - n 2 = 2-Jk -  4л ’ при

X = —  л 2 G (4л2,9 л ’).
56

Аналогичные неприятности способны появиться и 
при рассмотрении нескольких чисел А, < ... < XN из
второго интервала ( л .  4л ) непрерывного спектра. 
Первая формула (46) показывает, что влюбом случае

Д О бИ Т Ь С Я  П О Л Н О ГО  Прохождения В О Л Н Ы  Н’| ( Х ,у;А;,)
удается при помощи разработанного метода лишь на 
одной из выбранных частот.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (проект 12-01 -00348).
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