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Abstract— Sound propagation through a waveguide is generally modeled by the Webster horn equation which 
assumes a planar pressure wavefront. However, most of the sources are non-planar in nature. In this work, a 
1-D model is derived for sound propagation through a 2-D waveguide with circular wavefront. The model is 
derived from the 2-D Helmholtz equation using the weighted residual method. The model assumes a uniform 
pressure across the angular coordinate at a given radial distance. A 2-D finite element model is used to vali­
date the results for different waveguide geometries and it shows good agreement.
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1 .  I N T R O D U C T I O N

S o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  t w o  d i m e n s i o n  f r o m  a  h a r ­

m o n i c  s o u n d  s o u r c e  i s  g i v e n  b y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a ­

t i o n  [ 1 ] :

2

V 2 p  +  ® - p  =  0 ,  ( 1 )

c

w h e r e p  i s  t h e  p r e s s u r e  a m p l i t u d e ,  ю  i s  t h e  a n g u l a r  f r e ­

q u e n c y  a n d  c  i s  t h e  s p e e d  o f  s o u n d .  T h e  a b o v e  e q u a ­

t i o n  r e d u c e s  t o  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  o r  W e b s t e r  

e q u a t i o n  ( E q .  ( 2 ) ) ,  b y  a s s u m i n g  a  u n i f o r m  p r e s s u r e  

a c r o s s  t h e  v e r t i c a l  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  

w a v e g u i d e  [ 2 ] .  T h i s  a s s u m p t i o n  s i m p l i f i e s  t h e  2 - D  

p r o b l e m  t o  a  1 - D  m o d e l  g o v e r n e d  b y  a n  o r d i n a r y  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n :

d j ? +  dp ( S '

d x 2 d x ^ S

2
, ® n

+  —  p  =  0 ,2c
( 2 )

w h e r e  S  i s  t h e  v a r i a b l e  c r o s s  s e c t i o n  a r e a  a n d  is  t h e  f i r s t  

d e r i v a t i v e  o f  S '  w i t h  r e s p e c t  t o  x ,  p  i s  t h e  p r e s s u r e  a n d  

ю  i s  t h e  a n g u l a r  f r e q u e n c y .

A  d e t a i l e d  r e v i e w  o n  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  a n d  

i t s  s o l u t i o n  w a s  g i v e n  b y  E i s n e r  [ 3 ] .  T h e r e  h a v e  b e e n  

s o m e  i m p r o v e m e n t s  o v e r  t h e  W e b s t e r  e q u a t i o n .  M a r ­

t i n  [ 4 ]  h a s  o b t a i n e d  a  h i e r a r c h y  o f  o n e  d i m e n s i o n a l  

o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  a n  a x i s - s y m m e t r i c  

w a v e g u i d e .  T h e  e q u a t i o n s  w e r e  o b t a i n e d  b y  s o l v i n g  t h e  

H e l m h o l t z  e q u a t i o n  u s i n g  t h e  p o w e r - s e r i e s  e x p a n s i o n  

m e t h o d  i n  a  s t r e t c h e d  r a d i a l  c o o r d i n a t e .  T h e  l o w e s t  

a p p r o x i m a t i o n  l e a d s  t o  t h e  W e b s t e r  e q u a t i o n  a n d  s e c ­

1 The article is published in the original.

o n d  a p p r o x i m a t i o n  l e a d s  t o  a  f o u r t h  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n .  R i e n s t r a  [ 5 ]  a l s o  m e n t i o n s  a b o u t  s o u n d  

p r o p a g a t i o n  i n  a  w a v e g u i d e  w i t h  m e a n  f l o w ,  d u c t  w i t h  

a c o u s t i c  l i n i n g  e t c .  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  h a s  m a n y  

a p p l i c a t i o n s  i n  p r e d i c t i n g  s o u n d  p r o p a g a t i o n  t h r o u g h  

w a v e g u i d e s ,  h o r n s ,  m u s i c a l  i n s t r u m e n t s  e t c .  R e c e n t l y  

w e  h a v e  u s e d  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  f o r  p r e d i c t i n g  f r e ­

q u e n c y  b a n d  s t r u c t u r e  i n  o n e  d i m e n s i o n a l  s o n i c  c r y s ­

t a l  [ 6 - 9 ]  w h i c h  c a n  b e  u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  s o u n d  

a t t e n u a t i o n  i n  s e l e c t i v e  b a n d s  o f  f r e q u e n c y .

W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  i s  a l s o  s t u d i e d  [ 1 0 ]  f o r  n o n ­

l i n e a r  a c o u s t i c  w a v e s  i n  l o s s y  c h a n n e l s  w i t h  v a r i a b l e  

c r o s s - s e c t i o n s .  T h e  m e t h o d  i s  b a s e d  o n  s t u d y i n g  t h e  

p o i n t  s y m m e t r y  g r o u p s  f o r  c e r t a i n  t y p e s  o f  c r o s s - s e c ­

t i o n a l  p r o f i l e s .  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  h a s  a l s o  b e e n  

u s e d  i n  p r e d i c t i n g  a c o u s t i c  r e s o n a n c e  i n  t u r b i n e  c e n ­

t r i f u g a l  p u m p s  [ 1 1 ] .  A  t r a n s m i s s i o n  l i n e  m o d e l  b a s e d  

o n  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  i s  a l s o  p r o p o s e d  [ 1 2 ]  t o  

m o d e l  t h e  s o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  v o c a l  t r a c t  b y  a p p r o x ­

i m a t i n g  i t  a s  a  s e r i e s  o f  c o n i c a l  h o r n s .

M o s t  o f  t h e  s o u r c e s  i n  n a t u r e ,  e s p e c i a l l y  t h o s e  a t  

h i g h  f r e q u e n c i e s ,  h a v e  a  n o n - p l a n a r  p r e s s u r e  p r o f i l e .  

T h e r e f o r e ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  n o n - p l a ­

n a r  p r e s s u r e  p r o f i l e  a n d  i t s  e f f e c t  o n  s o u n d  p r o p a g a ­

t i o n  t h r o u g h  a  w a v e g u i d e .  I n  t h i s  p a p e r ,  w e  p r o p o s e  a  

m o d e l  s i m i l a r  t o  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n ,  b u t  f o r  a  

w a v e  w i t h  c y l i n d r i c a l  w a v e f r o n t  ( c i r c u l a r  i n  2 - D )  

p r o p a g a t i n g  t h r o u g h  t h e  w a v e g u i d e  a s  s h o w n  i n  

F i g .  1 b .  T h e  f i g u r e  i l l u s t r a t e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

w a v e  p r o p a g a t i n g  w i t h  a  p l a n e  w a v e f r o n t  v e r s u s  w a v e  

p r o p a g a t i n g  w i t h  c i r c u l a r  w a v e f r o n t .  S o u n d  w a v e  

p r o p a g a t i o n  w i t h  p l a n a r  w a v e f r o n t  i s  m o d e l e d  b y  t h e  

s t a n d a r d  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  ( E q .  ( 2 ) ) .  T h e  a i m  o f
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(a) ( b )

Fig. 1. S o u n d  p r o p a g a t i o n  t h r o u g h  a  w a v e g u i d e .  S o u n d  

w a v e  i s  m o d e l e d  w i t h  ( a )  p l a n a r  w a v e f r o n t  ( b )  c i r c u l a r  

w a v e f r o n t .

z x

d i m e n s i o n a l  p r o b l e m  t o  a  o n e  d i m e n s i o n a l  m o d e l  r e p ­

r e s e n t e d  b y  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .

T h e  e q u a t i o n  o b t a i n e d  i s  u s e d  t o  e v a l u a t e  p r e s s u r e  

f i e l d  f o r  d i f f e r e n t  g e o m e t r i e s  o f  t h e  w a v e g u i d e  a n d  t h e  

r e s u l t s  a r e  v a l i d a t e d  w i t h  2 - D  f i n i t e  e l e m e n t  s i m u l a ­

t i o n s .  T h e  r e s u l t s  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  m a t c h  

e x a c t l y  w i t h  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  s i m u l a t i o n  f o r  a  u n i ­

f o r m  w a v e g u i d e .  I t  i s  s h o w n  t h a t  f o r  s u c h  w a v e g u i d e  i n  

f o r m  o f  s e c t o r  o f  c i r c l e  ( w i t h  n o  c u r v a t u r e )  t h e  d i f f e r ­

e n t i a l  e q u a t i o n  r e d u c e s  t o  t h e  B e s s e l ’ s  e q u a t i o n  o f  

z e r o  o r d e r .  H e n c e  i t  g i v e s  e x a c t  s o l u t i o n .  H o w e v e r ,  a s  

t h e  w a v e g u i d e  i s  m a d e  n o n - u n i f o r m  b y  i n t r o d u c i n g  

p e r t u r b a t i o n  ( s e m i c i r c l e )  i n  t h e  w a v e g u i d e ,  t h e  a c c u ­

r a c y  o f  1 - D  m o d e l  d e p e n d s  u p o n  f r e q u e n c y  o f  t h e  

p r o p a g a t i n g  w a v e  a n d  t h e  d e g r e e  o f  p e r t u r b a t i o n .  A t  

l o w  f r e q u e n c i e s ,  t h e  r e s u l t s  m a t c h  e x a c t l y  w i t h  t h e  

f i n i t e  e l e m e n t  s i m u l a t i o n s ,  b u t  a t  h i g h  f r e q u e n c i e s ,  t h e  

1 - D  m o d e l  p r e d i c t i o n s  d e v i a t e  s l i g h t l y  f r o m  t h e  f i n i t e  

e l e m e n t  r e s u l t s .

2 .  P R O B L E M  D E F I N I T I O N

T h e  p r o b l e m  c o n s i d e r e d  i n  t h i s  p a p e r  i s  s h o w n  i n  

F i g .  2 ,  w h e r e  s o u n d  f r o m  a  l i n e  s o u r c e  p r o p a g a t e s  

t h r o u g h  a  w a v e g u i d e .  C o n s i d e r i n g  t h a t  t h e  l i n e  s o u r c e  

a n d  t h e  w a v e g u i d e  i s  l o n g  e n o u g h  i n  t h e  Z d i r e c t i o n ,  

t h e  p r e s s u r e  c a n  b e  a s s u m e d  t o  u n i f o r m  i n  t h e  z  d i r e c ­

t i o n ,  a n d  h e n c e  t h e  a n a l y s i s  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  2 - D  x y  
p l a n e .  3

Fig. 2. S o u n d  p r o p a g a t i n g  f r o m  a  l i n e  s o u r c e  t h r o u g h  a  

w a v e g u i d e .  T h e  s o u r c e  a n d  w a v e g u i d e  a r e  l o n g  i n  t h e  z 
d i r e c t i o n  s o  t h a t  t h e  a n a l y s i s  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  2 - D  xy 
p l a n e .

Fig. 3. T h e  s y m m e t r i c  p o r t i o n  o f  a  g e n e r a l  w a v e g u i d e .  T h e  

f i g u r e  s h o w s  t h e  g e o m e t r i c  l o c a t i o n  o f  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  A 
i n  t h e  p o l a r  c o o r d i n a t e s .  T h e  u n i t  n o r m a l  a n d  t a n g e n t i a l  

v e c t o r s  a t  t h a t  p o i n t  a r e  a l s o  s h o w n .

t h e  p a p e r  i s  t o  o b t a i n  a  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

s i m i l a r  t o  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  b u t  f o r  s o u n d  

w a v e  p r o p a g a t i n g  w i t h  a  c i r c u l a r  w a v e f r o n t .  E f f e c ­

t i v e l y ,  t h e  m o d e l  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  r e d u c i n g  a  t w o

3 .  N U M E R I C A L  F O R M U L A T I O N

S o u n d  p r o p a g a t i o n  w i t h  c y l i n d r i c a l  w a v e f r o n t  

( 3 - D )  i s  g i v e n  b y  t h e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  i n  c y l i n d r i ­

c a l  c o o r d i n a t e s :

-< L ( rdP) + - д - р  +  д_Р +
ю p  = 0 . ( 3 )

г д А  d A  r2д ф 2 d z
A s  e x p l a i n e d  i n  F i g .  2 ,  t h e  p r e s s u r e  v a r i a t i o n  i n  t h e  z  
d i r e c t i o n  i s  n o t  s i g n i f i c a n t ,  a n d  h e n c e  t h e  e q u a t i o n  

r e d u c e s  t o  E q .  ( 4 )  f o r  t h e  2 - D  g e o m e t r y :

t  г  d p )  +  J - d i + с ю ) 2p  = 0
r д г с d A  r2д ф 2

( 4 )

T h e  p r o b l e m  ( F i g .  2 )  i s  s y m m e t r i c ,  a b o u t  t h e  y -  

a x i s ,  t h e r e f o r e  o n l y  t h e  t o p  h a l f  o f  t h e  g e o m e t r y  i s  c o n ­

s i d e r e d  a n d  i s  s h o w n  i n  F i g .  3 .  T h e  w a v e g u i d e  c o n s i d ­

e r e d  i s  m a d e  o f  s o u n d  h a r d  m a t e r i a l  w i t h  r e s p e c t  t o  a i r .  

T h e  t o p  s u r f a c e  o f  t h e  w a v e g u i d e  i s  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  

p o l a r  c o o r d i n a t e s  ( r , 0 ( r ) )  a s  s h o w n  i n  F i g .  3 .

S o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  s u c h  2 - D  g e o m e t r y  i s  g i v e n  

b y  E q .  ( 4 )  w h i c h  i s  a  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i n  

p r e s s u r e  w i t h  r e s p e c t  t o  r a d i a l  a n d  a n g u l a r  c o o r d i ­

n a t e s .  T h e  a i m  i n  t h i s  w o r k  i s  t o  r e d u c e  t h e  p a r t i a l  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n  t o  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

i n  t h e  r a d i a l  c o o r d i n a t e .  F o r  t h i s ,  t h e  n u m e r i c a l  

m e t h o d  o f  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d  [ 1 3 ]  i s  u s e d ,  

w h i c h  i s  a n  i n t e g r a l  m e t h o d  t o  o b t a i n  a n  a p p r o x i m a t e  

s o l u t i o n  t o  a n y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .
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T h e  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d  c a n  f i n d  a n  a p p r o x ­

i m a t e  s o l u t i o n  t o  a n y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  b y  e q u a t i n g  

t h e  i n t e g r a l  o f  t h e  e q u a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  w e i g h t i n g  

f u n c t i o n  o v e r  a  d o m a i n  t o  z e r o .  I n  t h e  p r e s e n t  c a s e  

w i t h  E q .  ( 4 ) ,  w e  c h o s e  t o  i n t e g r a t e  t h e  e q u a t i o n  o v e r  a  

c i r c u l a r  a r c  w i t h  c e n t e r  a t  t h e  o r i g i n  O  a n d  w i t h  a n  

i n t e g r a t i n g  v a r i a b l e  ф .  T h e  v a r i a b l e  a n g l e  ф  v a r i e s  

a c r o s s  t h e  a r c  f r o m  z e r o  t o  0 ( r ) .  I t  w i l l  b e  s h o w n  l a t e r  

t h a t  t h e  c i r c u l a r  a r c  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  w a v e f r o n t  o f  

t h e  p r o p a g a t i n g  w a v e  w i t h  s o u r c e  p l a c e d  a t  o r i g i n .

T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  w e i g h t e d  r e s i d u a l  m e t h o d  

o n  E q .  ( 4 )  i s  s h o w n  i n  E q .  ( 5 )  w h i c h  u s e s  w e i g h t i n g  

f u n c t i o n  a s  u n i t y :

T h e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  ( E q .  ( 5 ) )  c a n  b e  s p l i t  i n t o  t h r e e  

i n t e g r a l s  f o r  t h e  e a s e  o f  a n a l y s i s :

0

■ =  0 r f r f) )
0

( 6 )

0 2

/ ! =  " ф '
( 7 )

0 2

73 =  Лf  “ )  p)  ^ ( 8 )

0
A s  t h e  w a v e g u i d e  i s  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  a x i s  ф  =  0 ,  t h e  

p r e s s u r e  i s  a l s o  s y m m e t r i c  a n d  h e n c e

dp
дф

=  0 .

Ф = 0
( 9 )

U s i n g  t h e  L e i b n i z  r u l e  [ 1 4 ]  a n d  s y m m e t r i c  c o n d i t i o n ,  

t h e  i n t e g r a l s  c a n  b e  s i m p l i f i e d  a s

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

w h e r e  p r i m e  d e n o t e s  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  r .

T h e  u p p e r  s u r f a c e  ( c u r v e )  o f  t h e  w a v e g u i d e  i s  s o u n d  

h a r d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  w h i c h  i s  g i v e n  a s

n  . V  p  = 0 ,  ( 1 3 )

w h e r e  n  i s  t h e  s u r f a c e  n o r m a l  a t  a  p o i n t  A  a s  s h o w n  i n  

F i g .  3 .  T h e  e x p r e s s i o n  w h e n  s i m p l i f i e d  l e a d s  t o  t h e  f o l ­

l o w i n g  e q u a t i o n :

-Qp 0 .

d r
d p  1
5 ф г2

=  0 . ( 1 4 )

ro

rc с Л
ri

(r, 0(r))

r
p

1__________________ ......
O

Fig. 4. Specific example of waveguide with perturbation of 
a semicircle.

A s  i t  c a n  b e  s e e n  b y  a d d i n g  t h e  t h r e e  i n t e g r a l s ,  t h e  

s o u n d  h a r d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  t h e  t o p  s u r f a c e  

a p p e a r s  i n  t h e  e x p r e s s i o n  l e a d i n g  t o  t h e  f o l l o w i n g  

e q u a t i o n :

1 d-
r d r

Г f
r

V

d ­

d r

0

^ ф  - p\

0

0 ' =  0 . ( 1 5 )

T h e  s o u n d  s o u r c e  i s  p l a c e d  a t  t h e  o r i g i n  O ,  a n d  a s s u m ­

i n g  t h a t  t h e  w a v e  p r o p a g a t e s  w i t h  a  c i r c u l a r  w a v e f r o n t ,  

t h e  p r e s s u r e  w i l l  b e  c o n s t a n t  o v e r  a n y  c i r c u l a r  a r c .  

W i t h  t h i s  a s s u m p t i o n ,  p r e s s u r e  i s  n o w  o n l y  a  f u n c t i o n  

o f  t h e  r a d i a l  d i s t a n c e .  T h e r e f o r e  t h e  a b o v e  i n t e g r a l  

e x p r e s s i o n  c a n  b e  s i m p l i f i e d  t o  a n  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n  i n  r a d i a l  c o o r d i n a t e :

d 2p

d r2
0 '  +  0 ) dp +
0  rJ  d r

( 1 6 )

T h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  s i m i l a r  t o  t h e  W e b s t e r  h o r n  

e q u a t i o n  ( E q .  ( 2 ) ) ,  h o w e v e r ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i s  

v a l i d  f o r  s o u n d  p r o p a g a t i n g  w i t h  c i r c u l a r  w a v e f r o n t  i n  

a  t w o  d i m e n s i o n a l  w a v e g u i d e .

4 .  V A L I D A T I O N  O F  T H E  1 - D  M O D E L  

W I T H  T H E  F I N I T E  E L E M E N T  S I M U L A T I O N

S o u n d  p r o p a g a t i o n  t h r o u g h  t h e  2 - D  w a v e g u i d e  c a n  

b e  m o d e l e d  b y  t h e  1 - D  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

d e r i v e d  a b o v e .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  v a l i d a t e  

t h e  1 - D  m o d e l  b y  t h e  2 - D  f i n i t e  e l e m e n t  s i m u l a t i o n  

a n d  t o  o b s e r v e  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  w h i c h  t h e  1 - D  m o d e l  

p r e d i c t i o n s  a r e  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  2 - D  s i m u l a t i o n s .

T o  a c c o m p l i s h  t h i s  g o a l ,  a  s p e c i f i c  e x a m p l e  o f  a  

w a v e g u i d e  i n  t h e  f o r m  o f  a  s e c t o r  i s  c o n s i d e r e d .  A  p e r ­

t u r b a t i o n  o f  a  s e m i c i r c l e  i s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  s e c t o r  s o  

t h a t  i t  p e r t u r b s  t h e  p r e s s u r e  f i e l d  a n d  f o r c e s  i t  t o  b e  t w o  

d i m e n s i o n a l .  T h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  w a v e g u i d e  i s  

s h o w n  i n  F i g .  4 .  A  p o i n t  s o u r c e  i s  l o c a t e d  a t  t h e  

c e n t e r  O ,  w h i c h  i s  a l s o  t h e  c e n t e r  o f  t h e  s e c t o r .  T h e  

w a v e g u i d e  e x t e n d s  o v e r  a  r a d i u s  v a r y i n g  f r o m  rt ( 0 .1  m )  

t o  ro ( 0 . 4 5  m ) .  T h e  p e r t u r b a t i o n  o f  a  s e m i c i r c l e  i s
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0.1 0.3 0.5 0.1 0.3 0.5
r(m)

Fig. 5. Average pressure versus radial distance for wave 
propagating from a point source in a waveguide with circu­
lar wavefront, planar wavefront and finite element (FE) 
simulations.

i n t r o d u c e d  i n  t h e  w a v e g u i d e  a t  a  r a d i a l  d i s t a n c e  o f  rc 
( 0 . 2 8  m ) .  T h i s  p e r t u r b a t i o n  m a k e s  t h e  w a v e g u i d e  n o n ­

u n i f o r m  i n  t h e  a n g u l a r  d i r e c t i o n .  D i f f e r e n t  w a v e g u i d e s  

w e r e  c o n s i d e r e d  b y  v a r y i n g  t h e  r a d i u s  o f  s e m i c i r c l e  rp 
a s  z e r o ,  2  a n d  5  c m .

F o r  t h e  s a m e  g e o m e t r i e s  o f  t h e  w a v e g u i d e ,  2 - D  

m o d e l s  w e r e  c o n s t r u c t e d  i n  f i n i t e  e l e m e n t  s o f t w a r e  

C O M S O L  M u l t i p h y s i c s .  T h e  s o l u t i o n  t o  t h e  1 - D  d i f ­

f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w a s  o b t a i n e d  b y  f i n i t e  d i f f e r e n c e  

m e t h o d  b y  u s i n g  s e c o n d  o r d e r  c e n t r a l  d i f f e r e n c e  d i s ­

c r e t i z a t i o n .  A  p r e s s u r e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  o n e  P a s ­

c a l  w a s  a p p l i e d  a t  t h e  i n l e t  ( r ) ,  w h i l e  r a d i a t i o n  b o u n d ­

a r y  c o n d i t i o n  w a s  a p p l i e d  a t  t h e  o u t l e t  (ro) f o r  b o t h  

f i n i t e  e l e m e n t  a n d  t h e  1 - D  m o d e l .  F o r  t h e  1 - D  m o d e l ,  

r a d i a t i o n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  w a s  i m p l e m e n t e d  b y  t h e  

1 - D  S o m m e r f e l d  r a d i a t i o n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  [ 1 5 ]

t h e r e  i s  n o  p e r t u r b a t i o n ,  t h e  p r e s s u r e  i s  u n i f o r m  i n  t h e  

a n g u l a r  d i r e c t i o n  a n d  h e n c e  o u r  a s s u m p t i o n  f o r  t h e  1 -  

D  m o d e l  h o l d s  e x a c t l y  t r u e .  I t  c a n  a l s o  b e  s e e n  f r o m  

t h e  E q .  1 6 ,  w h e n  t h e  t e r m  O '  =  0 ,  t h e  e q u a t i o n  r e d u c e s  

t o  t h e  B e s s e l  e q u a t i o n  o f  z e r o  o r d e r .  A n d  h e n c e  f o r  t h i s  

c a s e ,  t h e  1 - D  m o d e l  t u r n s  o u t  t o  b e  a n  e x a c t  e q u a t i o n .

F o r  t h e  s u b s e q u e n t  c a s e s  w h e n  t h e  p e r t u r b a t i o n  

p a r a m e t e r ,  rp i s  n o n  z e r o ,  t h e  w a v e g u i d e  i s  n o n - u n i ­

f o r m  i n  t h e  a n g u l a r  d i r e c t i o n ,  a n d  s o  t h e  p r e s s u r e .  

S t i l l t h e  p r e d i c t i o n  b y  t h e  1 - D  m o d e l  m a t c h e s  w e l l  

w i t h  2 - D  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l .  A t  l o w  f r e q u e n c y  

( 5 0 0  H z )  o r  w h e n  t h e  p e r t u r b a t i o n  ( r p )  i s  s m a l l ,  t h e  

p r e s s u r e  f r o m  1 - D  m o d e l  i s  q u i t e  c l o s e  t o  t h e  2 - D  

f i n i t e  e l e m e n t  r e s u l t s  ( F i g .  5 a - 5 e ) .  H o w e v e r ,  t h e  

r e s u l t s  v a r y  s l i g h t l y ,  e s p e c i a l l y  f o r  h i g h l y  n o n - u n i f o r m  

w a v e g u i d e  a t  h i g h  f r e q u e n c y  ( F i g .  5 f ) .  F o r  s u c h  a  c a s e ,  

w e  n e e d  t o  i n c l u d e  h i g h e r  m o d e s  o f  p r e s s u r e  i n  t h e  

a n g u l a r  d i r e c t i o n  t o  g e t  a  b e t t e r  s o l u t i o n .

5 .  C O N C L U S I O N

A  o n e  d i m e n s i o n a l  m o d e l  f o r  s o u n d  p r o p a g a t i o n  

f r o m  a  p o i n t  s o u r c e  t h r o u g h  a  t w o  d i m e n s i o n a l  

w a v e g u i d e  h a s  b e e n  p r o p o s e d .  T h e  m o d e l  a s s u m e s  

u n i f o r m  p r e s s u r e  a c r o s s  t h e  c i r c u l a r  w a v e f r o n t  a n d  i s  

o b t a i n e d  f r o m  i n t e g r a t i n g  t h e  g o v e r n i n g  H e l m h o l t z  

e q u a t i o n  i n  p o l a r  c o o r d i n a t e s  u s i n g  w e i g h t e d  r e s i d u a l  

m e t h o d .  T h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  c o m p a r e d  w i t h  2 - D  

f i n i t e  e l e m e n t  s i m u l a t i o n  f o r  d i f f e r e n t  w a v e g u i d e  

g e o m e t r i e s  a n d  f r e q u e n c i e s .  T h e  r e s u l t s  a r e  i n  g o o d  

a g r e e m e n t .  H o w e v e r ,  a t  h i g h  f r e q u e n c i e s  a n d  f o r  n o n ­

u n i f o r m  w a v e g u i d e ,  t h e  o n e  d i m e n s i o n a l  m o d e l  p r e ­

d i c t i o n  d i f f e r s  s l i g h t l y  f r o m  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  r e s u l t s .  

T h e  1 - D  m o d e l  c a n  b e  i m p r o v e d  i n  t h e  f u t u r e  b y  

i n c l u d i n g  a  n o n - u n i f o r m  p r e s s u r e  i n  t h e  a n g u l a r  c o o r ­

d i n a t e  t o  o b t a i n  h i g h e r  o r d e r  v a r i a n t s  o f  t h i s  1 - D  

m o d e l .

I t  a l s o  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e  s a m e  e q u a t i o n  

c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  W e b s t e r  

h o r n  e q u a t i o n  d e r i v e d  i n  t h e  P i e r c e ’ s  t e x t b o o k  [ 1 6 ] .  

T h e  g e n e r a l  f o r m  o f  W e b s t e r  e q u a t i o n ,  u s i n g  t h e  

p r e s e n t  c o n v e n t i o n  o f  v a r i a b l e s  i s

— -—  — f  S (x )  ^  =  I " - 2 -?  

S ( x ) d x  v  dr^ c2 d t2
( 1 8 )

^2  -  i® p = 0 .  ( 1 7 )

d r  c

T h e  a v e r a g e  p r e s s u r e  p ( r )  a v e r a g e d  o v e r  t h e  a n g u l a r  

c o o r d i n a t e  ф  f r o m  t h e  1 - D  m o d e l  i s  p l o t t e d  a l o n g  w i t h  

t h e  f i n i t e  e l e m e n t  r e s u l t s  f o r  d i f f e r e n t  g e o m e t r i e s  a t  

5 0 0  H z  a n d  5  k H z  i n  F i g .  5 .  A  c o m p a r i s o n  i s  a l s o  m a d e  

w i t h  t h e  W e b s t e r  h o r n  e q u a t i o n  f o r  t h e  s a m e  g e o m e ­

t r i e s  a n d  f r e q u e n c i e s .

T h e  r e s u l t s  ( F i g .  5 a  a n d  5 b )  s h o w  t h a t  1 - D  m o d e l  

p r e d i c t s  t h e  a v e r a g e  p r e s s u r e  e x a c t l y  w h e n  t h e  

w a v e g u i d e  i s  u n i f o r m  ( rp =  0 ) .  F o r  t h i s  c a s e ,  w h e n

C o n s i d e r i n g  t h e  a r e a  S ( x ) ,  a s  a  f u n c t i o n  o f  r ,  w h i c h  

c a n  b e  w r i t t e n  a s  S ( r )  =  r O ( r ) .  S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n  t h e  

g e n e r a l  e q u a t i o n  a n d  f o r  a  h a r m o n i c  a n a l y s i s ,  t h e  

e q u a t i o n  a f t e r  s o m e  m a n i p u l a t i o n  l e a d s  t o  t h e  E q .  ( 1 6 )  

d e r i v e d  i n  t h i s  p a p e r .

T h e  e q u a t i o n  f o r  w a v e  p r o p a g a t i o n  w i t h  c i r c u l a r  

w a v e f r o n t  p r o v i d e s  w i t h  a  s i m p l e  y e t  a c c u r a t e  m o d e l  

f o r  s o u n d  p r o p a g a t i n g  f r o m  t h e  l i n e  s o u r c e ,  e n c l o s e d  

b y  s o m e  s o u n d  h a r d  s u r f a c e  a c t i n g  a s  a  w a v e g u i d e .  T h e  

p r e d i c t i o n s  b y  t h i s  1 - D  m o d e l  a r e  a c c u r a t e  a t  l o w  f r e ­

q u e n c y  a n d  f o r  l e s s  d i s t o r t e d  w a v e g u i d e .
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