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Развит аналитический метод исследования фильтрационно-волновых полей в коллекторах нефти и 
газа, который позволяет свести волновые задачи сопряжения к более простым задачам для коэффи
циентов асимптотического разложения. Найдены простые аналитические зависимости для расчета 
полей в неоднородных анизотропных пластах для нулевого и первого коэффициентов. Наличие та
ких зависимостей позволяет обеспечить основу для принципиально нового и более полного иссле
дования волновых полей применительно к акустическому каротажу и сейсморазведке. Достовер
ность развитого метода обоснована сопоставлением полученных асимптотических решений с коэф
фициентами разложения точного решения параметризованной задачи в ряд Маклорена по 
формальному параметру.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из главных проблем энергообеспечения 
и развития сырьевой базы страны в настоящее и 
ближайшее десятилетия является интенсифика
ция добычи нефти и газа из недр. Наиболее пер
спективными здесь представляются направления, 
связанные с использо1занием акустических и элек
тромагнитных полей, поэтому совершенствование 
технологии воздействия предполагает развитие 
теории волновых полей в нефтяных пластах и 
скважинах. Однако, несмотря на очевидную по
требность промысловой геофизики в мощных ф и
зических методах, направленных на интенсифика
цию извлечения нефти и поиск новых месторож
дений, на сегодня, насколько нам известно, ни 
одно из существующих физических средств повы
шения отдачи пласта и разведки нс изучено в пол
ной мере. Сложность исследования связана с не
достаточным физическим осмыслением и пони
манием процессов, происходящих в условиях 
пористой проницаемой среды коллекторов. Все 
вышеуказанное в полной мере относится и к мето
дам воздействия на призабойную зону пороховы
ми газами, элекгрогидравлическим ударами, а так
же вибрационным и акустическим воздействиям 
11, 2|. Теоретические методы исследования волно
вых полей в пластах и скважине, по мнению веду
щих специалистов, не отвечают в достаточной

мере требованиям практики. Таким образом, раз
витие теории волновых полей в пласте и скважи
не представляет важнейшую научную проблему, 
имеющую большое практическое значение.

Развитый в статье метод позволяет построить 
аналитические зависимости для расчета полей в 
неоднородных анизотропных пластах в достаточ
но сложных задачах. Наличие таких зависимостей 
позволяет обеспечить основу для принципиально 
нового и более полного исследования волновых 
полей применительно к акустическому каротажу, 
сейсморазведке и интенсификации добычи неф
ти и газа.

В данной работе решена задача о  фильтраци
онных волновых полях в неоднородной пористой 
среде путем использования “ в среднем точного” 
асимптотического метода, идеи которого изложе
ны в работах 13—6 |.

Показано, что фильтрационно-волновое поле 
в проницаемой однородной изотропной пори
стой среде описывается телеграфным уравнением 
171. Это позволяет использовать развитые ранее 
методы расчета для электромагнитных полей в 
линиях передачи для исследования фильтрацион
но-волновых полей в подземной гидродинамике, 
что сущест венно уточняет теорию, в основе кото
рой лежит уравнение пьезопроводности | 8 |.
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I. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПОЛЯ ДАВЛЕНИЯ
Реальная пористая среда является многофаз

ной системой, причем каждая фаза состоит из до 
статочно большого числа хаотически распреде
ленных малых однородных областей. Размеры 
этих областей, малые сравнительно с элементар
ными физическими объемами, предполагаются 
настолько большими, что внутри каждой области 
выполняются условия “локального равновесия” 
|9 | и законы сохранения |10 |. Все поверхности 
контакта областей различной природы являются 
поверхностями ра зрыва гладкости некоторых ф и 
зических полей. Однако описанные выше допу
щения позволяют в физически малых объемах 
определить пространство непрерывных функций, 
осуществляющих описание полей каждой фазы. 
Это определение осуществляется путем подходя
щего способа осреднения, от которого, вообще 
говоря, зависят получаемые результаты. Ниже 
постулируется, что средние но всякому элементу 
поверхности, содержащемуся в элементе объема, 
равняются средним по этому объему.

Обозначим через т  пористость среды, тогда 
объемное содержание твердой фазы — скелета — 
составит (1 — /и). Для простоты будем считать, что 
поры заполнены гомогенной жидкой фазой, спо
собной к движению при наложении градиента 
давления. Уравнения состояния для жидкой фазы 
р =  р( Р, 7) и скелета р, = р ,(Р, / )  могут быть пред- 
ставлены в линеаризованной подавлению  форме

Р = Ро 1+ Т Ф ( Р - Р 0)
Ро дп /*=«, J

Ро дР\р=Р„

= Р„[1+Р, (/>-/>„)],
( 1 . 1 )

Ps -  Pos | + — ( р ~ ро)
Ро, дР р=р»

= р0,[1 + Р ,(/>-/>„)], Р, ^
Ро., дР

( 1.2)

/*=/?.
которые, как известно, для реальных жидкостей и 
твердых тел обеспечивают достаточную точность 
до давления в десятки тысяч атмосфер (в смысле 
выполнения условия для давления Р ,( />-  Д,) <§ I). 
Здесь ро, ро, Р0 — значения плотности жидкости, ма
териала скелета и давления в точке линеаризации.

Будем предполагать, что при и вменении давле
ния основные изменения объема твердой фазы 
происходят в объемах пор, а и зменения внешних 
размеров макрообъемов скелета пренебрежимо 
малы в сравнении с изменениями в микрообъе
мах нор. Это предположение выполняется с вы
сокой точностью, например, в случаях, когда ча
стицы, составляющие скелет, слабо сцеплены 
между собой. Поскольку в этом случае массу ске
лета можно считать постоянной, то имеем 
р , (1 -  w) =  Ро,(1 -  >щ), что позволяет выразить за

висимость пористости от плотности скелета р, или 
давления Р. т  =  1 — p0s (1 -  /и0) / р , , т = I - (I - т0) х 
х [I -  р , ( Р -  Р„)], где р||( и та — плотность скелета и 
пористость в точке линеаризации.

Природные пористые среды ани зогропны по 
своей природе. На практике встречаются случаи, 
когда проницаемость наблюдается преимуществен
но в одном направлении. В этом случае пористая 
среда в определенном смысле эквивалентна систе
ме тонких параллельно сложенных трубочек. Ис
следование такого случая важно также и з соображе
ний простоты. Скорость стационарной фильтрации 
подчиняется закону Дарси, который водномерном 
случае по оси г, например, записывается в виде |4 | 
v  = -(k /\.i)5P /dz , гдс к — проницаемость. Негрудно 
показать, что это соотношение эквивалентно нали
чию обьемных фиктивных сил трения R* = 
= -pv/(A:p).

В случае нестационарной фильтрации в уравне
нии движения необходимо учесть действие сил 
трения,тогда получим

+ й 1  _ ря*  = о. где ^  = + ( | . 3 )
dt \ml д z dt dt mdz

Сила трения R* зависит от скорости фильтра
ции, поэтому из (1.3) получим уравнение движе
ния жидкой фа зы 15 1

т р + р v т +
dz\ml dz к

(1.4)
dt\ml dz ’ 

которое в частном случае совпадает с уравнением 
Эйлера—Жуковского. Если же полное ускорение 
жидкой фазы равно нулю, то нетрудно убедиться, 
что из (1 .4 )следует закон Дарси.

Закон изменения (сохранения) массы ф иль
трующейся жидкости при отсутствии источников 
записывается в форме уравнения нера зрывности

^ 3  + ̂  = 0, (1.5)
dt dz

которое при наличии источников уравнение из
меняется — в правой части возникает функция ис
точников массы.

Приведенные выше выражения позволяют по
лучить уравнения, описывающие фильтрацион
но-волновые явления в пористых средах. Для это
го, с учетом уравнений (1.1) и (1.3), преобразуем 
прои зводную по времени в левой части уравне
ния (1.5) как

^(/нр) = т ^  + р ^ - ' = (отрор, + (1 -  ttig) Psp) ~~ =
dt dt dt dt /|

Л  Р
= Ро (,иоР/ + (1 -  "'о) Ps ) “  •

dt
Во втором слагаемом (1.5) полагаем прибли

женно р = р„. в итоге получим

(mop ,+ ( l - m o)P .,) ^  + ̂  = 0.
dt dz

(1.7)
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Р и с .  I .  Г е о м е т р и я  з а д а ч и :  1 — п о д с т и л а ю щ а я  и  п о к р ы 
в а ю щ а я  с р е д а .

В уравнении движения ( 1.4) полагаем т = т0 и 
р гг р () и. пренебрегая слагаемыми второго поряд
ка по скорости, имеем

( 1.8)
„  d v  , дР  , В п 

дI dz к
Далее, исключив из уравнений (1.7) и (1.8) 

скорость, получим следующее уравнение для дав
ления:

Щ + \_д_р= д2Р' (1.9)
с- д г  X Sr dz2 *

Здесь введены обозначения:
с = \Ц Ро(/иоР/ + (1 -  т»)Р ,) -  скорость распро
странения ф илы  рацион но-вол новых возмуще
ний. % = А:/[ц(/и0Р/ + ( 1  - w0 )Ps)] -  коэффициент 
пъезопроводности. Отсюда получаем взаимо
связь между коэффициентом пъезопроводности 
и скоростью распространения фильтрационно- 
волновых возмущений

с2 = / - х -  (1.Ю)
к Ро

Путем сопоставления полученного уравнения 
с классическим уравнением колебаний определе
на величина коэффициента затухания

у - * — И -.
2* 2А:р„

(1 .И )

Итак, фильтрационно-волновое поле давле
ния в пористой среде в указанных выше прибли
жениях описывается телеграфным уравнением. 
Аналогично получается уравнение для поля дав
ления в двумерном и трехмерном случаях.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
ДЛЯ Д И Н ЕЙ Н О Й  ГЕОМЕТРИИ

На рис. I представлена геометрия течения в 
прямоугольной системе координат, ось г которой 
совпадает с осью скважины. Пусть неоднородная 
среда представлена тремя областями с плоскими 
границами раздела z  =  ± 1 , перпендикулярными 
вертикальной оси. Покрывающий и подстилаю
щий пласты считаются слабопроницаемыми в го
ризонтальном направлении, средняя область тол
щины 2  ( - 1  < z < I) является хорошо проницае
мой и в горизонтальном, и в вертикальном

направлениях. Рассматриваемый для простоты 
случай плоского течения по горизонтальной 
оси (х ) и вертикальной (<:) имеет важное значение 
для изучения особенностей волновых процессов 
в реальных пластах, хотя там чаще реализуется 
плоскорадиальное течение. Пусть окружающие 
породы являются сильно анизотропными, и в них 
преобладает вертикальная проницаемость в срав
нении с горизонтальной настолько, что течение 
можно считать одномерным, тогда для описания 
волновых процессов в окружающей среде можно 
воспользоваться уравнением (1.9), не содержа
щим слагаемого со второй производной по гори
зонтальной координате х. Далее положим, что 
свойства подстилающих и покрывающих пластов 
идентичны. В соответствии с этим постановку за
дачи можно упростить, воспользовавшись усло
вием симметрии d P /dz(z  = 0) =  0. Для упрощения 
все коэффициенты в уравнениях и граничных 
условиях по возможности приравнены к едини
це, а в обозначение давления сверху добавлен 
знак перевернутой дуги.

Математическая постановка гидродинамиче
ской задачи в таких предположениях включает 
телеграфное уравнение (1.9), учитывающее пре
обладание вертикальной проницаемости, в верх
нем пласте

д2Р, дР, д2Р,
дГ

+ ■ I _
dl d z2

= 0, I > 0 , z > 1, (2. 1)

соответствующее двумерное уравнение в цен
тральном пласте

д 2Р дР  д2Р д 2Р _ Q
d l2 St d z2 дх2 ' (2 .2 )
/ > 0, 0 < Z < 1, х > о.

условие симметрии в центре пласта

Щ  = 0 . (2.3)
Sz z-0

В начальный момент времени возмущения давле
ния отсутствуют

* и = ° -  ' L = ° -  (2-4>
На границе раздела сред заданы равенства дав

лений и потоков
(2.5)

(2А
Sz г=1

<1Р
Sz

(2.6)
г=1

Давление палевой границе изменяется по гармо
ническому закону

(1 = /JiCOs(to/). (2.7)
Соответствующая задача для комплексного дав
ления Р имеет вид
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<]1А + дл - d l A = 0, l > 0, z > 1, (2 .8 )
d r at d z2

d l l + d P - d2P d2P = 0 ,  / > 0 ,
d r dr d z1 dx2 (2.9)

О < z < 1. х  > О,

= 8 = Jw^yJw ’ +1 + (0^2. Пред
полагается, что решение является регулярным на 
бесконечности, г.е. при устремлении простран
ственных координат в бесконечность искомое ре
шение и его производная обращается в нуль.

дР
dz i=o

= 0,

df\ = дР 
~8z\z=t 9 d z=i'

( 2. 10)

( 2. 11)

(2. 12)

(2.13)

^Lo = /oexP(,0)/)- (2 |4)
Решение задачи (2.8)—(2.14) будем отыскивать 

в виде произведения комплексных амплитудных 
значений Р и / ’, на мнимую экспоненту ехр(/со/), 
т.е. ограничимся исследованием монохроматиче
ских волновых процессов

Р, = Р ,е \р (Ш ), P = P c \p (iw t) . (2.15) 
При гаком задании гармонических временных 

зависимостей решений рассматриваются устано
вившиеся процессы, поэтому начальные условия 
(2.11) оказываются несущественными. Здесь в 
(2.15) и ниже для простоты знаки “тильда” над 
амплитудными значениями Р и Р, опущены.

Задача для амплитуд давления представится 
в виде

к{Р , -
д-Р, п
d z2 ' Z>

к ;р д2Р д2Р
d z1 dx1

= 0, 0  < z < 1, х > О,

д- Г  = 0.
dz с-о

4-= . -
дР,
dz

= дР
г-1 ~d?

= Ро-

г-1

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

( 2.20)  

( 2. 21)

Здесь А, = '/ко  -  o ' = а  + /8,a  =  ±^o)|V(D2 + I -o )j^2 ,

8  =  ±^со |'/м 2 + I + o)j^2. Изанализа решения следует,
что а  определяет поглощающие свойства среды; по
этому перед квадратным корнем необходимо выбрать 
значение со знаком плюс. Негрудно видеть, что поло
жительные значения 8  соответствуют волне, бегущей 
в положительном направлении оси z■ В соответ
ствии с этими соображениями положим ниже а  =

3. РАЗЛОЖЕНИЕ
ПО АСИМ ПТОТИЧЕСКОМ У ПАРАМЕТРУ

В соответствии с основной идеей использо
ванною  метода рассмотрим более общую задачу, 
полученную введением произвольного асимпто
тического параметра с перед первой и второй 
производными от функции возмущения давления 
в центральном пласте по z. как в уравнениях, так 
и в граничных условиях задачи

*,2/> - ^ 4  =  0 , г  >  I, (3 .1 )
dz

к \Р
I д2Р
s d z  dx

d2 Р
7  = 0, О < г < 1. х > О,

д- 1  =  0, 
dz -.о

4 = ,  = ^ = .*
дР,
dz : 1

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

= \5Р
e d z

А н , =  г -
Отметим, что решение исходной задачи может 

быть получено из решения параметризованной 
задачи при£ =  1. Задача(2.16)—(2.21)является,та
ким образом, частным случаем более общей пара
метризованной, содержащей формальный пара
метр асимптотического разложения с.

Решение задачи (3.1)—(3.6) будем искать, 
представляя функцию давления ^каж дой из обла
стей асимптотической формулой по параметру с:

Р, = Р,(0) + еРР' + ... + е"Р,'т + Q, , (3 7 )

Р = PW) + е Р(" + ... + е"Р,п) + О1"1.
Подставив выражения (3.7) в (3.1)—(3.6) и 

сгруппировав слагаемые по степеням параметра 
разложения г, получим

, ( i ) i<« )

л2 о*")k 2piO)_d_Pi_ + E
d z-

* f / f -
d 2P,0)

dz2
+ ... = 0,

(3.8)

2 »<">d fF
dz2

+ £

Z > 1

k 2p {0)- d2p[
(I) 2 o(°)d P

dz ox
+

+ £ k 2P0)- d2P{2) d2P'(i)

dz" dx 
0 < Z < 1, x > 0,

+ ... = 0. (3.9)
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дРт О)

dz
+ Е

г= 0

дР
dz

+ ... = 0.
г=0

дР ( 0 )

dz
+ Б

; - 1

dp

г= 1

О)

dz
dP ( 0 )

Z=I г-l J

г=1 

+ ... = 0,

(3.10)

(Р{0)+ еР{1)+. . . j  ( = ( р|,0, + е^ (,,+ . . . |  Г (3.11)

(3.12)

(3.13)

Анализ задачи показывает, что сомножители 
при степенях е  в  (3.9) содержат соседние коэффи
циенты разложения и в этом смысле являются “ за
цепленными”. Для решения соответствующею 
уравнения осуществлена процедура расцепления.

4. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В НУЛЕВОМ П РИ БЛ И Ж ЕН И И

Формально устремим б к нулю в уравнении (3.9). 

Тогда получим (d2Р{"]/ d z 2) = 0. Результат интегри

рования (dP{"'/dz) =  A (x , z ), с учетом граничных 
условий (3.10), (3.12) позволяет установить, что 
А(х, z) = 0. Таким образом, в нулевом приближении 
давление в центральном пласте является функцией 
только от л: и не зависит от z Р'" =  Р1"' (х), т.е. одина
ково в каждой точке любого сечения, параллельно
го оси z■ Далее, приравнивая к нулю коэффициен
ты при е в уравнении (3.9), получим

^ (о ) _ 5 У | _ а У !  =  о (4.D
dz2 d x2

Так как /’""(х) не зависит от переменной г, 
вспомогательная функция Е(х), составленная из 
слагаемых уравнения (4.1), содержащих Р 0)

Е(х )  = к 2Р{0) (4.2)
dx~

также не зависит от z■ Тогда (4 .1) можно предста
вить как

я*
Г Г = Е ( х )• (4-3)

dz
Проинтегрировав последовательно, найдем 

выражения для первой производной от первого 
коэффициента Р и по переменной z

ярО)
^ -  = z E ( x ) + F ( x )  (4.4)

dz
и первого коэффициента разложения в виде квад
ратного трехчлена

Р{]) = Z - E ( x )  + zE(x)  + Q(x)  (4.5)

с функциональными коэффициентами Е(х), Е(х), 
Q(x), подлежащими определению. Из граничных

условий (3.12) при сомножителе е  в  первой степе
ни и (3 .1 0 ) имеем

д Р Г
dz

dP
;-l

(«)

dz

= E ( x ) + F(x),  

= F(x )  = 0 .

(4.6)

(4.7)

Отсюда следуют выражения для функциональ- 
ных коэффициентов Е(х) и Е(х) через следы про
изводных из внешних областей

(0)
Е(х) = 0. Е(х)  =

dz
(4.8)

: - 1
Подставив выражение (4.2) в (4.8), получим 

уравнение для определения нулевого приближе
ния поля давления в пласте

к 2Р{0) B2PW dP*"
dx2 dz

(4.9)

Окончательная постановка задачи в нулевом 
приближении включает также уравнения в по
крывающих и подстилающих породах

к 2р {0) _  d j f ^  = о (4. Ш)
dz1

а также соответствующие граничные и начальные 
условия

p(°) _ p<0)|
p  ~ p' L r

(4.11)

p <°>i _  p
U  °‘ (4.12)

Выражения (4.9)—(4 .12) представляют краевую 
задачу для нулевого коэффициента разложения 
Р 0) или нулевого приближения. Отметим, что эта 
задача относится к неклассическим, поскольку 
уравнение для пласта содержит следы производ
ных из внешних областей.

Непосредственным интегральным усреднени
ем исходной задачи нетрудно убедиться, что 
(4.9)—(4.12) представляет задачу для осредненных 
подходящим образом по толщине центральной 
зоны значений давления. Это определяет физиче
ский смысл нулевою коэффициента разложения 
или нулевого приближения и практическую важ
ность его определения, поскольку поиском 
осредненных таким образом значений в подобно
го рода задачах чаще всего и ограничиваются.

5. Р ЕШЕН ИЕ В НУЛЕВОМ ПР ИБ Л ИЖЕ Н ИИ
Для решения задачи воспользуемся инте

гральным синус-преобразованием Фурье по пе
ременной х

со

/ “ (s) = j/(x )sin (sx)< /x . (5.1)
о

Математическая постановка гидродинамиче
ской задачи в нулевом приближении (4.9)—(4.12)
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к пространстве изображений Фурье по перемен
ной х  запишется как

s 2) P .... - s P 0 = 8!\.... (5.2)
dz г-1

1:2р(0)и Э2/Г '" = 0. (5.3)
dz2

pl«)u _  |̂(0)uj
1 ’

(5.4)

Решение уравнения (5.3) с учетом граничного
условия (5.4) представляется через Рт“ в следую
щем виде:

/>(0)“ = Р {0)ие х р Ш * - ' ) ) >  (5.5)
С помощью выражения (5.5) найдем след про

изводной из внешней области

дРГ
dz

= - к 1Р'а)\ (5.6)

Подставляя выражение (5.6) в уравнение (5.2), 
после простых преобразований получим алгебра
ическое уравнение для определения Pi0)u

( k { + k t + s 2) P {")u =sP0, (5.7)
откуда окончательно имеем следующие выраже
ния для решения задачи в пространстве изобра
жений Фурье:

р(°)« _ sP„
А:,2 + s 2 + к ,

Р ^ =  ^Р еХр(-А
к, + s '  + к

(5.8)

(5.9)

Применяя обратное преобразование Фурье, с 
использованием соотношения

2 * ,  => ехр(-адг) (5.10)
a +s~

получим следующие выражения для нулевого 
приближения:

/,|П| = ^ ,e x p (-7 M * i + I)*), (5.11)

Р}0) =  Р0exp ( -Jkt  (А, + 1)х)ехр(—Л, (г -  1)). (5.12)

В справедливости полученных выражений не
трудно убедиться прямой подстановкой выраже
ний в задачу (4.9)—(4 .12). Для определения дис
персионных соотношений выражение (5.11) за
пишем в виде

Рт = Риех Р( - ( а  + /р)х),
где коэффициент поглощения а  имеет вид 

+ (о) +  6 ) 2 + а - о )2 или
а =  ~2 } / Ь 2 - а У

(5.13)

а коэффициент фазы [3 = J - со2 -  о  + ^(о)2 -ст ) ' + ((о + б )2 или

Р = 2
(О2 - J|(Vw2 + 1 - to) + | , 02 - ̂ ( T ^ T T l  - со))2 + ̂ (0 + ̂ ( ^ Т \  + со) (5.14)

Выражение для фазовой скорости волны v  = со/p  запишется как

(5.15)

Для однородной среды эти соотношения име
ют вид соответственно

« I = + 1 -  4 (5.16)

(5.17)

v, = — = 2а ,
Р.

= ^2(o|Vo>2 + 1 -  4  (5.18)

На рисунке 2 представлены зависимости ко
эффициента поглощения от циклической часто
ты, рассчитанные для неоднородной среды по 
формуле (5.13) — кривая /  и по формуле (5.16) — 
кривая 2  — для случая однородной среды. Из ри
сунка следует, что при малых значениях частоты
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Р и с .  2 .  З а в и с и м о с т ь  к о э ф ф и ц и е н т а  п о г л о щ е н и я  о т  
ч а с т о т ы :  /  н е о д н о р о д н а я  с р е д а ,  2  — о д н о р о д н а я  
с р е д а .

Р — о»

Р и с .  4 .  З а в и с и м о с т ь  р а з н о с т и  к о э ф ф и ц и е н т а  ф а з ы  и 
ч а с т о т ы  р - m  о т  з н а ч е н и й  ч а с т о т ы  со: /  — н е о д н о р о д 
н а я  с р е д а .  2  -  о д н о р о д н а я  с р е д а .

(а) (б)

Р и с .  3 .  З а в и с и м о с т ь  к о э ф ф и ц и е н т а  ф а з ы  о т  ц и к л и ч е 
с к о й  ч а с т о т ы  п р и  е е  м а л ы х  ( а )  и  б о л ь ш и х  ( б )  з н а ч е н и 
я х :  /  — н е о д н о р о д н а я  с р е д а ,  2  — о д н о р о д н а я  с р е д а .

( а )  ( б )

Р и с . 5 .  З а в и с и м о с т ь  ф а з о в о й  с к о р о с т и  о т  ц и к л и ч е 
с к о й  ч а с т о т ы  п р и  е е  м а л ы х  ( а )  и  б о л ь ш и х  ( б )  з н а ч е н и 
я х : /  -  о д н о р о д н а я  с р е д а ,  2 -  н е о д н о р о д н а я  с р е д а .

коэффициент поглощения возрастает с ее увели
чением, а при больших частотах — не зависит от 
нее, достигая предельных значений. Сопоставле
ние кривых показывает, что наличие неоднород
ности увеличивает коэф фициент поглощения.

На рисунке За, б представлены зависимости 
коэффициента фазы от циклической частоты, 
рассчитанные по формуле (5.14) — кривая /  и по 
формуле (5.17) — кривая 2. С увеличением часто
ты, как следует из рисунка, коэффициент фазы 
возрастает. Вклад неоднородности при малых 
значениях частот приводит к увеличению коэф
фициента фазы. При больших значениях частот, 
как следует из рисунка 36, коэффициент фазы 
совпадает со значением частоты со. Для определе
ния нижней границы совпадения на рисунке 4 
приведены кривые разности коэффициента фазы 
и частоты Р—со в зависимости от величины круго
вой частоты со, которая выражена в логарифмиче
ском масштабе.

Из рисунка следует, что эта разность достига
ет максимума на частоте порядка I . При частотах 
со > 1 0 0  величиной этой разности можно прене
бречь как для однородной, так и для неоднород
ной среды.

Рисунок 5а, б иллюстрирует зависимости фа
зовой скорости от циклической частоты, рассчи
танные по формуле (5.18) — кривая /  и по форму
ле (5.15) — кривая 2. С увеличением частоты фазо
вая скорость возрастает. Вклад неоднородности 
при малых значениях частот приводит к умень
шению фазовой скорости. При значениях частот 
со > 3 фазовая скорость от частоты не зависит.

После умножения решения задачи в нулевом 
приближении на ехр(/'со/) действительную часть 
(5 .11), (5.12) решения представим виде

Р(0) = Ti,exp(-a;c)cos(co/ -  p.v), (5.19)

Р''п = />0 е х р (-ш :-с т (г -1 ))х  ( 5  2Q)

х cos(col -  Р* -  5(г -  I)).

Из (5.19) и (5.20) следует, что волновой про
цесс в нулевом приближении (или “ в среднем”) 
может быть представлен в пласте в виде плоской за
тухающей волны, распространяющейся по оси х. 
Эта волна возбуждает в точке z = 1 бегущую по z за
тухающую волну в окружающих породах со сдвигом 
фазы — p.v, соответствующим приходу к точкех  воз
буждающей волны.
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/>"' = я " ' |  . (6 .12)
U-i U-i

Задача (6.10)—(6.12) имеет множество реше
ний. Однако если к ней добавить условие (6.6). то 
задача имеет только тривиальное решение. Ниже 
показано, что для получения единственного ре
шения задачи для первого коэффициента разло
жения условие (6.6) следует ослабить и заменить 
нелокальным средне интегральным. Это обосно
вывается наличием пограничного слоя на линии 
х  = 0, 0 < z  < Е Выполнение же граничного усло
вия (6.6) может быть достигнуто построением 
функций пограничного слоя.

Требуемое средне интегральное условие най
дено ниже путем осреднения задачи для остаточ
ного члена.

Л'Н
Из (3.8)—(3.13) следуют выражения для перво

го коэффициента разложения
Я 2Р (1)

к М " - ? А - = о. г >1,

д2р {2)
dz2

dz 
d2Pw 
дх2

= 0. 0 < г < I, л->0.

др Р -)

д z
= 0.

г-О
>(')| _  /><О

I г—I 'г - 1

дР ( 2 ) дР>{,)_ ' г \
г-1
| ( П |

1 < - ()

dz 

=  0 .

i I

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6 )

Уравнение (6.2) и выражение (6.5) содержат 
коэффициенты первого и второго порядков раз
ложения. поэтому соответствующая задача явля
ется “зацепленной”. Для “ расцепления” исполь
зуем выражение для первого коэффициента раз
ложения, полученного в разделе 4. Из (4.5) с 
учетом (4.7), (4.8) и (5.12) выражение для Iх 11 мож
но записать в виде

>"> = - 1 А  />"'»+ Q(*), (6.7)

где Q(x) -  функция, подлежащая определению. 
Для этого подставим (6.7) в (6.2) и найдем выра
жение для производной второю  коэффициента 
разложения

> < 2 )ер '
dz

Si H I l p "" + zLq (x ) + R(x),

L -  к 2 - S L -L -  K\ . .
dx

(6 .8)

ep ( 2)

dz г-l
= _ * i ip<0) + LQ (x) = ^  

6 dz

in
(6.9)

г-1
Выразив Q(x) из (6.7) и подставив его в (6.9), 

получим уравнение для первого коэффициента 
разложения Р и

LP{,) + k f \ - - ^ - \ P " "  =2 1 _ dP,(0

г - i (6.10)v6 2 ;  dz 

0 < z < 1, X  > 0.
Задача для /*" включает также одномерное 

уравнение для давления в окружающей среде и 
соотношение равенства давлений на границе:

(6.11)к?рГ  -
Л-р!')
е- А = » .  * > '.dz

7. ЗАДАЧА ДЛЯ ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА

Подставив асимптотические формулы, следу
ющие из (3.7),

Р = Рт  + сР0) + 0. Р. + «/»,"* + 0„ (7.1)
в (3 .1)—(3.6) и, воспользовавшись известными со
отношениями для нулевого и первого коэф фици
ентов. получим

к: 0 3 20
I

dz1
I _= 0. г > I,

d -е <з20
=  - г

cdz л 2 
О Х

2 о  О)к, Р д2Р{,)
d x2

Согласно условию симметрии (6.3). выраже
ние R(x) равно нулю. Далее, воспользовавшись
(6.5), запишем

0 < Z < 1. х  > 0,

ad = 0.
5г1г-0

0,1 , = 01Иг-1 ■ г-1

50, дР}1) + е —-—
г-1 dz

1 dQ
dz ы  £5г г - 1

°L o  = - e/>
(pi

ljc-0

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

Задача (7.2)—(7.7) но сложности сопоставима с 
исходной. Однако она позволяет определить 
условия, при выполнении которых осредненная 
задача для остаточного члена имеет тривиальное 
решение. Для их нахождения усредним исходную 
задачу в интервале центрального пласта, приме
нив интегральную процедуру

(0) = J o * .
о

С учетом результатов интегрирования
II _ 150| _ 59,1 +ев£ 

E"dz2 e*l(i d<dz

(7.8)

(7.9)
|
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выполненного с использованием (7.4) и (7.6), по
лучим следующую осредненную по толщине цен
трального пласта задачу для остаточного члена:

а, е, -

= £

5 20
dz1

_ 0, г > 1,

50, 5 2(0) _

~dz\z=\ дх2

dPf" д 2( р {,))

dz г=1 д*
0 < г < 1, х  > 0

(7.10)

(7.11)

4 = . = ( 0 L r  <7 |2 >

(713)
Необходимым условием тривиального реше

ния задачи (7.10)—(7.13) является обращение в 
нуль правых частей уравнения (7.11) и условия 
(7.13):

5/>,(|> 0, 0 < г < 1, (7.14)

(/><'>)L = 0. (7.15)

Выполнение условия (7.14) обусловлено урав
нением (6.2). Усреднив его, можно убедиться, что 
правая часть (7.11) действительно равна нулю.

Условие (7.15) может быть использовано в ка
честве граничного в задаче для первого коэф ф и
циента разложения. Ниже показано, что при до
бавлении этого условия задача для первого коэф
фициента разложения имеет единственное 
решение. При этом осредненная задача для оста
точного члена имеет только нулевое решение. 
Поскольку осредненное значение остаточного 
члена при этом равно нулю, то построенное ре
шение является в некотором смысле "в среднем 
точным ”асимптотическим решением.

8. РЕШ ЕН И Е ЗАДАЧИ ДЛЯ ПЕРВОЕО 
КОЭФ Ф ИЦИЕНТА РАЗЛОЖЕНИЯ

При добавлении средне интегрального усло
вия (7.15) вместо условия (6.6) задача для первого 
коэффициента разложения запишется как

А ? я " > - ^ = а  г > .. (8.1)
dz

L p ' "  + к ' (\ z 2) p {0)- дР'"
6 v > dz г=1 (8.2)

0 < z  < 1, х  > 0, 

/,("| = /,||)| (8.3)

(/,<I,L  -  »•
(8.4)

Решение этой задачи отыскивается в виде 
(6.7), где только коэффициент Q(x) является не
известным.

Используя синус-преобразование Фурье, для 
/ х и н  ПОЛу ЧИ М  уравнение

+ ^ ( , - з * 2) Р"')и=
dz

(8.5)

г=1
Выражение для Я | , п ри х  =  0 получим из выра

жения (6.7) и условия (8.4)

>«Ч| ( | - З г >
К'х=0 6

Задача (8.1)—(8.4) в пространстве изображений 
запишется как

5<1)и
г > 1, 

dz

I 2 -i „(!)«
+ — (l - 3 z 1) p iu>u = — —  

A '  ’ dz
, 0 < * < 1 ,

,(0«|
!.- I = p;ii)«i

( 8 .6 )

(8.7)

(8 .8 )

Структура решения уравнения (8.6) имеет вид

Р")и = - ^ P i0)u+ QU(S). (8.9)

Аналогично нулевому приближению решение 
уравнения (8.5) с учетом условия (8.7) представ
ляется как

р")и = Р{,)и\ ех р (-А ,(г-1 )). (8. 10)

С помощью выражения (8.10) найдем след произ
водной из внешней области для уравнения (8.6)

ер(|>«
= - а, р он

г-1 1г-1
(8.11)

Подставляя выражения (5.7), (8.9) и (8.11) в 
уравнение (8.7), после простых преобразований 
получим уравнение для определения Q ‘(s)

( 0 )«

(.кГ +  s 2 +  А, )<?" ( 5 )  =  (А 2 +  5 2 +  ЗА ,) ,  (8 .1 2 )

откуда

A,(A,2 + s2 и-ЗА,) ... 

б(А,2 + 5 2 + А,) ‘
Подставив (8.13) в (8.9), имеем

(8.13)

/>0)" _  _А|̂ 2 АГ + s ' + ЗА
А,2 + s 2 + A, j

>(<>)« (8.14)
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Для окружающей среды с помощью (8.10) получим
2

3 - '
А, А,~ + д ~  +ЗА ,■ 2 2 , 

А:, +  5 +  А,

Д(|) =  — ехр(-оис -  ст(г - 1  )) V v 2 + Ф2 
6

(8.15)V | т Л Т /VI

х  / ><0)" е х р ( - А 1( г  - 1 ) ) .
Нахождение оригиналов осуществлено с исполь
зованием следующих соответствий:

х cos Рх + 5 (г -  I) -  со/ + arccos Ч*
лАр 2 +  ф 2л 1

—5̂ —j => exp(-flx), 
a ' +s

(8.16)

х е х р ( - о х )  

2а ’

Решение задачи для первого коэффициента жении (5.13), (5.14). 
разложения (8.1)—(8.4) имеет вид

Выражения для первого коэффициента разло
жения уточняют фильтрационно-волновые поля 
давления в нулевом приближении и обеспечива
ют определение зависимости от вертикальной ко
ординаты в пласте. Отметим, что коэффициенты 

^  1 7 ) поглощения а ,  фазы (3, функций частоты о  и б в 
первом коэффициенте разложения определяются 
теми же выражениями, что и в нулевом прибли-

_ * ifl,exp (->/l:l (A:i + 1)х)

X Jt

■>(1)

Ат +
+1 -  Зг

(8.18)

А|/р ехр(-^А, (А, + 1)х) 

2

х х к\
А, +  1

(8.19)

-  2 ехр(—А, (z  -  1)).

В справедливости полученных выражений не
трудно убедиться прямой подстановкой выраже
ний в указанную задачу.

С учетом выражений (2.15) и (8.19) для реаль
ной части первого коэффициента разложения по
лучим

Р{'] = ^ е х р ( -о х )> /ф 2 + Ф 2 х

X cos

Т  =

рх -  со/ + arccos 

а(ст2 -  б2) + 2роб
Ы -

а 2 + р2

№

х  + I -  Зг ' =

9. ТОЧНОЕ РЕШ ЕН И Е 
ПАРАМЕТРИЗОВАННОЙ ЗАДАЧИ

Точное решение параметризованной задачи 
(3.1)—(3.6) можно получить, воспользовавшись 
синус-преобразованием Фурье

к - К - ^ -  = о, z >  1,
dz

( ^  + 52) / > " - 1 ^ - 5 / > 0 =  о,
£ CZ

0 < z  < 1, х  > 0,

д р “
dz

дР!‘
dz

U-I

С-1

= 0,
г-0

= Р"\
1г-1

1 дР“
Е dz

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)

а  + Р‘

р(б" -  о  ) + 2аРо
Ф  =  - - - - - - - - - - - - - - - - ^ - и - з г 2 =а  + р

_ (о(Р(о + а  + 0.5) ,_ 2
7 7 X + I 3Z •

ex' + Р"
Аналогично из (2.15) и (8.21) получим реаль

ную часть первого коэффициента разложения в 
окружающей среде

Решение уравнения (9.1) имеет вид

/|"  =  ^ " |г=| ехр(—A, (z -1 )) .

Общее решение уравнения (9.2) запишется следу
ющим образом

Р" = £ ^  + с |е хр(-А2г) + С,ехр(А2г ) , (9.7)
А;

где А2 =  ^ с(А,2 + .V2). И з (9.3) следует, что С, =  С',. 
ВидС, определяется из условия (9.5)

-С, = к'к^Р,, ----- . (9.8)
2А; (A|Ech(A2) -  A,sh(A2))

Точное решение задачи (9.1)—(9.5) имеет вид

р" _  sP0 
А,2 + s~

1 -
е А,с 11(^е ( а 2 + s 2 ) z )

A , 8 c h ( ^ e ( A 2 + s 2) )  +  ^ e (A ,2 + 5 2^ h ( ^ e ( A 2 + 5 2) )
(9.9)
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Р “ _  д г о х  '  I 2 I х 
к , + s~

^(к\ + 5 2)sh(^e(A:l2 + s 2))exp(-A:|(z -  I )) ( 9 |0 )  

A,Vcch (Je(* ,2 + 5 2)) + ^ (* 2 + $ 2)sh ( J e ( * 2 + s 2)) 

Нетрудно убедиться, что /*," при с —> со совпа-
я р “

даете выражением (5.8), a l im ^ — -  с выражени -
е—>о dz

ем для первою  коэффициента разложения. Такое 
сопоставление является прямой проверкой спра
ведливости развитого выше метода решения вол
новых задач сопряжения.

Итак, применение “ в среднем точной” моди
фикации асимптотического метода к задаче о 
фильтрационно-волновом поле в неоднородной 
анизотропной среде позволяет найти выражения 
для нулевого и первого коэффициентов, которые 
совпадают с разложением М аклорена точного ре
шения задачи о фильтрационно-волновых полях 
в неоднородной пористой среде. Поэтому най
денные решения расширяют возможности иссле
дования полей давления применительно к реаль
ным условиям в акустическом каротаже, сейсмо
разведке и при интенсификации извлечения 
нефти.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
с  — скорость распространения фильтрационно
волновых возмущений, м/с; 
к — проницаемость, м2; 
т  — пористость;
т0 — пористость в точке линеаризации;
R* — фиктивная сила зрения, Па м2/  кг;
Р — давление, Па (атм.);
Р0, Р, Р\ — безразмерное давление;

Р, Р, — комплексное давление;
1 — безразмерное время;
V, — фазовая скорость волны; 
v  — скорость фильтрации, м/с; 
w — истинная скорость движения жидкости, м/с; 
х, г  —линейные координаты; 
s — параметр синус-преобразования Фурье; 
а  — коэффициент поглощения в пласте; 
а ,  — коэффициент поглощения в пласте для од
нородной среды;
Р -  коэффициент фазы;
Р, — коэффициент фазы для однородной среды;
Р/, Р , — коэффициент сжимаемости жидкости и 
среды скелета соответственно, Па '; 
у — коэффициент затухания, с-1;

а  — коэффициент поглощения в окружающей 
среде;
б — вспомогательная функция частоты; 
с — параметр асимптотического разложения; 
р — вязкость, Па с;
р„, р0, — плотность жидкости и материала скелета 
в точке линеаризации, кг/м ’; 
р — плотность жидкости, кг/м '; 
ps — плотность материала скелета, кг/м 3;
X — коэффициент пъезолроводности, м ’/с. 
со — циклическая частота.

Индексы нижние: 0 — начальные значения па
раметров, 1 — номер среды, z , x  — направление, d 
(dimension) —размерный.

Индексы верхние (в скобках) — порядковый 
номер коэффициента асимптотического разло
жения.

Обозначения математических символов — об
щепринятые.
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