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Исследована задача рассеяния высокочастотной плоской волны, падающей под малым углом коси 
сильно вытянутого сфероида. Получена асимптотическая формула для поперечного сечения рассе­
яния в случае идеальных краевых условий. На основании проведенного численного счета проана­
лизировано влияние степени вытянутости сфероида и угла падения плоской волны.
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введение п р е д ы д ущ и е  результаты

Дифракционные явления на сильно вытяну­
тых телах имеют свою специфику. В случае тел 
больших волновых размеров численный счет за­
труднен (обсуждение значений параметров, для 
которых счет возможен, см. в [ 11), с другой сторо­
ны, нижняя граница области применимости 
стандартных высокочастотных асимптотик с уве­
личением степени вытянутости тела сдвигается в 
область высоких частот, и в конкретных задачах 
описание волнового поля при помощи стандарт­
ных асимптотических формул может оказаться 
невозможным. Мы развиваем новый коротковол­
новый асимптотический подход, который учиты­
вает то, что тело сильно вытянуто, и приводит к 
новым приближенным формулам, обладающим в 
некотором смысле свойством равномерности по 
параметру, характеризующему степень его вытя­
нутости. В |2 , 3| исследовалось ближнее поле, т.е. 
поле в тонком пограничном слое у поверхности 
сильно вытянутого тела. Это ближнее поле может 
рассматриваться согласно принципу Кирхгофа 
как источник рассеянного поля вдали от поверх­
ности. Вычислению характеристик рассеяния 
насильно вытянутом теле и посвящена данная 
работа.

Отметим, что развиваемый подход отличается 
от используемого в |4 | тем, что предполагает сфе­
роид сильно вытянутым, но в го же время, в отли­
чие от 15J, его поперечный размер асимптотиче­
ски велик.

В 131 исследована задача дифракции плоской 
волны, падающей под малым углом к оси сильно 
вытянутого сфероида. Сильно вытянутый сферо­
ид характеризуется следующим предположением 
о порядке величин: ka2/b  = x  = 0 (  I ), где А: — волно­
вое число, а и b — малая и большая полуоси сфе­
роида. В пограничном слое вблизи поверхности 
сфероида вводятся растянутые координаты (г), т), 
через которые цилиндрические координаты (г, z) 
выражаются по формулам

г = z  = + ~ ~ Л т-
b l b

Плоская волна падает на сфероид под углом 9  к 
оси. Предполагается, что угол мал так, что

р = = 0( I).
В рамках метода параболического уравнения по­
строено представление поля в пограничном слое в
старшем по 'ГкЪ порядке. Оно имеет следующий вид:

u = r«*n e iwn y 2/"cos(wp) г Г1 -  ц Y' х
x/xW |- H 2P ^  |+ § о _IAI + 1V О  

х 'W„.n/2<'P’)^ ,(0  { +  /Ш И ^.я/2(-/хт)}<//.
Здесь б» — символ Кронекера, Miln/2 и Wiu,n  — 
функции Уиттекера,

а д  —
л

Г(я/2 + 1/2 + И)Г(п/2 + 1/2 -  И) 
Г 2(я + I)

функции R„(t) имеют смысл коэффициентов от­
ражения. Если положить все R,, = 0, формула (1) 
будет давать падающую волну, в случае условий
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Дирихле или Неймана на поверхности сфероида
/ с\

следует положить соответственно R„ =  R„ или 

Rn =  R'„"\ где

R'nS\ i)  = ~
^ ,м /зН х )
K ,/ 2 H x V

Run,t) = MilM/2(-ix)  + 2/хЛ/„.п/2(-/х)

^/.„/зИХ ) + 2l"X ̂ 7.»/2HX)
В случае осесимметричного падения а  =  0 и в 

формуле (1) необходимо раскрыть неопределен­
ность. При этом остается лиш ь слагаемое с п =  0,
причем Л/„о(/р2)Р ' —

Полагая в ( I)  т =  I, несложно получить выра­
жения для поля на поверхности сфероида. Ф ор­
мулы для ди/дт на поверхности акустически мяг­
кого сфероида и для и на поверхности акустиче­
ски жесткого сфероида приведены в |3 |.

РАССЕЯННОЕ ПОДЕ
Асимптотика (1) позволяет вычислить дальнее 

поле в задаче рассеяния на сильно вытянутом 
сфероиде посредством интеграла Кирхгофа |6 |. 
Пусть (7(г, г0) — функция Грина в свободном про­
странстве,

С(Г,Г0) = ^ ------

a U(г) — рассеянное поле. Тогда
t/(r„) =

дп дп
X (2)

где S  — поверхность сфероида, а п — нормал ь к по­
верхности. Под знаком интеграла в (2) можно 
взять полное поле м, так как падающее поле вкла­
да в интеграл не вносит.

Следуя |6 |,  введем амплитуду поля в дальней 
зоне Чу при помощи асимптотики

ikR
и  = 'V — , R -> +  00.

R
Тогда, устремляя точку г0 к бесконечности и пере­
ходя к пределу под знаком интеграла Кирхгофа, 
получим

т э „ , Ф 0) = ^  У ( т (,.(г(5),эоФо) ^ £ ^  -

( 3 )

_ а ч м  г ( * ) , э ^ (ф ) ) и
дп )

где углы 9 0 и ф0 указывают направление, вдоль 
которого точка г0 стремится к бесконечности, а 
¥ с — амплитуда точечного источника в дальней 
зоне.

Будем рассматривать малые углы 90, так что 
§ n-Jkb =  Ро =  0(1). Ввиду принципа взаимности.

совпадает с полем падающей под углом рц 
плоской волны и имеет асимптотику, выражаю­
щуюся формулой (1), в которой надо сменить 
знак при г| и положить Rn = 0. Другими словами.

ш = е -*ьц ,'ХП/2
I

2im cos(/^ip -  ф„|)

VxrVl-n^Pom-O 1+ 5
+® /1 \Й

f t e S

(4)

ra/2(/p(2)Qm(5)A/,5.m/,(-/X̂ №'-

Элемент поверхности ds и производную по 
нормали в интеграле (3) несложно выразить в ко­
ординатах пограничного слоя

ds = a\J 1 -  r f  dq>bdr\,
д_ .... 2 1 д

дп„ о а _ Г)2г5т11=|
Подставим асимптотики ( I) и (4) в интеграл (3) 

и поменяем порядок интегрирования. Ввиду ор­
тогональности тригонометрических функций, 
ненулевой вклад дают только те члены, в которых 
индексы п и т  совпадают. Таким образом, двой­
ной ряд сводится к однократному, а интеграл по ф
дает множитель л(1 +  5“)cos(mp„). Интеграл по г) 
сводится к дельта-функции

= л8(/ -  s).

в чем легко убедиться, произведя замену r| =  —th(X/2).
В результате для амплитуды дальнего поля на­

ходим

ярро„=0 («О 1+80 i  (5)

X Л„(/)Г2 + 1/) Г -  //) dt.

Асимптотика поперечного сечения рассеяния |6|

I  = -^ 11шЧ/(9,Э,л), 
ка

которое мы пронормировали на сечение сферои­
да л а1, непосредственно следует из формулы (5)

1£  = ______________ ^ _ х
*x p2f > ! ) 3i + 8S

-КС
\ R e [ < n/2(/p2)/?n(or2 +//) r(a±i - //)]л.

(6 )

Для численного счета перепиш ем формулу (6) 
в терм инах волновых ф ункций Кулона F, и Н ) 
(см. 131). Для случая акустически мягкой поверх­
ности
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Рис. 1. Зависимости поперечного сечения рассеяния 
для акустически мягкого сильно вытянутого сферои­
да от параметра вытянутости % ПРИ различных углах 
падения. Сплошная линия соответствует осевому па­
дению ((5=0). для штриховой линии (5 = I. для штрих- 
пунктирной (5 = 2 и для пунктирной р = 3.

Рис. 2. Зависимости поперечного сечения рассеяния 
для акустически жесткого сильно вытянутого сферо­
ида от параметра вытянутости х при различных углах 
падения. Сплошная линия соответствует осевому па­
дению (р = 0). для короткой штриховой линии р = 1. 
для длинной штриховой Р = 1.5, для штрих-пунктир­
ной р = 2 и для пунктирной Р = 3.

У =  64 V  1 V
s *xP 2i i + 5 ; ;

+СЮ
x Im

В случае акустически жесткой поверхности

I / ,  = -
64

* х р - п ; |+ 5 о
Im J /V .,/2 ( '.P 7 2 )x

х У о /г Н -х /? )  ~ x4-i> /г(~Лх/2) ±  
//,;-|,/2(-Лх/ 2 ) - хЯ (+я. |,/2( - / ,х/2)

Ч ИСЛ ЕН Н Ы Е РЕЗУЛ ЬТАТЫ 
И ОБСУЖДЕН И Е

На основании асимптотик волновых функций 
Кулона 171 можно заметить, что основной вклад в 
интегралы вносит окрестность точек / =  — Р2/4 ,1 =  
=  Х/4 и интервал между ними. Представленные 
ниже численные результаты получены при заме­
не интегралов в бесконечных пределах интеграла­
ми по отрезку | - 5  -  Р2/2 , 5 +  yJ2\.

На рис. 1 представлены зависимости попереч­
ного сечения рассеяния У для акустически мягко­
го сфероида от параметра вытянутости у при раз­
ных углах падения. Из графиков видно, что У > 2 
и при увеличении параметра у приближается

сверху к значению 2, которое является известным 
161 высокочастотным пределом.

На рис. 2 представлены аналогичные зависи­
мости для аукстически жесткого сфероида. При 
X —> +со поперечное сечение рассеяния также 
стремится к высокочастотному пределу У =  2. 
При уменьшении х  поперечное сечение рассея­
ния стремится к нулю. Этот результат также ож и­
даем. поскольку основная часть поверхности 
очень сильно вытянутого сфероида оказывается 
почти параллельной направлению падающей 
волны и почти не вызывает рассеяния, так как 
нормальная производная падающего поля близка 
к нулю.

При конечных же значениях х  зависимости 
поперечного сечения рассеяния имеют разный 
характер. При достаточно малых углах Р зависи­
мости монотонно возрастающие, и У < 2. а при 
Р >  1.5 на графиках У(х) появляются максиму­
мы, при этом У может быть и больше 2. Область 
малых значений параметра х . и которой зависи­
мости имеют максимумы, более подробно пред­
ставлена на рис. 3.

Для объяснения наблюдаемого эффекта вы­
числим геометро-оптическое сечение препят­
ствия. Рассмотрим рис. 4, на котором представле­
на геометрия задачи. Приравнивая угол наклона 
касательной f  к углу падения 9 , находим коорди­
нату г) границы света и тени.
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Рис. 3. Зависимости поперечного сечения рассеяния 
для акустически жесткого сильно вытянутого сферо­
ида от параметра вытянутости х ■ Углам падения 
Р= 1.25, 1.5, 1.75, 2.0 и 2.25 соответствуют сплошная 
линия, короткий штрих, длинный штрих, штрих- 
пунктир и пунктир соответственно.

По = ~ I °  ст = -tg9.
VI +ст2 а

Далее, из уравнения касательной получаем

\ОА\ -  [ г -  6r|0tg9] cos 9 = aVl + a 2 cos 9. 
Для малых углов

Таким образом, видимым сечением сфероида яв­
ляется эллипс с полуосями а и \ОА\, и поперечное 
сечение рассеяния X следовало бы нормировать 
не на площадь круга радиуса а, а на площадь этого 
эллипса, т.е. следует рассматривать не X, а

Х' =
V l+ 6 V '9 2 V 1 + р У

Рис. 5. Угловые зависимости нормированного попе­
речного сечения рассеяния при различных степенях 
вытянутости сфероида. Сплошная, штриховая, 
штрих-пунктирная и пунктирная линии соответству­
ют у = 0.2, 0.5, 1.0 и 5.0. Верхние кривые отвечают 
акустически мягкому сфероиду, нижние -  акустиче­
ски жесткому.

Угловые зависимости X' при разных значениях 
параметра х  приведены на рис. 5. Для случая аку­
стически мягкого сфероида X' > 2 и убывает с ро­
стом р, а для случая акустически жесткого сферо­
ида X' < 2 и возрастает с ростом р.

На основании приведенных результатов можно 
утверждать, ч то сильная вытянутость тела приводит 
к возрастанию поперечного сечения рассеяния для 
акустически мягкого тела и к уменьшению попе­
речного сечения рассеяния для акустически жест­
кого тела. В случае падения волны под углом к оси 
тела, эффект возрастания или убывания снижается.

Вычисление поперечного сечения рассеяния и 
амплитуды дальнего поля по полученным в этой 
статье формулам существенно менее затратно, 
чем применявшиеся ранее (см., например, 11, 4 |) 
подходы. Число слагаемых, которые необходимо 
учитывать в бесконечных суммах, для рассмот­
ренных в статье значений параметров х  и Р не 
превышает 10.
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