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ВВЕДЕНИЕ

Акустическая томография позволяет исследо
вать объекты, в которых могут распространяться 
звуковые волны, а непосредственное измерение 
внутренних характеристик этих объектов затруд
нительно или невозможно. В частности, методы 
акустической томографии находят применение в 
медицинской диагностике, в томографии океа
нической среды, при неразрушаюшем контроле 
твердотельных конструкций. Однако большин
ство известных методов решения задач акустиче
ской томографии являются приближенными. 
Так, например, в томографии океана 111, как пра
вило, пользуются линейным приближением, поз
воляющим установить простую связь между иско
мыми характеристиками исследуемой акватории 
и параметрами акустических сигналов, прошед
шими через нее, а при существенном отклонении 
ситуации от линейного приближения применяют 
итерационные процедуры. В общем случае, ис
пользование того или иного приближения накла
дывает ограничения на область применимости 
томографических схем. В связи с этим актуальны 
разработка и реализация новых подходов, опира
ющихся на методы математической физики и 
позволяющих получить решение томографиче
ских задач для объектов (рассеивателей), доста
точносильно искажающих первичное поле, пада
ющее на них.

Акустическая томография может рассматри
ваться как частный случай более общ ею  класса 
обратных задач рассеяния. Известны методы ре
шения обратных задач, которые позволяют полу
чить решение, обладающее математической стро
гостью (по крайней мере, для достаточно широ
кого класса рассеивателей), — это так называемые 
функционально-аналитические методы. Изна
чально функционально-аналитические методы 
разрабатывались для квантовомеханических при
ложений. Достаточно подробный исторический 
обзор дан, например, в |2—4|. Впервые возмож
ность применения этих методов в акустических 
обратных задачах была проанализирована в |5 | и 
позже в |6| на примере двумерного монохромати
ческого алгоритма Новикова—Гриневича—Мана- 
кова (Н ГМ-алгоритм) 17—9|. Впоследствии 
НГМ-алгоригм был модифицирован Р.Г. Новико
вым [ 10, 111. Как Н ГМ-алгоритм, так и его моди
фицированный вариант обеспечивают безытера- 
нионное решение обратной двумерной монохро
матической задачи с учетом эффектов много
кратного рассеяния волн. Для рассеивателей, не 
создающих рассеяния назад, это решение являет
ся строгим, хотя нарушение условия отсутствия 
рассеяния назад не влечет принципиальных огра
ничений для практического применения алго
ритмов 16 1. Однако при увеличении силы рассеи
вателя возможно возникновение неустойчивости 
решения, и устранение данной трудности неиз-
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бсжно требует перехода к многочастотному или 
импульсному режиму зондирования 1121.

В трехмерном пространстве возникают свои 
особенности решения обратной задачи функцио
нально-аналитическими методами. Для акусти
ческих томографических задач представляется 
перспективным трехмерный монохроматический 
алгоритм | 13, 14], работоспособность которого 
подтверждена численным моделированием 115].

В упомянутых двумерных и трехмерных алго
ритмах и их численных реализациях, направлен
ных на применение функционально-аналитиче
ских алгоритмов в акустических приложениях, в 
качестве исходных данных выступает амплитуда 
рассеяния, которая является характеристикой ре
зультата рассеяния на исследуемом объекте плос
кой волны и регистрации рассеянного поля плос
кими приемниками. Л именно, когда рассеиватель1
облучается падающим полем в виде классической 
плоской запаздывающей волны ы(с,1 (z, k; соу) =  
= exp(/kz), характеризуемой волновым вектором к 
(z — произвольная точка пространства), полное 
запаздывающее поле wcl(z, k; to,) в дальней зоне 
имеет асимптотику

ыс1( z, к; соу) =  cxp(/'kz) + С „  х

хлм=чи;и',+° Ы 4 н
■ со.

(I)

где С„ =  -  0  при I )  =  2; С„ =  - 2 л 2 при I )  =  3;■\До
D  — размерность пространства. В данном соотно
шении фигурирует классическая амплитуда рас
сеяния для запаздывающих полей/(к, /; toy), где 
k 0J=  соу/с0 — волновое число; /  — волновой вектор 
рассеянной волны ucl(z, к; со,) — exp(/kz) в дальней
зоне; к, /  6  IR0, к2 =  Р  =  ( k 0j) 2 . В то же время, на 
практике в томографических схемах более удобно 
использовать излучающие и приемные преобра
зователи, которые эквивалентны точечным пре
образователям (такие преобразователи будут ни
же называться квазиточечными). В связи с этим в 
настоящей работе подробно обсуждается предло
женный в 116, 171 функционально-аналитиче
ский способ нахождения классической и обоб
щенной амплитуд рассеяния на основе исходных 
данных от приемоизлучающих квазиточечных 
преобразователей. Этот способ может быть реа
лизован как в терминах углов, задающих положе
ние преобразователей, так и в терминах угловых

Под гермином "классические" здесь и далее будут подра
зумеваться обычно используемые в акустике волновые ве
личины. в отличие от вводимых далее обобщенных величин.

гармоник, что более удобно при численной реа
лизации 1181.

НАХОЖДЕНИЕ АМПЛИТУДЫ РАССЕЯНИЯ 
ПО ДАННЫМ ОТ КВАЗИТОЧЕЧНЫХ 

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ

В D-мерном пространстве рассматривается об
ласть Vs  с достаточно гладкой границей S  — по
верхностью в трехмерном пространстве или кон
туром в двумерном пространстве. Внутри облас
ти Vs  находится неоднородность (рассеиватель), 
распределение параметров которой описывается 
функцией v(r,coy), г € Ух . Функция рассеивателя 
сф-.соу) отлична от нуля внутри области рассея
ния 9?, целиком лежащей внутри области Vs , т.е. 
'Л с: Kv. Индекс j  задает значение конкретной ча
стоты С0у, имея в виду возможное обобщение изла
гаемого ниже алгоритма пересчета амплитуды 
рассеяния изданных от квазиточечных преобра
зователей и последующего алгоритма восстанов
ления распределения рассеивающих неоднород
ностей на полихроматический режим зондирова
ния. Общее выражение для v(r,coy) имеет вид

Wr.COy) = со} I1
Uo С (Г). (2)

при предполагаемой временной зависимости по
лей ~ехр(—/со,/). Эта функция характеризует про
странственные неоднородности фазовой скоро
сти звука с(г) и плотности среды р(г) по сравне
нию с их значениями с0 и рп в однородной 
фоновой непоглощающей среде. Кроме того, в 
ряде прикладных задач (например, с медицин
ской направленностью) нужно учитывать также 
присутствие поглощения в рассеивателе, имею
щего амплитудный коэффициент поглощения 
а(г, С0у) на частоте со,. Произвольное классическое 
падающее монохроматическое поле и 0(z, a jnc; coy) в 
произвольной точке z пространства без рассеива
теля возбуждается источниками этого поля F„(z, 
a inc; со,), которые находятся вне Vs :

V 2M0(z ,a inc;coy) + A:oyMo(z,aini;;coy) = /},(г.атс;о)у); 
^o(z,ainc;cOy) = 0 при z е Vs .

Здесь a inc — параметр падающего поля, определя
ющий его конфигурацию; у этого параметра допи
сывается нижний индекс “inc” (от “incident” — “па
дающий”) для отличия от коэффициента поглоще
ния а . В присутствии рассеивателя, за счет
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рассеяния поля и„ в области '.И, создается поле w(z, 
a inc; со,), удовлетворяющее уравнению

V2w(z,ajnc;co,) + *Jw(z,aiIlc;co,-) = (3)

= /\)(z,ttinc;coy) + v(z, co,)M(z.ajnc;co,).
Ниже вид полей и п и и  будет оговариваться кон
кретно, в зависимости от текущего контекста.

В работе 116| данные рассеяния задаются в ви
де оператора З'(о),), связывающего значения вол
новою поля w(z\ ccinc; со,) на фанице S области Vs , 
содержащей рассеиватель, и значения нормаль
ной производной этого поля на той же границе:

(4)

При этом внутри области ^  рассматриваемые вол
новые поля должны удовлетворять уравнению (3) 
при F0 =  0. В явном виде соотношение (4) записы
вается как

a</(z,, a i„c;co;)
а п .

J^(z’. z"; со, )и( z", a  inc; со, У/z"; 
s

z’,z" e  S ,

(5)

где d u ( z \ - )

d n ,:
— производная по внешней (по отноше

нию к области Vs )  нормали n, в точке z'; d z '  — эле
мент границы S  для соответствующей перемен
ной z". Значение a inc в (5) выступает в роли произ
вольною параметра падающего поля. Оператор
9"„(со,) с ядром ^„(z',z”;co,) определяется анало
гично (4), (5), но в отсутствие рассеивателя ( v  = 0):

Щ  =^о(соу)(ы0|у),т.е. 
u n \ s

dtc„(z',ainc;co,)
д п ,-

| g ?o(z',z";co,)M0(z",ainc;co,)t/z";
s (6)

z'.z" e  S .

В 1161 показана взаимная эквивалентность такой 
формы определения данных рассеяния в виде
З'(о)j )  с более распространенной формой — зада
нием амплитуды рассеяния/(к, /; со,), а также с за
данием данных рассеяния в виде спектра соб
ственных значений краевой задачи Дирихле и 
нормальных производных ортонормированных 
собственных функций.

Далее будет рассматриваться другая эквива
лентная форма данных рассеяния -  в виде полей, 
излучаемых и принимаемых квазиточечными 
преобразователями. При этом предполагается, 
что акустические поля создаются квазиточечны
ми излучателями, расположенными на некоторой 
границе Ж  в точках х Е Ж , причем Ж  f ]  У5  =  0 . В  
отсутствие или в присутствии рассеивателя эти 
поля являются классическими запаздывающими

функциями Грина G„(z,x;o),) или Ccl(z.x;со,) соот
ветственно. Для однородного изотропного непо
глощающего (9-мерного пространства с волновым
числом k , j  =  со,/с„ функция Грина (7^'(z,x;co,) =
=  Co'(z -  х;со,) в произвольных точках z, х удовле
творяет уравнению

V 2(7„'(z, х; со,) + k l f i l \ z ,  х; со,) =

= 5(z -  х) Vz,x е  (R2*;

тогда (/o'(z-x;co,) =  H (Q' \ k Q j\z  -  х|) при I )  =  2;

„ С \, . ехр(/'А:0 |z -  х|)
G u (z -  х;со,) = ----------— |— -  при D  =  3. Для не-

4л |z -  х|
однородного пространства в виде совокупности 
однородного пространства и рассеивателя функ
ция Грина G’cl(z, х;со,) удовлетворяет уравнению

V 2Cci(z, х;со,) + к о £ с\ г ,  х;со,) = 

= 6(z -  х) + v(z,co,K/U(z,x;co,) (7)

Vz , \ e U n .
Квазиточечные приемники полей находятся на 
границе Г в точках у Е У; Г П Vs = 0 .  Тем самым, 
роль парамегра a inc здесь играет радиус-вектор х 
квазиточечного излучателя, а роль полей и ( у, a inc; 
со,) в (4), (5) и м„(у, а Ыс; со,) в (6) играют (?'(у, х; со,)
и 6'(|'(у,х;со,), где у — радиус-вектор квазиточечно
го приемника. Требуется найти амплитуду рассе
яния и затем, в конечном счете, восстановить 
функцию рассеивателя v(r,co,), г е '){, на основе 
экспериментально измеряемых полей Gxl(y, х; со,). 
В частности, граница излучения Ж  и граница 
приема Т могут совпадать друг с другом и с гра
ницей 5  области Vs : х, у € Т, где Ж  =  Y  =  S .

Обратная задача восстановления функции 
рассеивателя v(r,co,) решается в три этапа. На пер
вом этапе находится функция (S' — Э'оНу, у1; со,), 
где у, у' Е Г, по известным данным G c'(у, х; со,), где 
х, у е Т; на втором этапе из (S' — ^„Н у, у'; со,) на
ходится классическая или обобщенная амплитуда 
рассеяния; на третьем этапе восстанавливается 
собственно v(r,co,) при ге  (G, одним из алгоритмов.

В ы р а ж е н и я  в  п р о с т р а н с т в е  к о о р д и н а т  
п р е о б р а з о в а т е л е й  и  в о л н о в ы х  в е к т о р о в  

П е р в ы й  э т а п  посвящен процедуре расчета
функции ядра оператора (S' -  S 'qMco,), опреде
ленного в (4)—(6), исходя из данных от квазито- 
чечных приемоизлучающих преобразователей. В 
общем случае уравнение, связывающее функцию 
ядра с измеряемыми монохроматическими поля
ми, можно получить следующим образом. Выше
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была введена область Vs  с границей S ;  область 
рассеяния 9? целиком лежит внутри области Kv, 
т.е. 'Л d  Vs . Тогда принцип Гюйгенса для области, 
внешней по отношению к Vs , имеет вид:

M(z,ajnc;coy) -  K0(z ,a jnc;coy) =

Co'(z - z';o;)d u ( z , a ,  ,,c;a)y)
d n ,;

(8)
d<7„ (z -  z';toy)

d n ,:
M(z',ainc:a)y) d z \  z <£ Г .-

Поле w0(z, a inc; coy) в произвольной точке z g Vs  в 
левой части (8) возникает нотой причине, что вне 
Vs  находятся только источники падающего поля 
(вторичные источники v u , порождающие рассе
янное поле, находятся внутри Л ), и тогда

J <7о1 <z -  z \ W j ) F 0( z , a , nc; W j) d z  = u0(z ,a inc;<o;).
J'eV.v

Определение (5), (6) ядер операторов S' и S '0 дает:
d u ( z \ a inc;c  оу) 

д п ,:
z’, z"; (оу )m(z", a  inc; coy Wz";

5 G q (z  -  z';cOy) 
d n .

|S f0(z,,z ,,;coyX7o'(z -  z";(Oy)£/z";
■V

z',z" € 5.
В последнем выражении можно рассматривать 
значение z как фиксированный параметр и трак
товать Go'как <7q'(z — z';coy) =  Co'(z',z;o)y),
(7o'(z-z";t0y) =  (/o'(z”,z;<Dy). С учетом этих выра
жений и равенства 3 '0(z',z";o)y) =  3 '0(z",z';coy), 
правая часть в (8) преобразуется к виду

^ d u ( z ' , a mc\(>)j)
j|(70cl(z-z';© y)-

d n ,:

d G 0 (z-z ;< oy) ,
------------------ — « (z ,a inc;a)y)

d n .
d z  =

= J^z,|^z',(7nl(z-z';coy)x
s  s

o)z. z"; tOy)M(z", a inc; (Oy).
Подстановка этого соотношения в правую 
часть (8) приводит к итоговому выражению

«(z,aillc;<Oy) -  M0(z ,a inc;cOy) =

= j d z ' j d z " G c0\ z  -  г ’;соу) х (9)
s  s

х (S' -  S' 0)z’, z"; (oy )m(z", a inc; (Oy), z г Гу,
справедливом, в том числе, в предельном случае 
z е  S .  Уравнение (9) позволяет найти (S' - S ' n)(z', 
z"; со,) но значениям m(z", a inc; со,-), z" e  5, измерен

ным на границе Л'. При этом значения w(z, a inc; 
(Oj) -  ы„(z, a inc; (Оу), стоящие в левой части (9), мо
гут быть пересчитаны для любого г  g Vs  из значе
ний w(z", a inc; (о,) -  w0(z", a inc; (Oy), известных на 
границе 5  16, 19|. В свою очередь, граница S  мо
жет как совпадать с границей Г, на которой изме
ряются ноля в реальном эксперименте, так и от
личаться от нее. В последнем случае, поля и  как в 
левой, так и в правой частях (9) пересчитываются 
из экспериментальных данных ( и  -  и0)|г .

В исходной постановке обратной задачи пола
галось, что поля излучаются и принимаются ква- 
зиточечными преобразователями. Квазигочеч- 
ные излучатели падающего поля находятся в точ
ках х е  Ж  области Ж , лежащей вне области Гу; тем 
самым, х играет роль параметра a inc падающего по
ля. Тогда w0(z, a inc; a>y) =  Go (z,x;coy), м(z, a inc; (0,) =  
=  (?'(z, x; о,); уравнение (3) переходит в (7), и со
отношение (9) приобретает вид

Gcl (z, х; (Oy) -  G q (z, х; (оу) =

= \ d z  { d z " G o ( z  -  z';(oy ) х 
s  s  <l0 >

X 0  -  9̂  о)(z', z";C0yK/cl(z", x; (oy); 
z g r v;x г Vs \ z \ z "  e 5 ; 0 - 2 , 3 .

Еще раз следует обратить внимание на условия, 
при которых получены уравнения (9), (10). Во-пер
вых, в (9) рассматривается внешняя точка z г Г5, 
лежащая вне области Гу или на границе этой об
ласти S .  Во-вторых, область рассеяния 9? лежит 
внутри ГЛ: 9? d  Гу. В-третьих, все источники па
дающего поля Fa( z, a inc; юу) находятся вне Гу. В 
частности, при квазиточечных источниках пада
ющего поля, находящихся в точках х е  Ж , будет 
/•’„(z, a jnc; (о,) =  5(z -  х), и поэтому в (10) требуется 
условие х г Гу.

Ниже интегральное уравнение (10) будет ис
пользоваться для случая совпадения границы S с 
границей Г, на которой измеряются эксперимен
тальные данные. При этом в (10) рассматривают
ся точки z =  у на той же границе у €  V. Область Ж  
расположения квазиточечных излучателей также 
совпадает с У, т.е. х е Т . Описанная геометрия за
дачи изображена на рис. 1. Тогда линейное инте
гральное уравнение (10) приобретает вид 116, 20|, 
используемый для нахождения (S' - 9 ' 0)(у', у"; соу) 
на границе У:

jr/y' J(/y"(7,,'(y -  у wy)(S' -  S '„)(у', у ( о у) х
г г
X Gcl(у",х;(0у) = Gc\y,x;(Oj)-Go{y-x-,(Oj)-, (11)

х ,у е Г ;  Я = 2,3.
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Сингулярность функций '(у -  у';о)у) при у =  у' и 
G^y", х; соу) при у" =  х, стоящих под знаком инте
грала в ( 11), не является принципиальной трудно
стью при численном моделировании, поскольку 
эта сингулярность интегрируемая. Кроме того, 
вместо уравнения (II)  можно использовать более 
общую запись — уравнение (10) для произволь
ных точек z и х, лежащих вне области Vs  (или, в 
предельном случае, на ее границе). Еще раз следует 
отметить, что совпадение границы, на которой на
ходя гея точки излучения, и границы для точек при
ема Г не является необходимым условием задачи. 
Как уже упоминалось, экспериментальные данные 
С-'(у, х; со,) Moiyr ({юрмироваться за счет излучате
лей, находящихся на одной границе х е  S?, и реги
стрироваться приемниками на другой границе у е  V. 
При этом фигурирующие в (10) поля G^z, х; со,) 
пересчитываются из GEl(y, х; со,), благодаря тому, 
чтог, х г  Ку |6, 19|.

Уравнение (II)  можно записать в операторной 
форме:

G0cl( ^ - ^ o ) C cl = Gcl -G q', (12)

где каждый из операторов определяется как Эф) = 
=  J.^(y',y";co,)(*)c/y", С"'(*) =  |  Gcl(y, х;соу)(«)</х.

Go'(-) =  |.G (|'(y -  х;со,)(*)с/х. Тогда из (12) непосред
ственно вытекает выражение |20|

(S' -  S',,) = (Go')”' + (Gcl)_l. (13)
Таким образом, н а  п е р в о м  э т а п е  на основе из

меренных полей (?'(у, х; соу) находится функция
_ л л

ядра (S' - S ' „Ну', у"; со,) оператора (S' - 9 ' 0)(со/) с 
помощью интегральных соотношений (II), пред
ставляющих собой (в дискретизованном виде, по
сле перебора всех х, у €  Г) систему линейных 
уравнений, или находятся элементы самого опе
ратора (S' -S'oKco,) из (13). В последнем случае 
следует иметь в виду, что дискретизованные эле
менты операторов (S' -S ' , ,) ,  G q и GcI в ( 13) вклю
чают в себя и элементы дискретизации границы 
интегрирования. Однако вариант (13) представля
ется менее удобным при численной реализации, 
поскольку он требует обращения матриц — дискрет
ных аналогов операторов Gq1 и GcI, что является 
трудоемкой и не всегда выполнимой вычислитель
ной задачей для матриц большого размера, с кото
рыми приходится иметь дело в реальных практиче
ских задачах.

Знание ( Э ' - 3 'п)(у', у"; со,) позволяет, в конеч
ном счете, выполняя второй и третий этапы, вос
становить функцию рассеивателя v(r,co,). Второй

Рис. I. Геометрия процесса томографии в случае ква- 
зиточечных ириемоизлучаюших преобразователей, 
расположенных на границе Г совпадающей с грани
цей .У области Vg.

и третий этапы используют идею функциональ
но-аналитических методов 13— 171. Идея этих ме
тодов заключается в формальном рассмотрении

комплексных волновых векторов к е С 7'; здесь к = 
= кй + /к, (к„ = Rek, к, = Imk) — волновой вектор, 
характеризующий эффективное падающее поле в 
виде exp(/kz). Для комплексных к и однородного 
безграничного изотропного непоглощающего 
пространства вместо классической функции Гри

на G(|'(z;co;) вводится функция Грина—Фалдеева

G,ijd(z, к = к„ + /к,; со,), к 6 С °. Для дальнейшего 
понадобятся только предельные значения ком
плексных волновых векторов (и соответствую
щих им функций Грина—Фаддесва и функций, 
которые будут введены ниже), получающиеся при 
бесконечно малой, но ориентированной, мнимой 
добавке к волновому вектору. Так, предельное 
значение в виде действительного волнового век

тора k е  IR7’ получается при фиксировании на
правления единичного вектора у  (М =  IК  характе
ризующего ориентацию мнимой добавки k, s  еу 
(где с =  |к,|) и устремлении величины этой добав
ки к нулю: k =  lim(k„ + /ey). Соответствующее

с-»+0
предельное значение функции Грина—Фалдеева 
Gy(z, к = кй; to,) = lim G[ad(z.k = к„ + /су, со,) прин-

е-»+0
ципиальным образом зависит от ориентации век

тора к = к/(€ К л и ориентации у бесконечно малой 
добавки. Взаимосвязь классической запаздываю

щей функции Грина Go'(z;co,) и предельного зна
чения функции Грина-Фаддеева Gy(z, к; со,) при
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к2 = (k0J)2, в общем случае, такова |3 (уравне
ние 3.2 главы III), 4|:

G , ( z ,  k; (Oj) =  Gf0\ z ,  со,) + x(2я)
x  |exp(/m z)8(m  -  k2)0[(m  -  k)y]</m,

r"
к e Un, k2 = (k0J) \

где 0(/) =  {1 при (> 0; О при / < 0} — функция Хеви
сайда. С учетом преобразований

8(пГ -  к2) = -Ц [б(|т | - k0j) + 8(|ш| +2Н
d m  =  |ш|п  1 z/|m|z/em, где е П1 = н

уравнение (14) приобретает вид

CY(z,k;coy) = G c0'(z-,(O j) +

2(2л) (15)
х |  exp(/Allyemz)0|(AOye II1 -  k)y|z/em.

k-l='

Рассмотрение вместо классической функции 
Грина в D-мерном пространстве функции Грина— 
Фаддеева G y( z ,  к; соу) для волновых векторов с бес
конечно малой мнимой добавкой, ориентирован
ной в направлении у. приводит к понятию обоб
щенных волновых полей и обобщенной амплиту
ды рассеяния. Так, если в качестве падающего 
поля рассмотреть классическую запаздывающую 
плоскую волну Mq'(z, k;wy) = exp(/'kz), k e [R", z e IR2’, 
то полное поле в присутствии рассеивателя опи
сывается в классическом случае функцией ис|(z, к; 
со,), подчиняющейся уравнению Липпмана— 
Швингера

Mcl(z,k;co,) = exp(/'kz) +

+ jCo'(z -  г,(ауМ г,о,)ие1 (г,к; to, )с/г.
л

Использование функции Грина—Фаддеева G y( z .  к; 
(оу) при том же падающем поле приводит к замене 
классического поля ис|(г ,  к; со,-) обобщенным по
лем 4*Y(z, к; (O j), удовлетворяющим уравнению

¥ Y(z,k;co,-) = exp(/kz) +

+ J(7Y(z -  г, к;(Oj)v(r,со,)4'Y(r, к;со, ]dr.

■л
Аналогично, вместо классической амплитуды

рассеяния /(к, /; (оу) s  —!— f v(r,coy)Mcl(r,k;o)y) х(2л) in
х ехр(-//г)</г, уже упоминавшейся здесь в связи с

асимптотикой (I), будет иметь место обобщ ен

ная амплитуда рассеяния h J k ,  /; (оу) =  —Цгх
(2л)

х  £  у(г,шу)Фт(г,к;о)у) ехр(-/7г)<Уг. Между обобщен
ной и классической амплитудами рассеяния име
ет место интегральная связь |3 (уравнение (3.7) 
главы III), 4|:

/;Y(k,/;o>y) = /(k,/;<oy) + ю(к0/)п 2 х

х |  /;Y(k,m;coy )Q|(m -  k,y)|/(m,/;coy )</eni, (16)

kJ=>
m = A0ye m, |m| = |k| = |/j = k {)J.

Приведенные функционально-аналитические 
соотношения позволяют перейти к описанию по
следующих этапов. Н а  в т о р о м  э т а п е  знание 
функции (S' -  З'оКу’, у”; со,) позволяет определить 
значения обобщенной амплитуды рассеяния AY(k, 
/; со,) или, в частном случае, классической ампли
туды рассеяния/(к, /; со,) [16, 171. С этой целью 
нужно предварительно найти обобщенное поле 
ЧЛДу, к; (о,) или, в частности, классическое поле 
мс|(у, к; (о,), возникающее в точках приема у е  Г в 
ответ на классическую падающую плоскую волну 
Мо'(у,к;(Оу) =  ехр(/ку). Надо обратить внимание, 
что реально в эксперименте поля излучаются и 
принимаются преобразователями, эквивалент
ными точечным преобразователям, в соответ
ствии с исходной постановкой задачи. Введение 
плоских волн является только вспомогательным 
математическим действием, используемым на 
данном этапе восстановления рассеивателя. 
Обобщенное поле 4yY(y, к; шу) находится на основе 
уже известных из ( 11) значений (S' -З'цНу', у"; о>,) 
на основе линейного интегрального уравнения

Чуу,к;о)у) = ехр(/ку)+ (17)

+ |Л<У'У" k;w,)4\(y".k;Wy)t/y”, у € Г; I )  =  2,3, 
г

где функция /lY(y, у", к; юу) предварительно рассчи
тывается непосредственно из (S' -  З'цКу', у"; <оу): 

/Ц (у,у",к;а)у) =

= j c Y(y -  у', к; o)y)(S; -  S' о)(у’, у"; со,)с/у'. ( |8 )
г

Соотношения (17), (18) по структуре аналогич
ны уравнению (11), но в свободном члене вме
сто классического рассеянного поля (^'(у, х; (оу) —
— б7о'(у -  х;о)у) при точечных нриемоизлучаюших 
преобразователях теперь фигурирует обобщенное 
рассеянное поле Ч-'у(у, к; (о,) — ехр(/ку) при падаю
щей плоской волне, а подынтегральное выраже
ние теперь формируется функцией Грина—Фад
деева в отсутствие рассеивателя Gy ( y  — у', к; соу) и
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соответствующим полным обобщенным полем в 
присутствии рассеивателя Ч^у", к; со,-) вместо

классической функции Грина Gd(y -  у';со,-) и соот
ветствующего полного поля G - \ y " ,  х; со,). Сама 
функция Грина-Фаддеева Gr(z, к; со,) рассчитыва
ется для нужных значений аргумента z из клас

сических значений Gd(z;co,) с помощью выраже
ния (15). Соотношения (17), (18), подобно (9) или 
(10), остаются также правомерными в более общем 
случае — при замене границы приема Г другой гра
ницей S  и сопутствующей замене точки у  е Т  про
извольной точкой z 6  Уу  Рассмотрение асимптоти
ки такого общего соотношения при |z| —» со приво
дит к выражению для обобщенной амплитуды 
рассеяния, которая рассчитывается непосред

ственным интегрированием уже найденных вели
чин:

/;т(к./;со,) = —Цт fc/y' |с/у"ехр(-/7у')х
(2л) rJ rJ (19)

х (S' -  S 'о)(у\у";со,)Фт(у”,к;со,), П  =  2,3. 
Выражения типа (17)—(19), приведенные для пре
дельных значений обобщенных полей и амплиту
ды рассеяния, остаются также правомерными при
комплексных волновых векторах к, 1 е £ . п . если вы
полняются условия к2 =  Р  =  k l j ,  link =  lm/ |16|. 
Итак, в пространстве координат и волновых векто
ров размерности /9 = 2 ,3  схематическая последова
тельность действий при нахождении обобщенной 
амплитуды рассеяния Л,(к, /; со,) по исходным дан
ным от квазиточечных преобразователей Gvl(y, х; 
со,), х, у 6 V, такова:

Gd(y,x; со,) -------> (S' -  3̂  0) (у’, у"; со,)--------> А у( у ,  у", к; со,)-------- >
(11) 05), (18)

(17)
-»Ф,(у, к; со,)--------»/;,( к, /;со,).

(19)

В частном случае соотношения (17)—(19) поз
воляют найти соответствующие классические ве
личины. Здесь используется факт, что обобщен
ные величины Gy(z, к; со,), Фу(г, к; со,), Дг(у, у", к;
со,), Л,(к, /; со,) переходят в классические Gd(z;co,), 
wcl(z, к; со,-), /4с1(у, у"; со,). Лк, /; со,), соответствую
щие запаздывающим полям, когда вектору, зада
ющий ориентацию бесконечно малой мнимой 
добавки волнового вектора, сонаправлен вектору
к =  кя е  R ,>. Тогда выражения ( 17)—(19) переходят 
в следующие классические соотношения:

мс1(у, к; со,) = ехр(/ку) +

+ J/4cl(y,у”;со,)ис1(у",к;со,к/у", у е Г; D  = 2,3, (20) 
г

где

(у-у”; со,) =

= jGo'(y - у';со,-MS' - З'оМу'.у'̂ соук/у’ (2|)
г

и, окончательно.

/(к ./: со,) 1
(271)"

ру'|</у"ехр(-/Уу’)х
г г (22)

х (S’ -  S 'оНу'.у";со,)ис|(у",к;со,), / )  =  2,3.
В отличие от обобщенных величин G’r(z, к; со,) и 
А г( у ,  у", к; со,-), классические величины Gd(z;co,) и 
Лс1(у, у"; со,) не зависят от направления вектора
k €  [R/’, и в них присутствует зависимость только 
от его длины knj в виде зависимости от частоты. 
Итак, схема нахождения классической запазды
вающей амплигуды рассеяния имеет вид:

Л ^ - ^ 0)(у',у";со,)------- »Лс1(у,у";со,)------- >Gcl(y, х; со,)-------(П)
------- »мс1(у, к; со,)(20)

В функционально-аналитическом алгоритме 
восстановления трехмерных рассеивателей 113—

151 нахождение функции рассеивателя v(r,co,) 
требует знания обобщенной амплитуды рассея-

(21)
----- >/(к,/;со,).(22)
ния /iy(k, /; со,) для всех направлений вектора у. В 
то же время, для восстановления двумерных рас
сеивателей Н ГМ-алгоритмом 15—9 1 и его моди
фицированным вариантом 110— 121 используются 
только две ориентации вектора у относительно
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Рис. 2. Левосторонняя и правосторонняя ортогональ
ные ориентации направления вектора мнимой части 
относительно вектора действительной части в дву
мерном случае.

фиксированного вектора к = кд е  IR левосторон
няя ориентация, когда вектор у  =  у *  повернут вле
во на л/2 по отношению к кл, и правосторонняя 
ориентация, когда у  =  у ~  повернут вправо на л/2 
относительно кл (рис. 2). Выражение (15) для
функций Грина-Фаддеева(7|‘ad = (7 ,̂, соответству- 
ю их тим ортогональным ориентациям, прио - 
ретает вид:

<7,*ad(z,k;(o,) = G0cl(z;o>y) -

- т Ц  f e x p ( i k nje mz W e my ' \ d e m, D  = 2. (23)
4л/ J 

k-l=i

Если двумерный волновой вектор задан компо

нентами к =  {£,, А:,}, гоу* =  ± j - — -[ к0j  коj .

Соотношения (17)—( 19) при использовании 
функции Грина-ФаддееваCY = (7| ad для направле
ний у  =  у ± позволяют найти функции А,(у, у”, к; 
Oij) =  /4±(у, у", к; оз,), Фу(у, к; оз,) =  Ф*(у, к; со,-), Ау(к, 
/; оз,) =  Л*(к, /; оз,) при D  =  2:

Ф ! (у, к; оз,) = ехр(/'ку) +

+ |/1 1(у,у",к;йзу)Ф*(у,',к;соу>/у", у е Г ,
г

где

Л*(у,у",к;озу) =

- j^ad(y-y,,k;coy.)(̂ -̂ o)(y,.y";®yV/y'; (25)
г

G,*ad рассчитывается из (23). Тогда

/;±(к./;со.) = —Ц  fz/y’ fdy"exp(-/7y')xany Jr J (26)
х(9?-3?о)(У',У,>у)̂ т(У”к;а)у).

Схематически,

Gc'(y, x; оз )------- ~  &  о)(У'> У"; )--------» A ' (у, у", k; t o )------- >
(I I) (23), (25)

------- з Ф '(у, k; со,)------- > A1 (k, /; озу).
(24) (26)

адо о ратить внимание, что в приведенных 
соотношениях (11), (17)—(19), (20)—(22), (2 4 )-  
(26) интегрирование осу ествляется только по гра
нице Г, а не по всем точкам пространства, ри том 
значения полей Фу(у, к; со,), //•'(у, к; оз,), Ф*(у, к; озу) 
находятся также только для точек границы у € Г, а не 
для произвольных точек пространства.

В ы р а ж е н и я  в  п р о с т р а н с т в е  у г л о в ы х  г а р м о н и к  

Численная реализация описанных алгоритмов
нахождения ядра оператора 0  -  8F0)(o3y) и ампли
туд рассеяния в координатном пространстве со
пряжена с нео ходимостью адекватной дискрети
зации интегралов, что, в о ем случае, нуждается 
во введении интерполяции, привнося ей, одна
ко, погрешности. Данной трудности можно из е- 
жагь, если перейти в пространство угловых гар

моник, которое является фурье-сопряженным к 
пространству углов, задаю их положение про
странственных точек х, у на соответствую ей 
границе в виде сферы при D  =  3 или окружности 
при D =  2. Как удст показано ниже, при реализа
ции уравнения (II)(предполагаю ем совпадение 
границы Ж , с которой происходит излучение, и 
границы приема V) в пространстве угловых гар
моник сингулярности функций С?,,'(у -  у';озу) при 
у = у' и ( ? '( /”, х; азу) при у" =  х не возникает воо - 

е. о тому, ез ограничения о ности резуль
татов, соотношения в пространстве углов удут 
приведены дня случая совпадаю их контуров %  и 
Г в виде окружности, т.е. для двумерного случая.

Для произвольной периодической функции 
g(<p) с периодом 2к  переход к угловому спектру
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g (q )  и обратное преобразование осуществляются 
по формулам:

2п

к я )  = 2“  Js(<P)exp(-H7«p)<*p = Ф[$(ф)],
о

? е / ;  (27)
00

£(ф) = Y j  £(0 )ехр(/0 < р )аф ^ ф [£ (0 )]-
q = -<ю

Здесь Z — множество целых чисел, т.е. q  — 0, ± 1 , 
± 2 , и Ф ^ , — операторы прямого и обрат
ного фурье-преобразования; знак над функ
цией здесь означает фурье-преобразование по уг
ловой переменной. Для функции#(ф, ф'), завися
щей от двух углов, двойная угловая гармоника (по 
углам ф и ф'), обозначаемая символом над
функцией, определяется как

2п 2п
~g(q,q') = Фф „!(<?,ф') = —Ц  f [Жф-ф )ехр(-/^ф) х (2к)' J Jи

X ехр(-/<7'ф')с/ффр'; (28)
00 »

«(Ф,Ф')= X  X  !(<7'‘7')ехР(,<?Ф)ехР(;<7'ф')-
q--(X) q‘--<c

Пусть рассматриваемый контур Т  имеет форму 
окружности радиуса R„ с центром О  (рис. I); тогда в 
полярной системе координат с тем же центром О

будет: х = {/?,„ фх(, у =  {/?,„ Фу}, у' =  {Л,,. Ф; ), у" =  {/*,„

Фу*}. Зависимость от параметра Л0 в аргументах 
рассматриваемых функций будет для краткости 
опускаться.

Уравнение (II) первою этапа переписывается 
в терминах угловых гармоник следующим обра
зом. Подстановка в ( 11) выражения

&  -  9  о) (у'’, у' со,) =  (^  -  9  о) (Ф;, фу: (0; ) =
оо со

= X  Z  (29)
«,=-® <ь=-®

X ехр(/^;'фу )ехр(/^’фу),

написанного в соответствии с (28), даег при 0 = 2  

с учетом d y '  =  d y "  =  /?о</ф”:
со со

(2 тгЯ()Г Y  Y  ^о'(Фг“^г®у)х
(7̂ —-со q~=-co

х ( ^ - § ? 0)(9 ',^';(оу)Сс1(-^ ',ф х;соу) = (30)

= (/с1(фу,фх;а)у) -  (?о'(фу,фх;<оу).

Здесь (?'(У, х; со,-) =  (?'(фу, Фх; со,), (70с'(у -  х;со,) = 

=  Со'(фу,фх;соу); угловые гармоники С5 '(фу,-<7у;со,.) = 

=Ф р; > , ; [ с о'(Фу-ф'у;Юу)], б с1(-<7у,фх;а)у)

=Ф  ^ с1(фу,фх;соу)̂  берутся по соответствую
щей угловой переменной, согласно (27), при фикси
ровании другого угла. Фурье-преобразование по 
углам фу и фх от уравнения (30) приводит к систе
ме линейных уравнений относительно неизвест

ных ф -  gf0)(9; ,9;;coy):
со СО

( 2 n R {))2 Y  Y  (<7>’ ~ ч 'у'  ®У* Х
< = -«,;• =-со

х ( 9 F - & o )(q '> , q"y \ v > j ) ( j \ — q " , q x \ со,) =

~ cl ~ cl
= G  ( q y, <7X; со,) -  G„ ( q y, q y  со,); 

q y, q %e Z ;  Г) =  2.
При численной реализации удобнее использовать 
эквивалентную замену знаков при номерах гар
моник суммируемого выражения, так как такая 
замена не требует перестановки угловых гармо
ник при формировании последующих систем 
уравнений:

СО со ^

{ 2 n R „ Y  Y  Y  (<7>’ q y'' “ у) х
Яу ^  q” = -со

х ( » - ^ о )  -<7у'; С0у)с'(?у, <7,; С0у) = (3 1}

— с! cl
= G  ( q y,  q x; со,) -  Cn ( q y, q y  со,);

q v q x e Z \  D  = 2.

Систему (31) удобно решать относительно 

0  - S 'o X - q 'y y - q 'y ^ W j ) .  Фигурирующий в (31) двой

ной угловой спектр 6 o ( q y , q y o ) j )  классической 
функции Грина двумерного пространства

Со'(у-х;соу)= H „ \ k 0 j |у -  х|) рассчитывается 

аналитически и не имеет особенности, в отличие 
от Cq'(у -  х;со,) в координатном пространстве. По
скольку |х| = |у| =  R 0, то

G o ( q y , q x ;(0j )  =

i  в (|) (32)= -fô Ĥ oAV̂ kojRo), 0 = 2,
где =  {1 при <7х = - Я г  0 ПРИ Ях *  - Я у )  -  символ 
Кронекера; Н ^ 1 и — функция Ханкеля первого 
рода и функция Бесселя порядка <7у соответственно.
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Для преобразования уравнений второго этапа 
в терминах углов, характеризующих координаты 
и волновые векторы, предварительно удобно при
вести выражение для углового спектра поля плос
кой волны i/o(y,k;(Oy) =  ехр(/ку) с толковым векто
ром к =  <р} в полярной системе координат. Так

как у =  {/?,,, фу>, то Мо'(у,к;шу) а  Мо‘(фу,ф;а)у) = 
= ехр|/Аоу /?„ cos(9 y — ср) | , откуда угловой спектр 
этого поля по переменной фу при фиксированном 
направлении вектора к, т.е. при фиксированном 
угле ф, таков:

йо far qj;<oy) s  [ио'(фг ф;®у)] = (33)

=  i 4’J q, ( k  оуЛо)ехр(-/?,ф).
Уравнение (17) в терминах угловых переменных 
^ т(у, к; С0у) а  Фу(фу, ф; соу), Л7(у, у", к; to,) а

а /1г(ф4.фу,ф;с0у) переписывается как

Фт(фу1ф;юу) = Мо'(фу,ф;сОу) +
2л

+ /?„ |/1г(ф>,ф;',ф:о)у)Ф?(ф';,ф:(ОуУ/ф;'
о

и с учетом выражения Ч'у(фу',ф;<0у) =

= Ч'у(<7у,ф; соу)ехр(/г/''ф'у') приобретает вид

Т /ф у .ф ^ у) = Ыо'(Фу,ф;®у) +
<Ю

+ 2лЯ0 ^  ДТ(ФУ. - q ’j ,  ф: wу)Фг(<7", ф; Юу).
Ч~,=~°о

Фурье-преобразование от этого уравнения по уг
лу фу приводит к системе линейных уравнений от
носительно угловых гармоник обобщенного поля 
Фг(<7у,ф;юу) при каждом фиксированном ф:

<¥ y ( q y ,V ,( o J ) - 2 n R 0 £  A y ( q y , -q 'y ,< p ; a ) j ) x

ч,=-
(34)

х Чу<7у,ф;а>у) = йо'(^у,ф;о)у), О  = 2,

где м,)'(̂ у,ф;сОу) определено в (33). При этом выра
жение для двойного углового спектра

A y( q y , - q 'y .ф;а>у) следует из соотношения (18), ко
торое в терминах углов принимает вид

Д7(Фу,ф;',ф;о)у) =

= Я(| | ( / г(фу,фу,ф;<Оу)(9' - 2F0)(ф'у,ф')';а)ук/ф'у, (35) 
г

где <7т(у -  y',k;wy) а  (7т(фу,фу,ф;юу). Подстановка в 
(35) выражения (29) и последующее выполнение

фурье-преобразования но углам фу и ф'у приводят

к выражению для непосредственного расчета 

A y (q y , q y ,q>;(Oj):

A y( q y ,q y ,(p ,(O j) = 2лЯ„ х
со

х (77(<7у,-<7;,ф;а>уХ^- & 0 )(q'y , q y \ ( t i j ) ,  D  =  2,
q‘,=-<c

или при эквивалентной замене знаков для 

A y (q y , - q y ,q> ;o)j):

A y (q y , - q 'y ^ , W j )  =  2 n R f) х
Q0 _ _

х Y d y(q y , q y , t p i O ) j ) ( ^ - ^ 0) ( - q y , - q y ; ( i ) j ) , (3 )
чi=-» /7 = 2.

Выражение (3 ) написано для того же сочетания 
знаков при номерах угловых гармоник в

Ят(<7у,-<7у\ф;юу), которое входит и в (34). При 
этом знаки угловых гармоник функ ии

(oF -  0 ) ( -q 'y , - q y \ Юу), стоящей в правой части (3 ),
такие же, как в (31). Двойные угловые гармоники

(7г(<7у,<7у,ф;о)у), входящие в(3 ), рассчитываются по 
правилу (28), исходя из конкретного вида (15)

функ ии <7у(у -  у', к;соу) — <7у(фу. ф ,. ф: со, ).
Выражение (19) для непосредственного расче

та Ау(к. /; со,) = Л7(ф, ф'; со,) переписывается в терми
нах углов, принимая во внимание, что к =  {кщ , ф), /  =
=  {А0у, ф'(, I  =  { к ц , ф' +  л>, ехр( Н у') =  Ыо'(у', - /;со,) s

s  м^ф'у.ф' + л; со,) при D =  2:
2л 2л

/;7(ф.ф';соу) = —Ц  Я,; [йф^ |(/ф';мц1(ф'у,ф' + тс со,) х 
(2к) ? *

х (2F -  &  0)(фу, фу; соу)Ту(ф'у, ф; (Оу).

Учет тождества (29) для (S' -  9 '0)(фу,фу';о)у) дает

/;7(Ф. ф'; соу) = Я,; Y  Y j  U o (-q 'y , ф' + п; (Оу) х

X (^  - Э ;0)(9у,^у:а)у)Ч>7(-^у,ф;со).
При эквивалентной замене знаков, хорошо со

прягающейся со знаками для (S' -  SFn)(- q y, - q y \a>j) 

в (31) и со знаками для Фу(^у',«р;<оу) в (34), имеем

VФ-ф':«у) = Яо2 Y X •<р' +
q,=-<*> Яу=-<*>

X ф  -  3̂  „)(~ q y, - q y; со, )Ф./<?;•,ф:(Оу), I )  = 2.

(37)
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Итоговая последовательность нахождения 
обобщенной амплитуды рассеяния в простран
стве угловых гармоник, приведенная, для опреде
ленности, при П =  2, такова:

G с1 (у, х: ft);)-------> 6'd (q у, q x ; со,)------->
(28)

Таким образом,схематически:

------- -  ^ о ) ( -^ ,-< ;с о ,) ------------->
(31),(32)

---> A y (q y , - q y ,<\р: “ у)------ * ̂  y(<7v ф; СО;)------- >
(36),(15),(28) (34), (33)

и  (<7У,ф;со,) -  2 n R „  х
со

Х X  ^ 1|(^У--^":<0,)М1'(^'.ф:<0;) =Йо1(9,,ф;СО;).

-4е (q y ,-q 'y \4 > j)  =
сю

= 2лЯ„ ]Г  4 Cl(‘7r ?i;CO;X^-§'o)(-^-9y;tO;).

/(ср,ф';со,) = /?,; X  X  “о1 toi-ф’ + К<0;) X
«, =-« «,=-* (40)

<7и (у, х; СО;) -------> Сс1 (<7У, <7Х; о , )------- »
(28)

(31),(32)

> Я с1(?у,-?"; со;)------->
(39)

------- »йс|(^,ф;сО;)------- >/(ф,<р':со,).
(38), (33) (40)

В случае рассмотрения функции Грина—Фад
дее ва G y =  (7|7ad для направлений у =  у1, ортого
нальных к вектору k = ks е  1R0, соотношения (34), 
(36), (37) позволяют найти функции

■4т(<7г -<^'.Ф;сО;) =  A  1(q ) ,-q 'y ,(p ,b } j ) ,  Фг(<7у,ф;сО;) =  
= Ф±(^у,Ф;сО;), /;т(ф,ф';со,) =  А1(ф,ф';со,) при D  =  2. 
Так, (34) принимает вид

------- >Л7(ф,ф'; со,).
(37)

Как и в координатном пространстве, соотно
шения (34), (36), (37) в частном случае, когда ори
ентация у бесконечно малой мнимой добавки вол
нового вектора сонаправлена вектору к = кя е  lR/>, 
переходят в выражения для классических вели
чин. Так, уравнение (34) становится уравнением
относительно гармоник ис1(<7У,ф;со,) классическо
го поля и с\ у, к; со,) з  ис|(фу, ф; со,), равнозначным 
уравнению (20) при /7 = 2:

Т  (<7у,ф;сО;)-27t/?(l х

(38)

В отличие от общего случая (36), двойные угло

вые гармоники Лс|(<7у,-<7у;со,), как и сама функция

Ис|(у, у"; со,) =  Лс1(фу, ф'у; со,) в (21), не зависят от уг
ла ф, задающего направление вектора к:

х X ^ ±( у̂’-9у’Ф1ю;)'*/ ^ у ’<КО;) = “о1(9у.ф;М;),
Я~,=-°о

где, согласно (36),

A ( q y , - q ' y ,4>-.Wj) = 2л«„ х
ею

х X  G f id (q y ,q 'y , W ( O j №  -  & 0) ( - q 's ,-q / ,< > ij) .  

Выражение (37) дает:
ею ею

А1(ф,ф';со,) = «о2 X  X  “о'^у’Ф’ + * шу)х
д9ш-соЯу=-<ю

(41)

(42)

(43)

(39)

Выражение (37) в случае классической амплиту
ды рассеяния /(к, /; со,) = Лф. ф'; <о,) приобретает 
вид, равнозначный соотношению (22):

х ( ^ - » „ ) ( - ? ; ,^ ;с о ;)й с (9 ’',ф;со,).

х &  - § ' 0)(-^у,-<7у;со;)Ф:(^у,,ф;со;). 
Присутствующие в (42) двойные угловые гармо

ники (у,7а1)(ду,<7х,ф;со,) функции Грина—Фаддеева
Gy(У -  х, к; со,) з  Су(фу, фх, ф; со,) =  (7ра1)(фу,фх,ф;со,) 
вычисляются аналитически следующим образом. 
Согласно (23), функция C,lld(y -  x,k;co,) есть сум
ма классической функции Грина (7о'(у -  х;со,) и 
интегральной добавки, не имеющей особенности
при у =  х. Выражение (32) для G o ( q y , q x ‘,a> j) извест
но, и остается рассчитать двойные угловые гармо
ники интегральной добавки. И з (23) при г  =  у — х 
следует

('rad (У -  х- к; со, ) -  G q ( у  -  х; со,) =

=  ~ j ~ .  J exp|/A0,e m(y -  х) |0|emy ' |c/em. (44)
k.N
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Поскольку ет = {1, <рт[, <рт € |0,2л); —е„, = {1, <pm + л} и 
полярной системе координат, то exp|/Al)ye n,(y -  х)| =

=  м51(фг (рю;соу)м0с1(фх,(рт + я;шу), и (44) в терминах 
углов записывается как

G t a A b ' Ф* • Ч* ф /) -  <70с1(Ф,, фх: ф ) =
(45)

j -  [и51(фу,фт;соу)мо'(фх,Ф„1 + л;со>)в|еП1у Мфп,-
4л/ Jо

В полярной системе координату* =  11,ф ,̂ = ф ±

в силу ортогональности векторов у1 и k =  ф), а
функция Хевисайда в ^ у * ]  =  0(cos(9n — фу )| от

лична от нуля только при фп| €  |ф^. -5 ,ф ^ , + ^j.

Тогда применение двойного фурье-преобразова- 
ния по углам фу, фх к обеим частям (45) с учетом
выражения (33) для йц приводит к искомому вы
ражению для двойных угловых гармоник функ
ции Грина—Фаддеева:

G \ \ j q y . q  *-ф1 ф )  = G o ( q f , q x;(O j)  +

+  V ’% ( * 0,  R o )( ,- i)q' J q, ( k 0j  R o) x  (46)

x exp - i (Q y + <7х)(ф ± si ncJto,+9*)
Итоговая схема для рассматриваемого случая 

такова:

G c'( y ,  х; оз j ) > G c\ q y , <7Х; со,)------- >
(28)

------- - & 0) ( - q 'y , - q " ; o > j ) ------------->
(31),(32)

------- > A ( q y. - q y , ф; со,)------->
(42), (46)

------- >Ч>1(9 у,ф;соу)------->/г(ф,ф'; со,).
(41), (33) (43)

Реализация алгоритмических схем в простран
стве угловых гармоник позволяет оценить, явля
ется ли количество экспериментально измерен
ных данных рассеяния физически достаточным 
для решения обратной задачи. В случае достаточ
ного количества, угловой спектр данных рассея
ния спадает до нуля при высоких угловых гармо
никах. Аналогичным образом можно контроли
ровать, достаточно ли угловых гармоник искомых 
функций учтено при нахождении полей и ампли
туд рассеяния. По сравнению с количеством су
щественно ненулевых угловых гармоник q'y и q y

функции (Э* - & 0)(-q 'y ,-q " - ,< a j) , количество гармо

ник <7у и q y функции Лу(<7у,-<7у ,ф;со,) может увели
читься за счет присутствия двойного углового

спектра функции Грина—Фаддеева Су(<7у,^у,ф;со,) 
в (36) или, в частности, в (39), (42). Дальнейшее 
увеличение количества угловых гармоник q y дня
*Гу(<7у,ф;со,) в (34) или (38), (41) может происхо
дить из-за процессов многократного рассеяния. 
Это обстоятельство надо учитывать при задании 
количества угловых гармоник, необходимого для 
адекватного нахождения упомянугых величин. 
При этом в конечном выражении (37) для обобщен
ной амплитуды рассеяния Ау(ф, ф'; со,) или в частных 
выражениях (40), (43) играют роль только те гармо
ники, которые представлены в функции

- q 'y ,-<7у';со,). Кроме того, при фиксирован
ном рассеивателе количество существенно ненуле

вых гармоник для Лу(<7у,-(7у',ф;а)у), Фу(<7у,ф;со,-), 
/;у(ф, ф'; со,-) может различаться в зависимости от кон
кретного значения вектора у. Например, угловой 
спектр обобщенной амплитуды рассеяния А*(ф, 
ф'; со,) в общем случае шире, чем спектр классиче
ской амплитуды рассеянияУ(ф, ф'; со,).

Выражения (37), (40), (43) предполагают непо
средственный расчет функций /;у(ф, ф'; со,),/(ф, ф'; 
со,), А±(ф, ф'; со,) для заданных значений углов ф и 
ф', не требуя решения системы линейных уравне
ний. Это обстоятельство позволяет без дополни
тельных проблем, связанных с интерполяцией, 
задавать дискретные значения ф и ф' в сетке, нуж
ной для последнего, т р е т ь е г о  э т а п а ,  на котором 
восстанавливается непосредственно функция 
рассеивателя v(r,co,), определенная в (2). Для вос
становления можно использовать любой алго
ритм, учитывающий процессы перерассеяния 
волн в области рассеяния. Например, это могут 
быть традиционные итерационные алгоритмы 
1211 или же функционально-аналитические алго
ритмы. Двумерный НГМ-алгоритм |5—9| и его 
модификация 110— 121, а также функционально- 
аналитический трехмерный алгоритм [13—15| 
рассматривают в качестве исходных данных 
именно классическую амплитуду рассеяния/(к, /; 
со,). ЗначснияДк, /; со,) находятся по эксперимен
тальным данным от квазиточечных преобразова
телей с помощью изложенной выше алгоритми
ческой схемы (31)—(33), (38)—(40). Далее из си
стемы линейных интегральных уравнений (16) на 
основе известиыхДк, /; со,) в трехмерном алгори т
ме находятся значения обобщенной амплитуды 
рассеяния Ау(ф, ф'; со,) при всевозможных ориен
тациях вектора у, а в двумерном — значения А+(ф, 
ф’; со,) только при двух ортогональных ориентаци
ях у =  у*. В то же время, общая схема (31)—(37) 
позволяет найти сразу, используя данные от ква
зиточечных преобразователей, обобщенную ам
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плитуду рассеяния Ау(ф, ф'; со,) мри произвольных 
ориентациях вектора у, а частный случай (31)— 
(33), (41)—(43) позволяет найти А1(ф, ф’; со,). При 
этом как дополнительное определение классиче
ских значенийДф, ф'; со,), так и последующее ре
шение систем уравнений (16) уже не требуются 
ни в трехмерном, ни в двумерном случаях.

Все приведенные соотношения первого и вто
рого этапов нахождения обобщенной или класси
ческой амплитуды рассеяния поданным от квази- 
точечных преобразователей являются абсолютно 
с т р о г и м и ,  вне зависимости от силы рассеивателя. 
В то же время, упомянутые функционально-ана
литические двумерные и трехмерный алгоритмы 
сохраняют строгость при условии отсутствия рас
сеяния назад обобщенных и, в частности, класси
ческих полей. Однако это ограничение, наклады
ваемое только на третьем этапе, т.е. при нахожде
нии рассеивателя на основе классической или 
обобщенной амплитуд рассеяния, мало сужает 
область возможного применения алгоритмов для 
практических задач.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

При численном моделировании рассматри
вался двумерный случай. Первый и второй этапы 
были реализованы в пространстве угловых гармо
ник по схеме с классическими величинами (31)— 
(33), (38)—(40) для нахождения_Дф, ф'; со,), а также 
по схеме с обобщенными величинами (31)—(33), 
(41)—(43) для нахождения /г*(ф, ф'; со,). На третьем 
этапе для восстановления функции рассеивателя 
v(r,co,) на основе .Дф, ф'; со,) или А±(ф, ф'; со,) ис
пользовался модифицированный двумерный ал
горитм 110— 121. Приведенные ниже параметры 
модели носят сугубо иллюстративный характер и 
выбраны с целью подтверждения работоспособно
сти построенной алгоритмической схемы. В каче
стве области томографирования Vs  рассматрива
лась двумерная область цилиндрической формы с 
радиусом R q, окруженная по периметру 64 приемо
излучающими преобразователями (рис. I). В ис
пользованном монохроматическом режиме на 
единственной частоте со, длина волны полагалась 
условно равной X Qj =  Х 0 =  8  единиц дискретиза
ции длины; /?„ =  5Я.0. Функция рассеивателя 
v(r,co,) содержала действительную и мнимую ча
сти (рис. За, 36), соответствующие присутствию 
неоднородностей скорости звука и поглощения в 
исследуемой области, согласно (2); неоднородно
сти плотности среды не рассматривались. Функ
ция Rev(r,io,) представляла собой три “плато”, 
расположенных несимметрично относительно 
центра исследуемой области и имеющих ампли
тудные значения, разные по величине и знаку. На 
каждом плато задавалось дополнительное возму

щение скорости звука гауссовой формы, причем 
два таких дополнительных возмущения были 
смещены относительно центров плато, на кото
рых они располагались. Функция lm rfr.oi,) пред
ставляла собой одно плато с двумя расположен
ными на нем неоднородностями гауссовой фор
мы, имеющими разные амплитудные значения и 
смещенными относительно центра плато. Волна, 
проходя через рассеиватель вдоль траектории 1Я с 
фиксированным контрастом скорости, приобре
тает дополнительный набег фазы Дф =

- =4, гда -
=  соу-/с(г); ell, — длина элемента траектории в 
окрестности точки г. Например, при прохождении 
волны через центральное сечение рассеивателя 
вдоль оси О Х  дополнительный набег составляет 
Дф « —0.1 л на участке с отрицательным контрастом 
скорости (т.е. Дс(г)/с„ < 0, Re v(r,co,) < 0) и Дф « 
= 0.3л на участке с положительным контрастом 
скорости (т.е. Дс(г)/с0 > 0, Re v(r,coy) > 0). Суммар
ное поглощение на этом сечении приводит к зату
ханию ам пли гулы волны в «2.5 раза. Аналогичные 
дополнительные набеги фазы для централь-ного 
сечения вдоль оси O Y  составляют Дф «  —0.25л, 
Дф « 0.1л на соответствующих участках с отри
цательным и положительным контрастом скоро
сти; амплитуда волны в сумме уменьшается в 
«2.8 раза. Тем самым, описанный рассеиватель 
является достаточно сильным.

Полученная оценка рассеивателя \/(г) (аргу
мент а», здесь опускается в силу монохроматиче
ского режима), одинаковая как при использовании 
схемы нахождения классической амплитуды рассе
яния, так и обобщенной, приведена на рис. Зв, Зг. 
Местонахождение неоднородностей, их форма и 
амплигудные значения в отсутствие помех восста
навливаются с высокой точностью. Это обеспечи
вается гем, что как при расчете амплитуды рассе
яния изданных от квазиточечных преобразовате
лей, так и собственно при восстановлении 
рассеивателя строго учитываются процессы мно
гократного рассеяния волн. Данное обстоятель
ство иллюстрируется тем, что восстановление того 
же рассеивателя в приближении однократного 
рассеяния (первое борновское приближение) дает 
неудовлетворительную оценку vborn (рис. Зд, Зе).

При исследовании всех этапов на помехо
устойчивость в данные от квазиточечных преоб
разователей, т.е. в рассеянные поля (7^(у,х;соу) =

= (7и(у,х;со;) — С,,1 (у,х;со,), вносилась случайная 
нормально распределенная шумовая помеха /;(у, 
х; со,) со среднеквадратичным амплитудным от
клонением стт  = О.ОЗС 1̂ независимо для действи
тельной и мнимой части помехи. Здесь среднекггад-
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(в) (г)

8*Ло 8л:/Хо
(Д) (е)

Re ОьопДг)

Рис. 3. Рефракционно-поглощакнций рассеиватель (относительный контраст скорости звука Дс/с0 изменяется в диа
пазоне от -0.066 до 0.053; максимальный дополнительный набег фазы Ду а  О.Зд; максимальное амплитудное погло
щение в рассеивателе -  в 2.8 раза):
— общий вид действительной (а) и мнимой (б) частей истинного рассеивателя;
— центральные сечения у  = 0  действительной (в) и мнимой (г) частей истинного рассеивателя v  (тонкая линия) и рас
сеивателя V. восстановленного по незашумленным данным от квазиточечных преобразователей с учетом многократ
ных рассеяний (толстая пунктирная линия);
— действительная (д) и мнимая (е) части истинного рассеивателя, восстановленного в приближении однократного 
рассеяния без шумовых помех.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 59 № 3 2013



МОДЕЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 405

(а)

Re v(r)
(б)

lm v(r)

(в) (г)

(Д) <е)

Рис. 4. Результат восстановления рассеивателя, изображенного на рис. 3. по зашумленным данным с амплитудным 
шумовым отклонением o ns = 0.03GSC:
-  общий вид действительной (а) и мнимой (б) частей опенки рассеивателя в отсутствие фильтрации;
-  общий вид (в. г) и центральные сечения у  = 0  (д. е) профильтрованной оценки рассеивателя.

ратичное значение данных рассеяния определяется

как G^((Oj) =
j//x j//y|C(y.x;(o,)|'

. При упомяну-1 j>J>
том уровне помехи входное амплитудное отнош е

ние “ пом еха/сиш ал" N /S  =
|ух|уу|С'(у,х;ш,)|
рх[г/у|«(у.х;со̂ :

составляло N /S  = 0.04. Оценка рассеивателя v(r), 
полученная по зашумленным данны м, изображена 
на рис. 4а, 46. Эта оценка получена при использова
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нии схемы нахождения классической амплитуды 
рассеяни я, о днако  при схеме для нахож дения 
обобщ ен ной  ам плитуды  рассеян и я результаты 
практически не отличаю тся ни качественно, ни с 
точки  зрения зн ачен ия 8 V ~  0.21 относительной  
среднеквадратичной  погреш ности  восстановле
ния в области 9?, заним аем ой  рассеивателем ;

J  [ |v ( r ) -  W r f r / r
8V =  v — . Д алее заш ум ленная

о ц ен ка  v(r) подвергалась простейш ему виду про
странственной фильтрации: в пространственном
спектре этой оценки  обнулялись все ком по
ненты на пространственны х частотах |^| > в с и 
лу той априорной инф орм ации, что простран
ственный спектр v(^) истинного рассеивателя v(r) 
локализован в круге радиуса к{). (П ространствен
ные частоты |^| >  7кп вообще не воспроизводятся 
использованным ф ункционально-аналитическим  
алгоритмом восстановления рассеивателя.) П ро
фильтрованная таким  образом оценка £ Г||,(г) 
(рис. 4 в -4 е )  характеризуется погреш ностью  5 V ~ 
«  0.055, I! то время как при отсутствии шумов в 
данны х 8V = 0.016. Более точная фильтрация пред
полагает знание средних пространственно-спек
тральных плотностей мощ ности “сигнала” и "п о 
мех” 1221. И так, помехоустойчивость предла-гае- 
мых алгоритмических схем достаточно хорошая 
для практических целей.

ЗА К Л Ю Ч Е Н И Е

Следую щ им этапом исследований является 
вопрос о  возмож ности ум еньш ения количества 
приемоизлучаю щ их преобразователей, необхо
дим ы х для практической реализации  ф ун кц и о
нально-аналитических методов реш ения образ
ных задач. Как показы ваю т численны е оценки , 
для адекватного восстановления рассеивателя в 
монохроматическом реж име нуж но измерять рас
сеянны е поля на границе области томограф ирова- 
ния с шагом около 0.5—1 длины  волны, что приво
дит к очень больш ому количеству преобразовате
лей. С другой стороны , известны "традиционны е” 
методы реш ения томографических задач, осно
ванны е, например, на измерении временных за
держек распространения сигнала через исследуе
мую область. Эти методы позволяю т получить 
приближ енны е оц ен ки  характеристик рассеива
теля даже при относительно небольш ом количе
стве излучателей и прием ников за счет того, что 
использование инф орм ации  в виде времен рас
пространения сигналов, ф актически , соответ
ствует использованию  больш ого количества ча
стот в достаточно ш ирокой полосе. Н апример, 
для реализации “тради ци он ны х” врем япролет

ных схем гомограф ии океанической  акватории с 
размерами в несколько сотен километров требу
ется несколько  десятков ан тен н , что прием лем о в 
практических условиях. В связи  с этим возникает 
задача перехода от  данны х рассеяния, которые 
изначально известны л и ш ь в малом количестве 
точек на границе области том ограф ирования, но 
для больш ого количества частот, к данны м  рассе
ян и я , которы е будут найдены  уже в больш ом ко
личестве точек на границе, но для сущ ественно 
меньш его количества частот. Подобная ситуация 
имеет место как в океанологических прилож ени
ях, так  и при акустическом гомограф ировании 
биологических тканей  в целях м едицинской д и а
гностики. Реш ение обозначенной  задачи, вероят
но, может основы ваться н асовм естном  использо
вании “тради ци он ны х” приближ енны х и доста
точно строгих ф ункционально-аналитических 
методов реш ения обратны х задач рассеяния, что 
является предметом отдельного исследования.

Работа вы полнена при поддержке грантов 
П резидента РФ  №  Н Ш -2631.2012.2, №  М К- 
2041.2011.5, грантов РФ Ф И  №  10-05-00229, 
№  10-02-00636, а такж е при частичной поддержке 
Правительства РФ  (грант №  2010-220-01-077, д о 
говор №  11.G 34.31.0005).
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