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Дан расчет нестационарного течения вязкой жидкости в узкой трубке под действием переменного 
во времени перепада давления. Такое течение сопровождает венепункцию -  процедуру взятия про
бы из вены с использованием медицинской иглы. Показано, как измерения характеристик течения 
в процессе венепункции позволяют оперативно оценить вязкость. Этот метод для крови является 
“невозмущающим” в том смысле, что процесс измерения слабо влияет на измеряемую величину. Он 
может найти применение в медицинской практике.
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ВВЕДЕНИЕ
Анализ крови — это, как известно, самый рас

пространенный метод медицинской диагностики
111. Наиболее полный комплекс диагностической 
информации получается при заборе крови из ве
ны, то есть в результате венепункции. Другой, бо
лее простой процедурой, но с более узкими воз
можностями для анализа, является взятие капил
лярной крови из пальца руки. Забор из вены 
применяется также для получения донорской 
крови. Чаще всего для всех этих целей использу
ются вены локтевой области.

Технология процедуры хорошо известна. Ис
течение крови из вены идет по внутреннему кана
лу внедренной при проколе иглы. Давление на ее 
внешнем конце зависит от способа взятия пробы. 
Несмотря на простоту этой процедуры, желатель
но иметь для нее математическую модель и теоре
тическое описание. Это необходимо как для со
вершенствования самого процесса забора крови 
путем управления параметрами (размерами кана
ла, модуляцией давления на внешнем конце иг
лы), гак и для выявления и реализации качествен
но новых и полезных функций этой процедуры. 
Важность поисков новых возможностей обуслов
лена тем, что венепункции являются самыми рас
пространенными медицинскими процедурами. 
Только в США их проводится порядка I млрд, в 
год |2 |. При этом следует учитывать, что вене

пункции включают в себя и внутривенное mi и ва
нне лекарственных препаратов, и переливание 
крови. Одна из таких новых возможностей состо
ит водновременной оценке вязкости.

Вязкость крови — важный параметр, определя
ющий состояние и функционирование сердечно
сосудистой системы |3 |. Для измерения использу
ются вискозиметры, в которые проба крови поме
щается спустя некоторое время после ее извлече
ния из сосуда. Однако, как известно, живая кровь 
находится в метастабильном состоянии |4 |, и сра
зу после извлечения начинается процесс ее свер
тывания, если не консервировать кровь введени
ем специальных антикоагулянтов [5|. При этом 
вязкость сильно изменяется. Следовательно, луч
шим способом определения вязкости крови будет 
ее измерение либо внутри сосуда, либо в процессе 
взятия пробы для стандартного анализа.

Неинвазивные измерения можно проводить 
ультразвуковыми методами — но затуханию аку
стических волн, зондированию пульсовых волн 
или по скорости акустических течений |6—8|. В 
настоящее время изучаются возможности ис
пользования этих методов в клинической практи
ке. Ниже описан еще один способ, основанный 
на решении обратной задачи определения вязко
сти крови по измеренным характеристикам пуль
сирующего давления и потока крови, истекаю
щей через тонкую медицинскую иглу.
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МОДЕЛИ ТРЕХ МЕТОДОВ ЗАБОРА КРОВИ
Движение крови по внутреннему каналу вве

денной в вену иглы определяется соотношением 
давлений в локтевой вене (5—9 мм рт.ст. по отно
шению к атмосферному) и на внешнем конце иг
лы. В общем случае перепад давления изменяется 
во времени. Это изменение определяется техно
логией взятия пробы. На сегодняшний день наи
более распространены три технологии. Это: 
(а) режим “самотека" при постоянном перепаде 
давления (используется, например, при взятии 
донорской крови); (б) вытяжка определенной 
порции крови шприцем; (в) современная техно
логия взятия порции крови в вакуумированную 
пробирку. Два последних метода используют “вы
нуждающее" внешнее давление, изменяемое во 
времени. Однако при этом всегда присутствует 
этап самопроизвольного течения крови по внед
ренной в вену игле с открытым внешним концом 
(для проверки правильности попадания иглы в 
вену). Поэтому нужно начать обсуждение с крат
кого анализа этапа движения крови (вязкой жид
кости) в трубке (игле) конечной длины L  при по
стоянном перепаде давления Ар.

Здесь основным является вопрос о формиро
вании радиального профиля скорости на началь
ном участке круглой трубы |9 | с учетом транс
формации (при движении вдоль оси) этою про
филя в известный параболический профиль 
Пуазейля. Эта задача анализировалась в работах 
начала 20-го века, основные результаты которых 
суммированы в книге |10|. Для наших целей важ
ным является критерий ̂ /r0>0.25Re, который опре
деляет расстояние z формирования стационарного 
профиля. Здесь Re =  /7r0/v  — число Рейнольдса, й —
средняя по сечению трубки скорость, v — коэффи
циент кинематической вязкости крови, который за
висит от сдвига скорости. Для свободного течения 
через иглу характерны следующие параметры. Ра
диус канала иглы обычно равен 0.4 мм, средняя ско
рость крови в игле 20 см/с. Скорость определена 
из данных работы |11|, где указано значение
0.1 см '/с для потока (объемного расхода) крови из 
вены через иглу в режиме “самотека". Отсюда также 
определяется характерное значение сдвига скоро
сти 10я с-1, что дает основание полагать v ~ 4 мм2/с 
112|. Эти данные дают оценку Re =  20, а “началь
ный" участок при этом составляет 5г0=  2 мм. Таким 
образом, режим “самотека" крови через канал иглы 
практически на всем его протяжении характери
зуется параболическим профилем Пуазейля. В 
дальнейшем мы вернемся к обсуждению этого 
простейшего способа.

Перейдем сейчас к математическому описа
нию двух других методов, общность которых со
стоит в использовании “ вынуждающего" изменя
емого во времени давления, прикладываемого к 
внешнему концу иглы. Создаваемое этими усло

виями нестационарное течение в цилиндриче
ском канале иглы описывается уравнением На- 
вье—Стокса, в котором при малых числах Рей
нольдса отсутствуют нелинейные слагаемые:

dU__vd_lr dLL 
dt г dr \ дг

) = К(00(г0 - г ) ,  = (])
/ Ро L

Здесь t/(r, t) — скорость течения в направлении 
оси трубки; v — кинематическая вязкость; Ap(t) — 
изменяемый во времени перепад давления, опре
деляемый способом забора крови; L  и г0 — длина и 
радиус внутреннего к а н а т  иглы, 0(г„ — г) — еди
ничная функция Хевисайда. Заметим, что линей
ное уравнение (1) является точным в приближе
нии одномерного движения, когда нелинейный 
член в уравнении Навье—Стокса тождественно 
обращается в ноль.

Ищем решение уравнения (1) в виде ряда
<ю

у м - Е М ' У . к -
roJт=\

Здесь У0 — функция Бесселя нулевого порядка, \хт  — 
корень этой функции с номером т .  Поскольку по 
определению У0(рт) =  0, выбор аргументов функций 
Бесселя в формуле (2) обеспечивает выполнение 
граничного условия на стенке: £/(/*0, /) = 0.

Заметим, что форма (2) представляет собой 
разложение искомой функции в ряд по полной и 
ортогональной (с весом г) системе функций Бес
селя нулевого порядка, для которых справедливо 
соотношение:

Разложим по этой системе правую часть уравне
ния (1):

со

К(/)0(/-()- г )  = К(0]Г А т (4)
т=I 'о/

Подставляя ряды (2) и (4) в уравнение (1), придем 
к следующим уравнениям для коэффициентов 
разложения:

<Щп,
dt

+ v n i
r„2

Uт
2
(Pm )

Решая уравнение (5) с нулевым начальным усло
вием, найдем искомую скорость течения:

с©

т“^т-М М т)
о

U ( r j )  =

jT xoexp
Го

e - n
(6)

dt'.
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Зная распределение скорости (6) в поперечном 
сечении трубки, найдем полный поток жидкости:

л»
Q  =  2я]' U r d r  =

О (7)
СО

= 4яг„2̂ 4  k ( O e x p [ - ^ f ( /  -/•)
'' L Г0т - 1  В т О

d t ' .

Другой подход к решению данной задачи ос
нован на интегральном соотношении

ъ
fr " U d r - v r 0n 8 U  

d t  J d rо
'b /i+l

(8)

— v I n  — I)2 [ r n ' 2 U d r  =  - ^ — K ( t ) ,

J AM- 10
которое приведено в работе |7|. Полагая в этом 
соотношении п  =  1, п  =  3, получим два интеграла

га
Ц
d t  J

r U d r  -  v r ,о
d U

d r
о

г»
Го

d t У

U d r  -  v r ,
i d U
о

d r

Га (9)

r0

- 4  \ j r U d r  =  ^ - K ( l ) .

0 0
И з них легко исключить неизвестную величину — 
пристеночный градиент скорости. В результате 
получим:

2
U d r  +  Ц  f r U d r  =  ^ - K ( t ) .  г02 J 4 (Ю)

о
Соотношения (7)—(10) позволяют вывести ряд 

простых формул, удобных для проведения 
оценок. В частности, подставляя в первый инте
грал (9) решение (6), найдем:

I

—  + 4л v fG ( t - t ' ) K ( t ' ) d f  =  n r , ? К ( t ) ,  

d t  Jо
се

G ( t )  =  2 ,  exp v u i
(ID

m =I 'o
Если жидкость вытекает при постоянном избы
точном давлении, К =  К {) =  const, из формулы (II) 
получаем:

d Q

СО

+  4 я Г р  К о У '  —

т = 111"1d t  -  " ^ - 2
1 -  exp VMw

" r „ 2
/ =  n r 0- K 0 . (12)

Другая форма записи уравнения (12):

d Q  _

d t

СО

а:,, У  Д= 4яг0‘ Л0 ? -уехр 
„и И-

I (13)

При выводе последней формулы учтено, что ряд, 
составленный из обратных квадратов корней

функции Бесселя У„(цт ), удается просуммировать 
(см. |13|,5.7.33(11)):

00
=  ' / 4 -

т=\
При малых и больших значениях времени из фор
мул (12), (13) получим соответственно

d_Q\ -  пг1 К d a-ЯГ0Л0,
d t  о  d t

= 0. (14)
/->со

Стационарное значение потока жидкости 
<21^ = (?(со) = const. Для нахождения этой кон
станты Q ( оо) воспользуемся решением (6), поло
жив в нем К  =  К { ) :

со

U ( r , t )  =  - K

v pI l
I -exp

" r „ 2
t

(15)

При t  —̂  со из формулы (15) получим стационар
ное (не зависящее от времени) течение:

т -1

_ Кого 
и л » т )  4v (16)

8vp0Z.
Суммирование ряда в (16) выполнено в соответ
ствии с формулой 5.7.33 (3), приведенной в спра
вочнике |13|. Как и следовало ожидать, устано
вившееся течение (16) описывается формулой 
Пуазейля (см., например, |9, 14|).

Поскольку при заборе крови практически важ
ной характеристикой является полный поток 
жидкости через поперечное сечение трубки (ка
нала иглы), обсудим теоретическую оценку этой 
величины более подробно. Полезные результаты 
получаются при рассмотрении модели (11). Чис
ленные оценки показывают, что для вязкости по
рядка нескольких Пуаз и радиуса иглы порядка 
0.4 мм характерное время затухания первого чле
на ряда (11) составляет около 0.01 с, что меньше 
типичного времени изменения функции K ( t ) .  

Следующие члены ряда затухают еще быстрее. 
Это позволяет приближенно записать интеграль
ный член уравнения (11) в виде разложения

|(7(т)А' (/ -  x ) d x  % К  (/) |(7(x)rfi

о о (17)
• #

|тС (тУ т + ^  jУ б е г у т - . . . ._  dK_
d t  J  '  2  d t

о о
Вычисляя интегралы, суммируя ряды обратных 
четных степеней корней функции Бесселя [13|, 
для больших значений времени получим вместо
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интегро-дифференциального уравнения (II) сле
дующее уравнение доля потока и его решение:

dt Г0  4
(18)

dt'.

Видно, что при больших временах / —> оо величина 
потока жидкости Q стремится к значению, опре
деляемому решением Пуазейля (16). При этом 
вязкость обратно пропорциональна стационар
ному расходу Q(со). В переходном режиме вяз
кость определяется характерным временем уста
новления, равным /+ =  r0:/(6v). Из уравнения (18) 
следует также

60(0U  Р()/. d t)
что дает алгоритм определения вязкости в усло
виях нестационарного кровотока. В следующем 
разделе статьи возможные методы ее определения 
будут обсуждаться более подробно.

Итак, измерив расход жидкости на выходе 
трубки Q(t) и перепал давления Ар(/)ч можно оце
нить вязкость v. Более точная оценка вязкости 
может быть произведена на основе численного 
анализа модели (II).

Ситуация существенно упрощается, если мы 
рассматриваем уставившиеся колебания потока 
при периодических колебаниях давления

где
КО) = ]Гс„ехр(-/>ко0/),

г0

С„ = — [ к  (/)ехр(/моо/).

Здесь Т0 =  2л/со0 — период пульсаций. Полагая поле 
скорости и поток периодическими функциями
(/(/-,/) = ^ (/„ex p (-/w ay ), Q(t) = ехр(-//ко„/),
для поля скорости //-й гармоники имеем

ino>0Un + 'j y j ^  = -C M r 0 - r ) .

Таким образом, средний за период поток 
определяется полем U(r) и описывается форму
лой (16), где К0  =  С(), и Ар -  средний за период пе
репад давления.

Поведение поля £/„(г), и соответственно пото
ка Qn, на п - й гармонике существенно зависит от 
соотношения между радиусом г0 и толщиной
скин-слоя 5Я =  Jv/mo0 на п-й гармонике. При 
г() 5„ первым слагаемым в последнем уравнении
можно пренебречь и поле Un(r) совпадает с тече

нием Пуазейля. При г() > 6 п поле имеет более 
сложную структуру и, как будет показано ниже 
(см. (23), (24)), это приводит к фазовому сдвигу 
осцилляций потока относительно осцилляций 
давления.

Используем теперь полученное решение не
стационарной задачи для характеристики двух 
других методов забора крови, появление которых 
обусловлено, прежде всего, медленностью соби
рания нужной для анализа порции крови при ее 
самопроизвольном истечении. Для определения 
полного набора характеристик крови необходимо 
при ее заборе заполнить порциями по 5—6 мл до 
5 различных пробирок 115|. При свободном исте
чении на это потребуется не менее 6 мин.

Значительно ускоряет этот процесс использо
вание обычного шприца, который обеспечивает 
дополнительное разряжение на внешнем конце 
иглы. Вследствие этого возрастает скорость исте
чения крови через иглу.

Задавая нужное (меньшее) время /, для получе
ния необходимого объема V крови, будем иметь 
соотношение

(20)
о

которое определяет требуемый и обеспечиваемый 
использованием шприца новый перепад давле
ния Д/?,(/). Если в течение времени /, перепад дав
ления Ар] можно считать постоянным, то из фор
мул (18) и (20) получим следующую связь между 
всеми основными (в т.ч. и вязкостью крови) ха
рактеристиками осуществляемой манипуляции 
по забору крови с помощью шприца:

4  .  2
у  _  Ар̂   ̂ Г0

8v p0l [  6v 
Если давление убывает по мерс заполнения шприца 
и его можно аппроксимировавъ экспоненциальной 
зависимостью Др,(/) =  Др,ехр(-///+), из формул (18)
и (20) при /, >  следует:

I -  схр (21)

к  = ти£д&  (22)
8v p 0i  *

Объем (22) — такой же, как для решения Пуазей
ля, если формально положить в нем /, = гл.

В третьем, современном методе венепункции, 
к начальному этапу внедрения иглы в вену добав
ляется присоединение к игле вакуумированных 
пробирок. Внутри пробирок объемом К(), создает
ся разрежениер ( ) < £  р А Т Ч  (пониженное давление но 
отношению к атмосферному). После прокола ве
ны другой конец иглы прокалывает мембрану в 
пробирке, и под действием перепада давления
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Р и с .  1 .  И л л ю с т р а ц и и  и с п о л ь з о в а н и я  в а к у у м и р о в а н -  0  5  1 0  1 5  7 '
н о й  п р о б и р к и  п р и  в з я т и и  к р о в и  и з  в е н ы  ( р е а л ь н у ю  
п р о ц е д у р у  и с п о л ь з о в а н и я  с м .  в  1 1 6 | ) .

Д/КО =  А* -  РО) кровь начинает заполнять сосуд. 
Здесь Аох =  Ал7'л/ + А*'/:7Л' — сумма атмосферного и ве
нозного давлений, p(t) — текущее давление газа в 
пробирке. Заполнение продолжается до тех пор, 
пока давления по обе стороны иглы не сравняют
ся, то есть давление газа в оставшемся объеме V, 
пробирки не станет равным p f. — р()g//. Последний 
член мал и в дальнейшем учитываться не будет.

Считаем, что газ подчиняется закону Бой
ля— Мариогга, то есть выполняются соотношения

p(l)V  (t) = р (1) К  ~ JQ V W
о

= йУо = р«У~ <23>

Это соотношение вместе с уравнением (18) обра
зуют нелинейную систему уравнений

2

р(>) 'о -  \Q (t)d f
о

(24)

-  А)К)-

Ограничимся здесь аналитическим решением 
этой системы. Будем считать, что в каждый мо
мент времени течение близко к Пуазейлевскому. 
Пренебрегая при этом производной по времени в 
первом уравнении системы (26), получим одно 
нелинейное уравнение первого порядка:

dp = b(pw -  р ) р \  ь = кг0 (25;
dt ‘ %paLvp,y„

Решение этого уравнения с начальным условием 
р =  ро при t =  0 имеет вид:

b p j  = - ^  + 1п 
р

Г >
Р* -1
Р /А

+ ^  + 1п
Ро

* - 1
Ро

. (26)

Изменения нормированного давления Р =  p(t)/p^
в пробирке от времени Т  = b p ll заполнения се 
кровью показаны на рис. 2 для двух значений от-

Р и с .  2 .  З а в и с и м о с т и  о т  в р е м е н и  д а в л е н и я  в  п р о б и р к е  
( с п л о ш н ы е  к р и в ы е )  и  о т н о с и т е л ь н о г о  з а п о л н е н н о г о  
о б ъ е м а  ( ш т р и х о в ы е  к р и в ы е )  д л я  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  
о т н о ш е н и я  Pcjp§, р а в н о г о  10 и  5  ( к р и в ы е  /  и  2  с о о т 
в е т с т в е н н о ) .

ношения p j p {,, равных 10 и 5 (кривые / и 2 соот
ветственно).

ДИНАМИЧЕСКИЕ ПО ВАРЬИРУЕМОМУ
ДАВЛЕНИЮ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ВЯЗКОСТИ КРОВИ В ПРОЦЕССЕ ЕЕ ЗАБОРА
ДЛЯ АНАЛИЗА

Выше отмечалась информативность вене
пункции и широкий спектр параметров, опреде
ляемых при анализе крови. Всего насчитывается 
порядка тысячи параметров. Они составляют 
определенные группы по своему предназначе
нию. Ряд анализов (в основном морфологическо
го типа) объединяют названием “общий анализ 
крови". Другая группа анализов составляет “био
химический анализ крови”. Имеются также им
мунологические, серологические, анализы на он
комаркеры, на свертываемость крови и другие. 
Особое место по отношению к указанным анали
зам с их био-медико-химическим “смыслом” за
нимает измерение такой физической характери
стики, как вязкость. Вязкостью крови стали инте
ресоваться с начала прошлого века, причем 
именно с физической точки зрения. Уточняли са
мо значение этого параметра, а также влияние на 
нею двух основных структурных составляющих — 
плазмы и содержащихся в ней микрочастиц — 
клеток (см., например, 117|). Только в последней 
четверти прошлого века стало формироваться по
нимание существующих связей между варьируе
мыми значениями вязкости крови и проявления
ми тех или иных заболеваний, прежде всего орга
нов, имеющих прямое отношение к циркуляции
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крови (см., например, |3 |). В настоящее время на
блюдается активная научная деятельность в этом 
направлении. Приобретаемые знания видоизме
няют отношение к вязкости крови, переводя ее из 
разряда физических характеристик в класс меди
цинских показателей, предполагающих регуляр
ный мониторинг. Сегодня действуют практиче
ски по той же технологии, что и при физическом 
измерении этого параметра у любой жидкости. 
Берется проба крови, происходит ее перенос в 
пространстве и времени к соответствующему из
мерительному комплексу; при этом для избежа
ния процесса свертывания крови образец моди
фицируют соответствующей порцией антикоагу
лянта. Таким образом, результаты измерения не 
соответствуют реальности как по структуре об
разца, так и по условиям его нахождения. Рас
смотренные в предыдущем разделе способы забо
ра крови из вены даюг основу для проведения во 
время этой “пассивной" процедуры (с минималь
ной аппаратной “надстройкой") необходимых 
измерений вязкости крови, причем будет исполь
зоваться “живая" кровь в практически естествен
ных условиях ее протекания по трубчатому кана
лу. Отметим, что сама идея не нова и в цитирован
ной работе 1111 как раз оценена вязкость крови на 
основе закона Пуазейля по измерению вытекаю
щей из иглы порции крови за определенное вре
мя. Однако использование “напрямую" только 
иглы и модели Пуазейля имеет много недостат
ков: это и медленность самой процедуры, и низ
кая точность и т.д.

В предыдущем разделе фактически сделан сле
дующий шаг — проанализирована ускоренная 
процедура с изменяемым внешним давлением. 
Полученные решения фактически дают алгорит
мы для определения вязкости при нестационар
ном режиме забора крови.

Еще один перспективный способ измерения 
состоит в наложении периодических колебаний 
давления, создаваемых на входе иглы (внугри ве
ны) путем многократного пережатия кровеносного 
сосуда. Такие колебания, создающие искусствен
ную пульсовую волну, можно сформировать, при
жав к сосуду вибратор или низкочастотный акусти
ческий датчик. Полагая в формуле (18) K(t) =  К{) + 
+  A fls in (co/), т < К{Ь найдем

Q = -  W  4
1 -  exp (-at)

а
К + т

а~ + со

х (<7sin(co/) -  аз cos (со/) + coexp(-tff)) /1а = — ■ 
'о

(27)

Первое слагаемое, пропорциональное К{), описы
вает поток, создаваемый течением Пуазейля. Ос

циллирующая составляющая потока в установив
шемся режиме описывается выражением

Qosc -
2 2 v~ -,/2 (  2\

т пг° 1 + СОГо sin со/ -  arc tg—-
8v 6v J l  6v

Видно, что между колебаниями давления и пото
ка имеется фазовый сдвиг, который зависит от 
вязкости. Следовательно, вязкость может быть 
измерена также по осцилляциям потока, вызван
ным пульсовой волной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена гидродинамика истечения крови 
из вены в различных вариантах самой распро
страненной процедуры в медицинской диагно
стике — при заборе крови для дальнейшего анали
за. Полученные результаты создают основу для 
оптимизации и модернизации как самой этой 
процедуры, так и для придания ей новых полез
ных функций. В качестве таковых предложены 
новые подходы к измерению вязкости крови в 
процессе взятия пробы. Такие измерения могут 
дать оценку истинного значения вязкости, не 
возмущенного процессом свертывания или био
химическими добавками, останавливающими 
процесс коагуляции. Использовано нестационар
ное решение уравнений гидродинамики вязкой 
жидкости, конкретизированное для различных 
форм переменного давления — как в виде им
пульсной, так и периодической модуляции. Заме
тим, что в статье даны лишь теоретические обос
нования. Описание технических деталей выходит 
за рамки этой статьи.
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ства Российской Федерации для государственной 
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