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Рассматривается нелинейное взаимодействие поверхностиых воли, су­
ществующих вблизи криволинейной границы жидкости. Показано, что 
при некоторых условиях излучается звуковая волна, амплитуда которой 
на больших расстояниях от границы значительно превосходит амплитуды 
линейно-возбужденных воли. Подробный расчет проведен для цилиндри­
ческой и сферической поверхностей. Возможно, что этим эффектом объ­
ясняется разрушепие струй и капель жидкости, наблюдаемое при неко­
торых экспериментах. Предлагается метод, позволяющий распространить 
результаты на случай произвольной выпуклой поверхности с плавно 
меняющейся кривизной. Изложенная теория может быть полезной при 
расчете шума, создаваемого вибрирующей поверхностью.

В последнее время уделяется большое внимание вопросам излучения 
звука при взаимодействии воли на поверхности жидкости. Интерес к этому 
определяется тем, что возмущения в поверхностной волне проникают в 
глубь жидкости всего па расстояние порядка длины волны. Если же учесть 
взаимодействие двух встречных воли одинаковой частоты [1], то излуча­
ется звуковая волна в направлении, нормальном средней поверхности. 
Результаты работы [1] были обобщены в работе [2], где получены условия, 
при которых будут излучать звук две произвольные взаимодействующие 
волны на поверхности моря. Там же был рассмотрен случай сплошного 
спектра поверхностных волн и учтены силы поверхностного натяжения, 
существенные на высоких частотах. В работе [3] было исследовано излу­
чение звука взаимодействующими поверхностными волнами в море при 
учете дна, которое определило резонансный характер излучаемого звука.

Однако во всех перечисленных выше работах рассматривались плоские 
поверхности. Естественно ожидать подобных эффектов и в случае криволи­
нейных поверхностей. Так, в дипломпой работе одного из авторов [4] пока­
зано, что стоячая волна на поверхности цилиндра или сферы во втором 
приближении излучает звуковую волну. Амплитуда последней на больших 
расстояниях может оказаться выше амплитуды волны первого приближе­
ния. Во внутренних областях цилиндра или сферы излучение носит резо­
нансный характер. В настоящей работе обобщаются результаты, получен­
ные в работе [4].

Пусть имеется некоторая выпуклая замкнутая поверхность S0: г  =  
=  r0(ti,i>), г =  {х > У у z}. Она делит пространство на две области: внешнюю 
и внутреннюю. Одна из областей заполнена средой с постоянной скоростью 
звука с и плотностью невозмущенного состояния р. В качестве S0 рассмот­
рим границы двух типов: граница жидкость — вакуум и тонкая упругая 
оболочка, ограничивающая жидкость или газ. Пусть далее вдоль поверх­
ности So распространяются волны, длина которых меньше длины волны 
звука в среде, так что их амплитуда достаточно быстро убывает при удале­
нии от S0. Такие волны в дальнейшем мы будем называть поверхностными 
в отличие от воли с постоянной или медленно убывающей амплитудой,
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которые мы назовем звуковыми. Требуется найти параметры звуковой 
волны, излучаемой взаимодействующими поверхностными волнами.

В работе [2] на основе точных уравнений гидродинамики получены 
уравнения первого и второго приближений для потенциала скоростей <р =  
=  5ф1 +  Лр2 +  . . .  (5 —параметр малости), а также условия на границе 
первого типа. Мы напишем их для ф2 без учета силы тяжести:

Дфг----- :
1 д~Ц>2> 1 д

с* dtz .г

Д ф 2
So

dt

д \ х

(Vcpi)2,

d t2dn\

( 1 )

(2)
So

где ф1 — потенциал волны первого приближения, п0 — внешняя нормаль к
поверхности So в точке М ( и ;  v ) . ~ ~  . =  noV, Л — смещение по нормали

д п 0
к поверхности S о под действием волны первого приближения. Если S о — 
поверхность второго типа, то соответствующее граничное условие можно 
получить, приравнивая нормальные скорости на возмущенной поверхности 
S , имеющей уравнение г =  r<j (и , v )  +  n0r)(u, v, t ) .  Если пренебречь нели­
нейными эффектами оболочки и влиянием возмущений среды на нее, что 
оправдано для сред малой плотности (воздух), и снести граничные условия 
на поверхность So, то во втором приближении получим

дф2
дпо

<Э2Ф1U Vi /Q\
=  - ч т т  • (*)So ° п0 ! So

Пусть теперь So имеет в цилиндрических координатах (г, 0, z) урав­
нение г  =  R  и среда заполняет область г >  R .  Выберем в качестве ф1 две 
поверхностные волны:

2

Ф1=  V  b j Z p ( a j r )  e‘<Pje+xj2- “j'+ej), 
1

( 4 )

где p i для каждого /' =  1, 2 принимает одпо из значений 0, ± 1 , ± 2 , . . .
Pi =  I Pi I , <XJ =  | I k ?  —  к?  I ,'kj =  0)j /  c,

( x ) =
x  <  A:,

<P+1) H p\ix), x > k .
(5)

Так как мы предполагаем ф1 поверхностной волной, то, хотя бы по од­
ной из поверхностных координат 0 или z, длина волны колебаний значи­
тельно меньше длины волны звука в среде. Это приводит соответственно 
к двум возможным областям значений параметров А, х, р :

р aft, р  >> 1, А >  х; х >  А. 
Нормальное смещение rj частиц поверхности So будет

(6)

Из соотношения дх\

т , = £ aj-e^PjO+x^-oj'-HV. . 
3 = 1

9ф,

(7)

dr

А>з =  а;-

получим связь между Ъ ^ з  и 
г=л .

. (ж)

x=a-R
ь / г}. ( 8)
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Отметим также, что, если в качестве первого приближения рассматри­
ваются собственные колебания среды или упругой оболочки, то параметры
к .  Ху р  связаны еще некоторым дисперсионным соотношением.

На основе формул (4), (7) и (8) можно найти правые части формул 
(1) — (3). Следует учесть, что при вычислении квадратичных величин нуж­
но пользоваться только действительными частями формул (4) и (7). Но 
в силу линейности но ф2 в окончательном выражении можно вновь перейти 
к комплексной форме. В результате получим, что во втором приближении 
содержится четыре типа волн с зависимостью от 0, 2 , t  вида
ei2(PjQ+XjZ-<fijt)̂  J =  1, 2; и ег[̂ ,±̂ 2,е'Нх-|±х̂ г_<с,>1±02)^, где выбирается
либо верхний (суммарная волна), либо нижний (разностная волна) знаки. 
Очевидно, звуковой волной в вышеуказанном смысле могут быть только 
суммарная или разностная волны, если при этом

COl zfc 0)2 | 
с

>  I ±  %2
(О |± С 0 2

)  “̂ (* 1  ± х2) 2
R 2 >  1. (9)

\ P i ± P z \ 2
Предположим далее, что формула (9) выполняется для суммарной вол­

ны, тогда для разностной она не выполняется в силу условий формулы (0). 
Это, например, случай, когда cpi — стоячая волна: р 2 =  — р и  х2 =  —  К\, 
0 2  = . ел. Вводя обозначения п  =  р\ +  р 2, q =  щ  +  х2, Й =  coi +  со2, е =  
— ®i +  с2, для той части ф2, которая содержит звуковые волны, получим 
уравнение:

1 д Ч г
Лф2“  — _ r  =  /?n (7.) ei(ne+ ^ t + E ) , ( 10)

а также условия при г  =  R  на поверхности первого и второго тина соответ­
ственно:

Лф21r= R  =  g „ ° ( R ) e«"°+«*-n'+s>, = ^ n»(fi)e<(*H«*-e«+e)j (И)
Ctr I; r=R

p n ( r )  =  “ Г b ^ Q

gn° ( R ) =  ~ ^  bLb

1 ••  у  I /  d Z Pl
\ dx[«1«4

d Z

a tr dx

8 Л В )  =
1
2

2(0x030
I 7 [ 0,0 f  d / v

j- bxb2axa2 1 1% \ d x U,R

рЛ (V \P%  , y»,y.,jzV\ (<V)ZPe(!<V)J ,; '  а г \ i .2 1
d Z Pl ) (  d Z p,

d x '  U.R \ dx I  >'  a >R

<i2z v: ) _
L Oi /' d2Z Vl NI f  d Z p., \  1

. d x 1 .'a г It co2 \, d x -  / U iR \ d x /a2ld
( 12)

Так как во втором приближении поверхности первого и второго типов ха­
рактеризуются нулевым и бесконечным импеданцами соответственно, то 
мы снабдили gn верхним индексом 0 и оо.

Решение (10) будем искать в виде ср2 =  <р2' +  <р2", ф2' и cp2'' соответст­
венно решению неоднородного и однородного уравнений. <р2'  =  
=  I t n ( r)e 'l (ni}+4Z- Qt+E\ Н п легко найти методом вариации произвольной по­
стоянной:

г
R n ( r ) =  —  - ^ - J ^„(р) [ J n ( a r ) N n (a p) —  J n ( a p ) N n ( a r ) ] ( )  dp, (13)

Гв

где y Q2------- Если положить го =  оо, то ср2/ будет поверхностной
«2

волной. Тогда интересующая нас звуковая волна содержится в потенциале 
; ф2", который можно искать в виде ф2" =  M nH nW ( a r) e i № ~ qz- Qt- B\ Подста­
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новка ф2" в формулу (И ) с учетом выражения (13) дает для Мп° и Мп 
в случае поверхности первого и второго типов соответственно

£[Fn(R)-gn*(R)]-Rn(R)
М  о = 2 l ____________________________

Zn (aR)

g n ° ° ( R ) ~
d R n

dr I
CO

r = R

a
dZn(x)

dx x—cui.
где Zn (x) =  H rW (x) . Нетрудно показать, что в формуле (14) интеграль­
ными членами R n (R), dRn /d r  можно пренебречь, так как они имеют по­
рядок (L1 / Я) 2 1 по отношению к остальным, Я и L  — соответственно дли­
на звуковой и поверхностной воли. Если среда заполняет внутреннюю об­
ласть г <  /?, то выберем ф| в виде формулы (4), где

JP(x),
— i — '

1р(х) =  е 2 J p(ix), и > А .

После аналогичных вычислений и предположения о выполнении нера­
венств (9), для суммарной волны получим ф2" =  Л/п/ п (a?*)el(n6+<72"~Q<+f0. 
Мп определяется формулой (14), где Zn (я) =  7n(z), Fn(r), gn°(R), gn°°(B) 
берутся из формулы (12) с учетом формулы (15). Выражение для /?п(г) 
совпадает с формулой (13); если г0 =  0, то ф2' будет поверхностной вол­
ной. Отметим, что при решении внутренней задачи можно допустить 
L I Я ~  1 ; следовательно, пренебрегать интегральными членами в формуле 
(14), вообще говоря, нельзя.

Нетрудно получить аналогичные результаты в случае, когда So — сфе­
ра, имеющая в сферических координатах (г, 0, ф) уравнение г =  R. В ка­
честве ф1 выберем стоячую волну:

Ф1 =  bVt+%(kr)P® (cos 0 )cos 7̂ e"iO)i, (16)
где j 1, l >  кВ, к  =  со / с, — присоединенная функция Ле­
жандра,

т  , ч__1 /  л  /  Н ^ Ф ) ^  r > R ,
,+'/г(а:) г 2х {/,+,* (*), г <  Д.

(17)

Как показывает расчет, во втором приближении содержится бесконеч­
ное число волн типа P̂ m)(cos 0 )cos лмре- *2®1, но при п >  21 +  1  амплитуда 
их становится пренебрежимо малой. Звуковыми же будут волны

(771)

<p2,/ =  MnmWn+'k (2кг)Рп (cos 0) cos rmpe-zat, где п <  2АД.

Напишем амплитуду сферически симметричной волны Мао'
iA 00 ГЗ / d'Vi+i/,V  Ц^ +  1) -ф-з /7 нЛ о  /г)ч

„ О  - Ш - 1 - т [ - 1 к Г ) кв+  (АД)'2 ^ W * / * ) ]  -  Лоо (Д)
М 00 = -------------------------------- Т  ч, (2АД)

М £  =

^ 0 0 Y ^ v .  \ 21 dR00
4А dx LV dx J dr r—R

(13)

2А V.
\x=2kR

28



где

# 0 0  =
iAоо
2 кг шГо dW 1+Ъ

dx )

2 + 11 ± А
(* р ) 2

^ + й (*Р ) ]sin[2fc(r — p)]pdp,

1 1 +  6о,- ( l  +  ] ) !  b W
2 2Z +  1 (Z — /)! с ’ Г°

_/ 0 ,  r < R  __/ 0 ,  /' =5̂ =0
loo , r > R ,do i  l  1, 7 = 0

Таким образом, на основе полученных выражений легко найти ампли­
туду звуковой волны, излучаемой при взаимодействии поверхностных волн 
первого приближения на цилиндре или сфере. Отметим, прежде всего, что 
при излучении во внутреннюю область /* <  R  знаменатели выражений 
(14) и (18) могут обратиться в нуль. Это произойдет, если частота звуко­
вой волны будет равна частотам собственных колебаний жидких цилиндра 
или сферы со свободной и закрепленной границей для поверхностей первого 
и второго типов соответственно. При этом амплитуда звука становится бес­
конечно большой, следовательно, выражения (14) и (18) неприменимы, 
как полученные методом малых возмущений. В реальных условиях следует 
ожидать значительного увеличения амплитуды на этих частотах, что мо­
жет привести к разрушению струй и капель жидкости. Так, в работе [5] 
при изучении распыления жидкости мощным ультразвуком в фонтане от­
мечается, что наблюдается разрушение струи на некоторых частотах, кото­
рое устраняется при изменении частоты на 10—15%. Оценки показывают, 
что разрушение может быть вызвано звуковыми волнами, излучаемыми при 
взаимодействии поверхностных воли, которые также наблюдаются в этом 
эксперименте.

Оценим теперь параметр малости нашей задачи s =  |cp2 / cpi | . Если рас­
сматривается внутренняя задача, то будем считать, что мы находимся да­
леко от резонанса. При оценке |ср2| в случае цилиндрической поверхности 
можно положить | (р2 ~  \Мп | , а в случае сферы, учитывая все волны вто­
рого приближения, | ф21 ~  | ilfоо | (2/ +  1). Оценивая Мп и М00 по форму­
лам (14) и (18), а также вводя величину а, равную максимальному сме­
щению частиц среды от поверхности *S’o, получим для s° в случае поверхно­
сти первого типа и s°° — второго следующие выражения: s° ~  ajL, s00 ~  
~ а/ ь л /ь .  Заметим, что а/ ь  численно равно тангенсу максимального угла 
наклона возмущенной поверхности по отношению к средней поверхности. 
Таким образом, наше рассмотрение применимо, если a / L < ^  1. Отметим 
также, что в случае поверхностей первого типа теория применима при зна­
чительно больших значениях °/ь, чем в случае поверхности второго типа, 
ибо Vl >  1. Этого и следовало ожидать, так как в первом случае излуче­
ние дипольное, а во втором — монопольное, которое при равных условиях 
более эффективно.

Очевидно, амплитуды пульсаций давления в поверхностной волне пер­
вого приближения Р 1 (г) и в звуковой Р2(0  вблизи поверхности S о связаны 
следующим образом: Р2(# ) ~  sPi(R).  Рассмотрим излучение во внешнюю 
область г >  R. В звуковой волне Р2(г) ~  2̂(П)/(/гг)р, Р =  V2 для цилиндра и 
р =  1 для сферы. Р |(г) быстро уменьшается с ростом г, так что Р\(гр) =  
— p\(R)/n  ̂ А > 1 ,  krp ~  r / l , гр — расстояние, с которого начинается излу­
чение. При г >  rv получим Р\(г) ~  p,(rJ»V(/ir)p. Таким образом, при г >  гр 
отношение Р 2 ( г ) / р , ( г )  ~  sN  и, хотя s 1, это отношение может быть большим 
единицы, т. е. пульсации давления в звуковой волне на больших расстоя ­
ниях могут превосходить пульсации давления в поверхностной волне пер­
вого приближения. Рассмотрим, для примера, конкретный случай. Пусть 
радиус упругой цилиндрической оболочки R =  102 см, cpi =  
=  ЬНрМ(кг) cos рде~ш , р =  10, / =  w / 2л =  50 гц, окружающая среда -  
воздух р =  1,3 -10"3 г/см3. Амплитуда пульсаций давления в линейном
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приближении будет Pi (?*) |~ (02й Н {р (кг) 
HpW(kR)

.По формуле (14), прене­

брегая (tRn/dr, найдем амплитуду волны звукового давления во втором при­

ближении : р2 (г) ~  р а2 со2 р2
4 р kR

Я0(1) (2 кг) 
H<»(2kR)

Параметр N  ~  НМ {kR)

~  107, положив а =  10”1 см, получим s ~  10"1. Таким образом, sN ~  
~  106 1, т. е. на больших расстояниях возмущение практически созда­
ется только звуковой волной. Выпишем численные значения пульсаций 
давления: P\(R)  ж 1,3 -102 дп/см2, Р2(й) «  4 дн/см2, на расстоянии 5 лг 
от поверхности Рг (г) — 1,7 дн/см2.

В заключение распространим результаты па случай произвольной вы­
пуклой поверхности с плавно меняющейся кривизной. Как следует из ре­
шения задачи для цилиндра, потенциал звуковой волны срг" в сумме с по­
тенциалом поверхностной волны второго приближения ср2/ является реше­
нием неоднородного волнового уравнения (10) с граничным условием (II). 
По своему определению cp27/— решение однородного волнового уравнения 
с граничным условием, которое легко получить из условия (11):

1 дЧр{
с2 d t2
д% и

дг

=  [ ? » ° ( Л ) - ^ п ( Л ) ] в<(яв+вг-0,+*)

Зср,'

1 д \ 2'

r — R

r = R

=  gnco(R)e4n0 qz~QM)

c2 dt* r=R1

dr

(19)

r= R

Члены с ф«/ в выражении (19), соответствующие Л п в формуле (14), име­
ют порядок ( L / \ ) 2<̂  1 по отношению к остальным, так что ими можно 
пренебречь. Оставшиеся члены в правой части выражения (19), определяе­
мые формулой (12), получены при подстановке формул (4), (7) в правые 
части формул (1) — (3) и пренебрежении возникающими поверхностными 
волнами. Таким образом, Fn (R), gn°(R) и gn°°{R) с множителем 
ei{rO+qz-Qi+E) можпо? если пренебречь полем поверхностных воли, заменить 
правыми частями формул (1), (2) и (3) соответственно.

В результате получим, что задача об излучении звука при взаимодей­
ствии поверхностных воли вблизи цилиндра сводится к нахождению зву­
кового ноля, создаваемого источниками, распределенными на поверхности 
цилиндра. Аналогичный результат может быть получен и для сферической 
поверхности.

Пусть теперь кривизна выпуклой поверхности So меняется, так что ее 
изменение на длине поверхностной волны L  мало. Тогда естественно пред­
положить, что п в этом случае потенциал звуковой волны удовлетворяет 
волновому уравнению

Л ф 2 " - 4 ^  =  0, (20)
dt2

и условию на границе первого и второго типов соответственно:

дг(р2
дР So

d \ i

So dt2 дпг
дф2tr

So дп. —  Ч
So

>32ф1
дпп2 So

(21)

В результате мы получили задачу об излучении звука источниками, 
распределенными на поверхности So. В правой части уравнения (21) содер­
жится потенциал волны первого приближения cpi и нормальное смещение ц 
поверхности So, которые считаются известными. Но обычно задается толь-

30



ко т] =  г] (Л/, t), М — точка поверхности So. ф1 является решением волно­
вого уравнения с условием на поверхности:
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