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АКУСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СФЕРОИДАЛЬНЫХ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ

В . А . А идебура
Рассматривается излучение вытянутых и сплюснутых эллипсоидов 

вращения — сфероидов. Дано определение сфероидального излучателя 
гол-го порядка. Получены выражения для характеристики направленно­
сти, коэффициента концентрации, импедапцев и мощности излучения. 
Приведены рассчитанные значения функций сплюснутого сфероида по­
рядков 01, 03, 05 для значений волнового параметра до 5.

Задачам излучения и дифракции волн на сфероидах в электродинамике 
и акустике посвящепо большое число работ ( |1 —7]; см. также библио­
графию в работе [8 ]), рассматривавших, однако, случаи вырожденных 
сфероидов. В работе [9] определено акустическое ноле и импеданцы излу­
чения нормальных мод колебаний произвольного вытянутого сфероида, 
хотя большинство результатов и численные примеры здесь также относят­
ся к случаю вырожденного «тонкого» сфероида. Аналогичная работа [10] 
посвящена сплюснутым осесимметричным излучателям. В упомянутых ра­
ботах не рассмотрена направленность сфероидальных излучателей общего 
вида.

В настоящей статье определяются направленность излучения и энерге­
тические характеристики таких излучателей при произвольном распреде­
лении колебательной скорости на их поверхности; вытянутые и сплюсну­
тые сфероиды рассматриваются параллельно.

Примем систему обозначений Фламмера [8]; волновой параметр ка /  2 
(к — волновое число, а — фокусное расстояние сфероида) обозначим через 
h. Будем пользоваться вытянутой (фиг. 1, а) и сплюснутой (фпг. 1, б) си­
стемами координат г), £, ф. Вытянутые сфероидальные координаты связаны с 
докартовыми координатами х , г/, z соотношениями х  =  (а/2)  [ (1 — rp) X 
X (g2 — 1 )] ,/2cosср, у =  ( а / 2 ) [ ( 1  — ц2) (£2 — 1)]'/»sirup, z = ( a / 2 ) r | £ ,  где 
—  1 ^  т| ^ 1 ,  1 ^  <  О О , 0 ^  <р ^  2я; сплюснутые — соотношениями
* =  (а/ 2)  [(1 — т)2) (£2 +  l ) ] ,/acos ф, у =  (а 12) [ ( I -  r f)  (£2 +  1 )]1/2 sin ф, 
z =  (а I 2)r]£, где —1 ^  r\ ^  1, 0 ^  £ <  сю, 0 (р ^  2л.

Поверхности £ =  const являются конфокальными вытянутыми (пли 
сплюснутыми) эллипсоидами вращения вокруг оси z — сфероидами, по­
верхности |г] | =  const являются двуполостпымп (или однополостными) ги­
перболоидами вращения, ортогональными к эллипсоидам. Поверхности 
ср =  const есть полуплоскости, ограниченные осью z и составляющие угол ф 
с положительным направлением оси х. Обе описанные системы координат 
сводятся к сферической системе в пределе, когда а->- 0. Для конечного а 
поверхность сфероида £ =  const в обоих случаях становится сферой, если 
£-»-оо. При этом £а/ 2-^г,  т)->-сos 0, где /*, 0 — сферические координаты.

Комплексная амплитуда потенциала скорости звукового поля, являю­
щаяся решением уравнения Гельмгольца, в сфероидальных координатах 
может быть занисапа в виде [7]

п

Ф(й, т),£, ф )=  Й ! 2  AmnSmn(h\ Rmn(h\ ih, £|££)eamq>,
т = з-п  n — f l  '
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где S mn и Д$ п — +  Ш — угловые и радиальные сфероидальные 
функции; коэффициенты Лтп определяются путем разло/Кения гра­
ничных условий по сфероидальным функциям. Решение (1) удовлетворяет 
условиям излучения для временного мпожителя е~ш . Отметим, что боль­
шинство соотношений для сплюснутых сфероидов может быть получено из 
соответственных соотношений для вытянутых сфероидов путем преобразо­

вания переменных h ---- ih, g->- jg, г =  У — 1. В связи с этим в выраже­
ниях, справедливых для обоих случаев, будем пользоваться обозначениями 
аргументов типа (1).

Пусть у(ц, ср) — заданное распределение комплексных амплитуд нор­
мальной к поверхности сфероида g =  g0 составляющей колебательной ско­
рости. Выберем на поверхности сфероида точку приведения с амплитудой 
скорости vq. Введем безразмерную функцию L ( r \ ,  ф) =  (rj, ф) / | у0| и 
представим ее в виде суперпозиции нормальных мод колебаний

L{r\,<f) =
а

S  LmnSmneim\ (2)
пг, п

где
1 2л

яв*[^ж »(А|-Л)](6(? Т 1 )
\  L(r\, (f)Smne~,m<p dS.

(3)

So

Здесь hi — коэффициент Ламе координаты g, Nmn — норма угловых сфе­
роидальных функции, So — поверхность сфероида g =  go; знак минус в ве- 
личине (go2 Т  1) здесь и далее относится к вытянутому сфероиду, плюс — 
к сплюснутому.

Учитывая, что в задаче Неймана

£(*1»<F) =  — т —г[дФ /дп]-^ =  — -J — K i/h t) (5Ф/д|)]|=и
I Vq\ |Уо|
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где д I дп — производная по направлению нормали к поверхности сфероида, 
из выражений (1 ) — (2 ) найдем

| | аЪА тущ ---
чип

2R W ( h \ - i h ,  £о| Но)
Здесь п далее введено обозначение о

Rmn (h  | -  ih, |o | Но) =  -Т|-[Дтп (h  I -  ih, | |  i | ) b - 5..

Назовем сфероидальным излучателем порядка тп такой излучатель, 
у которого | L pq\ =  6р<7, тп (б символ Кронекера), т. е, распределение 
скорости па поверхности характеризуется единственной сфероидальной гар­
моникой Smneim*. Для случая круговой симметрии (т =  0 )это определе­
ние совпадает с определением эллиптического излучателя п-го порядка [7].

Давление в звуковом поле сфероидального излучателя будет

P (M ,6f<F)=—*юрФ =

smn (h I -ih, г1) (h I -ih, 11 i|)
( 5 )где pc —- волновое сопротивление среды.

Для нахождения характеристики направленности воспользуемся асимп­
тотикой радиальных функций при g-voo: Ag. При этом
для характеристики направленности получим выражение:

=  Н
ipch\vo\Lтп

т = —п  п = 0  т п '  1 ’  *  1 *  7

0 (0 , ф) =  ![р(0, ф)] /  [р(0о, Ф о ) ] } | - > с о  =  (6)
i~nLinnS,nn (h \—ih, cos 0 ) ^ 1 / у  f nLmnSmn( h \ -  ih, cos 0,,)

R {Z  (h I - i f c ,  go | t io )  J /  .Г» | -  ih, go | *'£o)

где 0 =  arc cos r\ — сферическая координата, 0o, фо — направление макси­
мума излучения.

Пусть р(0о, Фо) — давление в направлении 0о, фо на большом расстоянии 
г =  а£/2,  от излучателя. Интенсивность звука /(т), ф) на том же
расстоянии в произвольном направлении равна, очевидно, |р(0о, Фо) X 
X D(Q. ф) | 2 /2рс. Проинтегрировав это выражение по поверхности сферои­
да £ 5> 1 , получим акустическую мощность сфероида

=  ^ / ( ч . ф)
dS  =  прса21 Vg I2 2

т,п
I L,nn \2Nmn (h | -  ill)

I RW (h I- ih , |„ I По) Г
( 7 )

Отнеся к ней акустическую мощность ненаправленного излучателя, ко­
торый создает на том же расстоянии интенсивность /(Оо, фо), найдем коэф­
фициент концентрации сфероидального излучателя:

LmnS mn (h | -  ih, cos 8,) 2

■**&(* I -/А, ЫЖ)
K=--2 s -

у  \Rmn\2N mn{ h \ - i h )
n n | R (z  (h | — ih, lo I i6o)l* ‘

(8)
Отметим, что выражение (22) в работе [9] описывает не характеристи­

ку направленности mZ-моды, а дает угловую зависимость коэффициента 
концентрации этой моды K mi (0, ф).

Определим, далее, импеданц излучения. Активную его часть R  можно 
найти из выражения (7), поскольку, по определению,

Р  =  7 ? Ы 2 /2 . (9)
Отсюда

/? е р / 12 _  ярсаг у  1 Lmn \2Мюп (h |—  ih) . ..
Л -  2Р,  | *  I -  —  Ъ  J Л(3,-(Й, _  й , ь  | l1o) |* • (10)
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Представим акустическую мощность сфероида как сумму парциальных 
мощностей, соответствующих каждой моде колебания излучающей поверх­
ности:

Р =  2  Р  т п  =  2 — / М ^ т п ! 2 (11)
т , п  т , п

где Rmn — активная часть имггеданца излучения иш-моды. Сравнивая фор­
мулы (9) и ( И) ,  видим, что

^  == 2  |£ т п |2Лтп, (12)
т, п

причем R mn =  npca*[Nmn( h \ - i h ) ] / 2 \ R Z { h \ - i h ,  | 0|ig0) |2.
Комплексный нмпеданц излучения можно вычислить, определив инте­

гральную реакцию ноля па излучатель и отнеся ее к амплитуде скорости 
точки приведения:

И*Ьф)]б=5.£(л,<р)<25.

Интегрирование производится но поверхности сфероида £ =  £о; черта свер­
ху обозначает комплексно-сопряженную величину. Подставив сюда р(т], ф) 
из (5), произведя интегрирование и несложные преобразования, получим

Z = R — i X =  npc° 2 у .  1 ь '*п 12-Vmn (ft I — ih)
2 „fn \R fn (h \- ih , la\ W

X  f 1 +  ih (?o2 -F 1) ( / С  ЛI?,'. +  1. (13)
Импеданц излучения (13) можно, аналогично выражению (12), пред­

ставить в виде комбинации модальных импеданцев:

Z = y  \Lmn\2Zmn. (14)
m ,  n

Из соотношений (12) — (14) видно, что модальный импеданц Zтп, так же, 
как и Rmn определяется только геометрией сфероида (зависит от £о) и его 
волновыми размерами, тогда как полный импеданц излучения Z зависит 
еще и от распределения колебательной скорости но поверхности сфероида.

Импеданц излучения удобно представлять в форме Z =  pcSo(a — ijj), 
где So — площадь поверхности сфероида. Из формул (13) — (14) имеем

О . =  2  | - ^ m n |2Ctmni Р = =  2  | 2Р тп»
т ,  п  т , п

где для вытянутого сфероида
ttmn (Й'! £о) =  N  т п  ( h ) /

(15а)
/ { |Д &  (А. Ь)  | 2(1о2 -  1 )■'* №  -  1)'А+  So2a rcsin (l/|0)]>,

Pmn (A, lo )—  V-mnh (go2 1) (RmnRmn ~F RmnRmn) |=g0,
и для сплюснутого сфероида

Ctmn (Лj So) === ^mn ( iA) /
/ {IR m n ( *Mlo) | 2(go2 +  1 ) W  +  l ) ,/a +  |p2arsh(l/|o)]}* (156)

Pmn(fc, So) -  -  amnh ( lo2 +  1) (й ® й ,^  +  C C l i - i .(2) T>(2)'

Проиллюстрируем полученные соотношения несколькими примерами: 
В ы т я п у т ы й  с ф е р о и д а л ь н ы й  и з л у ч а т е л ь  н у л е в о г о  

п о р я д к а .  Распределение колебательной скорости выражается функцией 
Soo(h, ii), при этом Ь (т], ф) =  [ (go2— 1) / (go2 — tl2) ]'А£со(А, т]). Такой из- 
лучатель, порядка 00, будем называть излучателем нулевого порядка.
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Согласно формуле (3), L0o =  1, Lmn =  0, /?г, гг =̂ = 0; в выражениях для 
акустических характеристик сохраняется только члон с т, п =  0. Макси­
мум излучения находится в плоскости х у ( щ  =  0, 0о =  л:/2 );  поскольку 
SoolA cos(jt /  2] =  Ро(0) =  1, где Ро — полином Лежандра, то Дю(А, 0) =  
=  Soo(h, cos 0). На фиг. 2 кривыми 1—4 представлены диаграммы направ­
ленности Д)о(0) при значениях волнового параметра h =  1, 2, 3, 5 соответ­

ственно. Коэффициент концентрации Loo излучателя пулевого порядка ра­
вен 2 / Nоо(к)] зависимость Koo{h) дается кривой 1 на фиг. 3. На фиг. 4 а, б 
(пунктирные кривые) показана зависимость безразмерных коэффициентов
о.оо и Роо от h для сфероидов различного эксцентриситета; значения 
£о =  1,005; 1,02; 1,044 и 1,077 соответствуют отношениям длин осей сфе­
роида, равным 0,0995; 0,197; 0,287 и 0,37.

Отметим, что сфероидальный излучатель нулевого порядка при h 1 
обладает свойствами сферического излучателя нулевого порядка [11].
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П у л ь с и р у ю щ и й  в ы т я н у т ы й  с ф е р о и д .  Пусть поверхность 
вытянутого сфероида £ =  £о пульсирует так, что | дФ /  ЗЕ | =  const.
Тогда £(т), ф) =  [(go2 — 1) /  (|о2 — ‘П2) ] ,/а. Такой излучатель симметричен 
относительно оси z  и плоскости г\ =  0, поэтому £(т), ф) содержит лишь мо­
ды вида 00, 02, 04 и так далее, т. е. пульсирующий сфероид — это суперпо­
зиция сфероидальных излучателей порядка On, где п — целые четные чис-

Фиг. 5

ла. Подставив £(ц , ф) в формулу (3), найдем L0n =  2d00n /  N0n, где d00n — 
коэффициенты разложения угловых функций по полиномам Лежандра [8].

На фиг. 3 (кривые 2—3), фиг. 4 (сплошные кривые) и фиг. 5  представ­
лены акустические характеристики пульсирующих сфероидов различного 
эксцентриситета. Отметим, что при h<^ 1 do0n ->- 6п , о и пульсирующий сфе­
роид становится излучателем нулевого порядка. Практически это происхо­
дит уже при h <  2, что видно из сопоставления, например, соответствен­
ных диаграмм направленности (фиг. 2 и 5).

Выясним поведение пульсирующего сфероида при go- И  , что соответ­
ствует вырождению его в линейный источник. Здесь возникает трудность

вычисления функции и Д(02̂ , имеющих особенность в точке g == 1.

Выражения для этих функций при g - > l  можно получить из разложения 
их по функциям Лежандра первого и второго рода ([8], стр. XLV), пред­
ставив затем последние в виде, приведенном в работе [12, стр. 72]. Это вы­
полнено в работе [9], однако в ней допущена ошибка: вместо выражения 
(8а) должно быть:

я ®  (h, I W 2(0; n ; h )  { l n - 4 ^ 4 - +  2 (  2 '  C r  ) l  S '
b r=2; 1 r=0; 1

d07?

- 2  Г S '  1 /  S '  < H ,
L 7 =0; 1 r= 0; 1

где p.(r) =  1 +  2_1 +  3_1 +  . . .  +  r -1; p(0) =  0; значения остальных сим­
волов объяснены в [8] и [9]. Соответствующим образом должны быть ис­
правлены формулы (18л — Ъ) работы [9] *.

* Отметим еще несколько опечаток в этой работе: числитель формулы (9а) пало 
домножить па ( т ! ) ; выражения (14а — Ь) относятся к 0/, а но к 01 моде колебаний 
«топкого» сфероида; в зпаменателе правой части формулы (17) должен стоять квад­
рат модуля функции  ̂ в пояснении к формуле (4) неверно объяснено значение 
штриха у знака суммы (см. [8]).
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При |-» -1  функции Ron и Ron пренебрежимо малы по сравнению

с Ron и Ron ; последняя для четных п имеет вид R  ^  -> Р „  (0) /
/  in (g2 _  1 ) hd00n, где Рп — полином Лежандра. С учетом всех замечаний

Z

мы получим следующие выражения, справедливые для вытянутого сферои­
да при |о -> 1:

Д ( 0 ) = [  2 (do0")
п = 0; 2; 4

Son (cos 0) 
NonPn (0)

со

2
п = 0; 2; 4

(Йо°")
N.

(16)
On

*  =  2 2

оэ
( d o 0" ) 2

со

1 „ = *  2; 4 N o n
2  '

п=Ю; 2; 4

(do0*) 4

AWPn2(0) f

наконец, активная составляющая импеданца излучения будет
М  °п \4

R  =  2лрса2Л2(!о2— I ) 2 -2  лГ рГ 7оТ  =
п= 0; 2; 4 У¥оп^ п 0 0 .

32ярсй2#о4
2

( d 0° " )

^ [ l - ( 2 f l « / L ) 4  n - 2;1/V0nPn2(0) 
здесь Но — малая полуось, L  — большая ось сфероида.



Радиальные функции д£*п ( - i h ,  i | ) ;  (—<ft, i | ) ;  R % n ( - i h ,  <i); (—ih , l\) Т а б л и ц а  1

R m n  = K i X 1 0 P R ( l ) 'm ? i  — ■R1XlOP r ( 2 )  _  
K m n  — R - X i O P r ( 2 >' -r a n  — R , '  X  10p

ЮоIIlyS

1

Z =  0 , 7 5 £ =  o £  —  0 , 7 5 £  =  0 £  =  0 , 7 5 S  =  0

r a n h R i P Rx P Rx' P R i P R i P R a ' P R * ' p

0 1 3 0 , 2 9 9 7 6 0 - 0 , 1 4 7 7 1 0 0 , 7 3 7 0 1 0 — 0 , 1 8 4 9 7 — 1 - 0 , 4 5 2 2 3 0 0 , 7 2 0 3 0 0 0 , 1 2 5 6 1

3 , 5 0 , 2 3 9 8 4 0 - 0 , 3 7 4 6 4 0 0 , 7 8 8 3 3 0 0 , 7 9 7 5 1 —  1 — 0 , 3 6 2 2 0 0 0 , 6 3 7 8 3 0 0 , 5 6 0 3 3 .  —

4 0 , 1 6 6 1 4 0 — 0 , 5 7 3 3 7 0 0 , 8 2 6 4 4

0 , 8 5 3 7 4

0 0 , 1 4 1 5 1 0 — 0 , 3 0 2 5 0 0 0 , 4 7 4 6 7 0 0 , 2 4 5 8 5 —

4 , 5 0 , 8 8 8 6 6 — 1 — 0 , 7 0 7 6 1 0 0 0 , 1 7 0 2 3 0 — 0 , 2 6 0 2 9 0 0 , 2 4 4 9 4 0 0 , 1 0 5 6 7 —

5 0 , 1 6 7 8 2 — 1 — 0 , 7 5 2 4 8 0 0 , 8 7 3 1 6 0 0 , 1 7 0 6 2 0 - 0 , 2 2 3 8 7 0 — 0 , 2 2 9 2 6 1 0 , 4 4 6 0 3 -----------

0 3 0 , 2 0 , 6 6 2 9 8 — 4 0 , 1 7 3 6 9 — 3 0 , 4 5 6 9 7 — 4 - 0 , 8 5 1 4 9 4 - 0 , 1 0 9 4 2 6 0 , 2 5 9 5 9 5 0 , 3 8 6 3 6 6

0 , 5 0 , 1 0 2 5 2 — 2 0 , 2 6 6 5 1 — 2 0 , 7 1 2 5 9 — 3 — 0 , 2 2 2 4 4 3 - 0 , 2 3 0 6 7 4 0 , 6 7 0 2 3 3 0 , 9 8 6 4 3 4

0 , 8 0 , 4 1 1 8 5 — 2 0 , 1 0 5 5 4 — 1 0 , 2 9 0 7 5 — 2 — 0 , 3 5 2 7 5 2 — 0 , 4 2 9 9 2 3 0 , 1 0 3 8 5 3 0 , 1 4 9 7 7 4

1 0 , 7 8 9 9 9 — 2 0 , 1 9 9 6 9 — 1 0 , 5 6 5 7 3 — 2 — 0 , 1 4 9 9 1 2 — 0 , 1 7 6 7 5 3 0 , 4 3 1 1 9 2 0 , 6 1 0 6 6 3

1 , 5 0 , 2 5 0 0 9 — 1 0 , 6 0 1 7 2 — 1 0 , 1 3 3 3 0 — 1 — 0 , 3 3 9 7 0 1 — 0 , 3 5 4 0 4 2 0 , 8 8 8 7 2 1 0 , 1 1 8 6 9 3

2 0 , 5 4 0 2 5 1 0 , 1 2 0 5 5 0 0 , 4 3 6 4 6 — 1 — 0 , 1 3 2 4 5 1 — 0 , 1 1 4 5 6 2 0 , 2 9 6 7 8 1 0 , 3 6 6 3 3 2

2 , 5 0 , 9 3 1 2 5 1 0 , 1 8 6 1 0 0 0 , 8 2 4 4 5 — 1 — 0 , 7 0 8 4 1 0 — 0 , 4 8 5 1 7 1 0 , 1 3 3 3 3 1 0 , 1 4 5 3 7 2

3 0 , 1 3 6 9 3 0 0 , 2 3 2 6 0 0 0 , 1 3 5 3 9 0 — 0 , 4 5 0 6 3 0 — 0 , 2 4 5 2 9 1 0 , 7 9 2 4 1 0 0 , 6 6 8 9 1 1

3 , 5 0 , 1 7 7 5 1 0 0 , 2 3 3 7 8 0 0 , 2 0 2 5 2 0 — 0 , 3 0 2 5 6 0 — 0 , 1 4 1 0 3 1 0 , 6 3 1 6 5 0 0 , 3 3 7 6 3 1

4 0 , 2 0 6 2 2 0 0 , 1 7 0 8 0 0 0 , 2 7 8 7 0

0 , 3 5 9 3 0

0 — 0 , 1 9 1 2 2 0 - 0 , 8 9 7 0 3 0 0 , 6 1 7 4 9 0 0 , 1 7 9 9 6 1

4 , 5 0 , 2 1 6 1 2 0 0 , 4 0 4 0 5 — 1 0 — 0 , 9 4 9 7 1 — 1 — 0 , 0 1 8 4 9 0 0 , 6 4 0 3 1 0 0 , 9 8 5 1 2 0

5 0 , 2 0 3 9 3 0 - 0 , 1 4 1 6 2 0 0 , 4 3 1 7 3 0 — 0 , 1 0 7 6 2 — 1 — 0 , 4 5 5 3 1 0 0 , 6 3 5 1 3 0 0 , 5 4 2 5 5 0

0 5 0 , 2 0 , 2 7 1 9 5 — 7 0 , 1 1 3 5 2 — 6 0 , 7 3 2 3 4 — 8 - 0 , 1 3 3 4 0 8 — 0 , 6 8 2 2 3 9 0 , 6 1 9 8 6 8 0 , 3 7 6 6 5 1 0

0 , 5 0 , 2 6 3 6 4 - 5 0 , 1 0 9 6 8 — 4 0 , 7 1 5 0 1 — 6 — 0 , 5 5 2 5 1 5 — 0 , 2 7 9 6 9 7 0 , 2 5 5 6 5 6 0 , 1 5 4 1 2 8

0 , 8 0 , 2 7 2 7 1 — 4 0 , 1 1 2 7 4 — 3 0 , 7 4 8 6 6 — 5 — 0 , 3 3 6 2 4 4 — 0 , 1 6 6 9 6 6 0 , 1 5 4 3 5 5 0 , 9 1 6 9 3 6

1 0 , 8 2 1 8 2 — 4 0 , 3 3 7 7 5 — 3 0 , 2 2 1 1 4 — 4 — 0 , 8 9 8 6 4 3 — 0 , 4 3 8 3 2 5 0 , 4 0 9 4 3 4 0 , 2 3 9 9 8 6

1 , 5 0 , 5 9 7 1 8 — 3 0 , 2 4 0 3 6 — 2 0 , 1 7 2 3 5 — 3 — 0 , 8 4 4 6 3 2 — 0 , 3 8 6 8 1 4 0 , 3 7 4 4 9 3 0 , 2 0 9 4 8 '  5

2 0 , 2 3 6 4 2 — 2 0 , 9 2 3 0 4 — 2 0 , 7 2 0 6 3 — 3 — 0 , 1 6 5 9 3 2 - 0 , 6 9 3 7 9 3 0 , 7 0 5 5 2 2 0 , 3 6 9 3 8 4

2 , 5 0 , 6 6 4 9 1 — 2 0 , 2 4 9 0 3 — 1 0 , 2 1 7 5 3 - 2 — 0 , 4 9 7 6 3 1 — 0 , 1 8 3 3 4 3 0 , 1 9 8 6 0 2 0 , 9 5 9 9 7 3

3 0 , 1 4 9 4 0 — 1 0 , 5 3 0 0 0 — 1 0 , 5 3 3 6 4 — 2 — 0 , 1 9 8 8 7 1 — 0 , 6 2 4 6 4 2 0 , 7 2 2 4 5 1 0 , 3 1 7 6 5 3

3 , 5 0 , 2 8 5 2 7

0 , 4 7 9 7 5

— 1 0 , 9 4 2 3 0 — 1 0 , 1 1 3 1 7 —  1 — 0 , 9 8 3 7 0 0 — 0 , 2 5 2 4 7 2 0 , 3 1 4 2 3 1 0 , 1 2 4 2 1 3

4 —  1 0 , 1 4 4 5 5 0 0 , 2 1 5 2 6 — 1 — 0 , 5 3 3 9 5 0 — 0 , 1 1 6 1 4 2 0 , 1 5 7 5 7 1 0 , 5 4 8 4 6 2

4 , 5 0 , 7 2 6 1 5 — 1 0 , 1 9 3 4 6 0 0 , 3 7 5 7 6 — 1 — 0 , 3 9 1 1 4 0 — 0 , 5 9 1 3 9 1 0 , 9 1 6 4 8 0 0 , 2 6 5 4 4 2

и  P

5

и м е я

0 , 1 0 0 2 3  

a  i i  н е .  R $ ? (

0

- i h ,  iO)

0 , 2 2 5 3 0  

~  0  п р и  n  н еч

0

[ е г п о м .

0 , 6 1 0 9 7 1 — 0 , 2 3 1 1 8 0 - 0 , 3 2 7 3 5 1 0 , 6 4 5 0 1 0 0 , 1 3 7 8 6 2
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Угловые функции £ 0 5  (— ih y cos 0) =  5х1О *

h = 1 i /1 =  3 /1 = 4 /1 = 5
9

S Р II s
Р s р s Р s Р •

0° 0,1004 1 0,1018 1 0,1042 1 0,1081 1 0,1145 1
5 0,9468 0 0,9569 0 0,9747 0 0,1004 1 0,1053 1

10 0,7840 0 0,7844 0 0,7855 0 0,7893 0 0,8000 0
15 0,5432 0 0,5312 0 0,5111 0 0,4829 0 0,4470 0
20 0,2639 0 0,2412 0 0,2028 0 0,1480 0 0,7531 —1
25 —0,8629 —2 —0,3711 —1 —0,8445 —1 -0,1506 0 —0,2366 0
30 -0,2325 0 -0,2596 0 —0,3033 0 -0,3617 0 -0,4331 0
35 -0,3757 0 —0,3946 0 —0,4233 0 —0,4573 0 -0,4915 0
40 —0,4222 0 —0,4285 0 -0,4350 0 —0,4357 0 -0,4227 0
45 —0,3737 0 —0,3665 0 -0 ,3502 0 —0,3183 0 -0,2622 0
50 —0,2489 0 —0,2308 0 —0,1969 0 —0,1415 0 -0,5715 —1
55 -0,7912 - 1 —0,5525 —1 —0,1268 —1 0,5256 —1 —0,1456 0
60 0,9769 —1 0,1217 0 0,1634 0 0,2249 0 0,3090 0
65 0,2446 0 0,2643 0 0,2977 0 0,3458 0 0,4095 0
70 0,3324 0 0,3455 0 0,3673 0 0,3981 0 0,4330 0
75 0,3450 0 0,3516 0 0,3626 0 0,3780 0 0,3974 0
80 0,2818 0 0,2840 0 0,2877 0 0,2928 0 0,2992 0
85 0,1578 0 0,1581 0 0,1586 0 0,1592 0 0,1601 0
90е 0 0 о I 0 0 0 0 0 0 0

Отметим, что уравнение (16) представляет характеристику направлен­
ности линейного источника, которую можно записать в виде sin (h  cos 0) /  
/ h cos 0. Полагая 0 =  0, получим

sin A 
h

too

s
n=0; 2; 4

W n( h ) f

Non(h)Pn (Q)

C O  . 0 0

2  2
—0; 2; 4 n = 0 ; 2; 4

(rfo0n w  F
iVon(A)

что можно рассматривать как разложение функции sin А/ h по сфероидаль­
ным функциям.

На фиг. 2 кривой 5 показана диаграмма направленности, рассчитанная 
по формуле (16) для h =  5. Там же точками отмечена диаграмма направ­
ленности линии длиной L при n L / K  =  5. Обе диаграммы практически 
совпадают. Па фиг. 3 кривая 3 дает зависимость коэффициента концентра­
ции, а на фиг. 4а штрих-пунктирная кривая — зависимость величины 
R / рсД04£ “2 от h (кривые К  (к) пульсирующего сфероида при g0-^ 1 и при 
| 0 =  1,005 практически сливаются).

О с ц и л л и р у ю щ и й  с п л ю с н у т ы й  с ф е р о и д .  Пусть сплюсну­
тый сфероид £ =  £о совершает малые гармонические колебания вдоль оси 
вращения с амплитудой и0 на оси. При этом £(ц , ф) =  Л [ (So2 +  1) / 
/ (§о2 4“ т)2) ] Это распределение не зависит от ф и нечетно относительно 
плоскости ц 0, т. е. осциллирующий сфероид является суперпозицией 
сфероидальных излучателей порядка 0/г, п  — целые нечетные числа.

Подставив Ь (ц, ф ) в формулу (3), получим Zon =  2[di0n(—ih) ] / 
/3[N on(—ih)].  На фиг. 3 (кривые ^ 5 ) ,  6 и 7 представлены акустические 
характеристики осциллирующих сфероидов §о =  0,75 (отношение длин 
осей равно 0,6) и go =  0 (диск). В связи с тем, что сплюснутые сферои­
дальные функции при т  =  0 табулированы лишь для п =  0,1, 2; 0,2 ^  
sg h ^  2,5 и %о =  0,75 и 0, нами были вычислены эти функции для п =  
=  3; 5; 0,2 ^  h ^  5, а также п =  1; 3 ^  h ^  5. Таблицы этих функций 
представляют самостоятельный интерес, поэтому их целесообразно здесь 
привести (табл. 1—3). Точность вычисленных значений не хуже единицы 
последнего приведенного знака.

Отметим, что аппроксимации (А 10) — (А 12) из работы [10] для ра­
диальных функций при h 0 не дают удовлетворительных результатов уже 
при h =  0,2.
3 Акустический журнал, >6 4 521



Т а б л и ц а  3
Нормирующие множители (N ^  (—i h ) и собственные значения Ха* ( - Щ

h Лох *03 »05 Л05

0,2 0,66988 0,28596 0,18188 29,97933
0,5 0,68703 0,28725 0,18220 29,87400
0,8 0,72032 0,23972 0,18281 29,67772
1 0,75277 0,29209 0,18337 29,49685
1,5 0,87955 0,30099. 0,18538 28,87109
2 1,1004 0,31530 0,18834 28,00092
2,5 1,4793 0,33721 0,19241 26,89221
3 2,1407 0,37005 0,19783 25,55248
3,5 3,3288 0,41881 0,20493 23,99086
4 5,5336 0,49127 0,21424 22,21794
4,5 9,7588 0,60002 0,22652 20,24529
5 18,100 0,76635 0,24289 18,08456

При расчете акустических характеристик осциллирующих сфероидов 
учитывались три первые моды колебаний. Выяснилось, что ограничиваться 
только 01 модой, как сделано в работе [10], можно лишь до h <  1,5; ап­
проксимации (В 10) — (В 11) работы [10] для составляющих импеданцев 
излучения 0П(А, go|go) и Хп(А, go|go), связанных с коэффициентами аоп 
и роп соотношениями

0n (A, go So) =  aon [ (go2 +  1 )1/2 +  So2 arsh (1 /  So) 1 I N 0n (g02 +  1) \
Xn(A, go go) =  Pon[ (£o2 +  1 )1/2 +  go2arsh ( l / g o ) J / A0n(go2+ l ) v% 

для n  =  3; 5 не дают удовлетворительных результатов при рассматривае­
мых значениях А.

Значения коэффициентов а и р  для диска (фиг. 7) при А ^  2,5 совпада­
ют с результатами Гутина [3], вычислившего эти коэффициенты до h —  4; 
однако при А >  2,5 коэффициенты р, полученные Гутиным, не точны, что, 
по-видимому, объясняется недостаточным числом членов взятого в работе 
[3] ряда для вычисления указанных коэффициентов.

В заключение автор выражает глубокую признательность М. И. Кар- 
новскому за руководство работой, а также А. И. Фесенко и Ю. К. Рубцову 
за помощь при выполнении вычислений.
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